Sist: Gitt en ikkesinguleer kurve C, definerte vi div(w) € Div(C) for w € Q¢, og
lot
K¢ = div(w) € Pic(C),
veldefinert siden div(w;) ~ div(wg) for wi,ws € Q¢. Definerte genus ¢(C) =
I(K¢) =dim L(K¢), hvor
L(Ko) = {f € K(C) | div(f) + div(w) > 0}
= vektorrommet av regulsere differensialer C Q¢.

Eksempel. g(P') =0, siden w € Qp1 reguleer = w = 0.

Definisjon. En elliptisk kurve er et par (E,O), hvor E er en ikkesinguleer kurve
med g(E) =1, og O € C er et valgt punkt. Hvis E er definert over K og O € E(K),
sd er (F,O) en elliptisk kurve definert over K.

Weierstrass-ligninger. Vi skal se at alle elliptiske kurver kan beskrives som kur-
ver i E C P? definert av en bestemt type ligning, som kalles Weierstrass-ligningen.
Den ser slik ut:

E: y2+a1xy+a3y:x3+a2x2+a4x+a6

Punktene i E er lgsninger (z,y) = [z : y : 1] av denne ligningen, pluss ett punkt “i
uendelig”, dvs. med koordinater [« : 3 : 0], nemlig O = [0:1:0].

Feilaktig formulert oppgave: Vis at ligningen til en tredjegradskurve i P2 som skjzerer
linja {Z = 0} bare i [0 : 1 : 0] har formen over. Nei, dette stemmer ikke,

f.eks. er y = 2> en tredjegradskurve som skjzerer linja i uendelig bare i
[0:1:0].
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Riktig oppgave: Vis at hvis

er ligningen til en kurve i P? som skjaerer {Z = 0} bare i [0:1: 0], si er

bi2 = b1 = boz = 0.

Anta na at char K # 2: Kan da gjgre variabelskifte y — y — ‘“"”Qﬂ, og far
y? = 2 + aha? + ayx + ay.

a

Hvis char K # 3, kan vi videre gjgre variabelskiftet x — x — %2, og far da

y* =’ +djz + ag,
som vi skriver om til
y? =23+ Az + B
Merknad. Vi kommer heretter til 4 anta char K ¢ {2, 3}.

Merknad. Vi kan ogsa faktorisere hgyre side i Weierstrass-ligningen og fa
y2:(a:—)\1)(1;—/\2)(a:—)\3), A EF,
hVOI‘ )\1 —+ )\2 —+ )\3 = 0



2

Definisjon. Vi kaller et polynom f pa formen f = y?—(z3+ Az+B) et Weierstrass-
polynom.

Definisjon. Gitt et Weierstrass-polynom f, er diskriminanten
A(f) = —16(4A43 4 27B?)

Lemma. Vi har A(f) = 0 hvis og bare hvis 23 + Az + B har en dobbel rot (altsd
hvis det finnes © # j slik at \j = \j).

Bevis. x3 4+ Ax + B har en dobbel rot i K hvis og bare hvis det finnes en 2 som er
Igsning av 2+ Az + B og 322 + A, lett & sjekke dette er hvis og bare hvis A = 0. O

Proposisjon. Kurven E € P? gitt ved et Weierstrass-polynom f er singuler hvis
og bare hvis A(f) = 0.

I sd fall har E ngyaktig ett singulert punkt, (a,0), hvor a er en dobbel rot av
2% + Az + B.

Bevis. Kurven E er singuleer i (o, 8) € E hvis og bare hvis 2 (f)(a, 8) = (%(f(a, B)) =
0.

M3 da ha 8 = 0 og 3a% + Aa = 0, som sammen med o> + Ao+ B = 0 er ekvivalent
med at 3 + Ax + B har en dobbel rot i («a,0). Dette betyr at A = 0.

I punktet [0 : 1 : 0] kan vi bruke koordinater [z’ : 1: 2'], altsd 2/ = Z/Y, 2’ = X/Y.
Den homogene formen til f, nemlig

ZY? - (X® + AXZ? + BZ?)
gir da den inhomogene ligningen

g=z— (23 + Azz* + B2).
Her er 2 ¢(0,0) = 1, s kurven er ikkesingulaer i [0: 1 : 0]. O
Merknad. Hvis A, B € R, kan vi si noe om mengde E(R) ved hjelp av A, denne

mengden har to ssmmenhengskomponenter hvis A(f) > 0 og én sammenhengskom-
ponent hvis A(f) < 0.

To typer singulariteter. Hvis A = 0, hvordan ser singularitetene til C' ut?
Vi har to tilfeller:
e A B # 0, som er hvis og bare hvis \; = Ay #£ A3.
e A B =0, som er hvis og bare hvis \; = Ay = A3 = 0.
I det fgrste tilfellet kan gjgre variabelskiftet  — x + A\, og far
y? — 22(z + 3)\1),

som er lik
(y — B\)22)(y + (B\)?2) + 2%,
som betyr at C har en node i (0,0).

Hvis alle \; = 0, er ligningen y? — 23, dette kalles en cusp.



EN FLOTT TEGNING.

Merknad. Hvis E er singuleer (hvis A = 0), si finnes det rasjonale avbildninger
P! - E og E — P! som er inverse til hverandre. Det vil si at slike E er birasjonale
til P,

Definisjon. Gitt en Weierstrass-ligning y? = 23 + Az + B, sa er j-invarianten lik
(44)°
N

j=—1728

Eksempel. To eksempler skiller seg ut:
e A=0~j=0
e B=0~j=1728 (kurven jeg alltid tegner)

Proposisjon. La (E1,01) og (E2,O3) vere elliptiske kurver gitt av Weierstrass-
ligninger

v =2+ Ar + B
09

y? =%+ Az + B.
Da er Fy = E5 over K hvis og bare hvis vi kan transformere ligning 1 til ligning to
ved variabelskiftet x v+ u?x, y +— udy for enu € K.

Beuvis utsatt litt. O

Med andre ord, Ey = Es (over K) hvis og bare hvis det finnes en v € K slik
at

A=u*A"B=u’B".

Proposisjon. Huvis E1, Es er kurver gitt av Weierstrass-ligninger f1, fa, sd er B =
Es hvis og bare hvis j(f1) = j(f2).

Bevis. Hvis E; er isomorf med FEs, sa sendes f1 til fo under en bestemt transfor-
masjon. Men
AS
4A3 +27B?
er invariant under A — u*A, B — u®B, s j(f1) = j(f2).

Anta na at j(f1) = j(f2). Det betyr enten at A; = Ay = 0, eller at
B _ B3
A7 A3
Vi mé vise at F; = Es, som skjer hvis det finnes en u € K slik at A; = u*A, og
Bl = 'LLGBQ.
Tilfelle 1: A} = Ay = 0: Ta u = (B;/By)"/°.
Tilfelle 2: By = By = 0: Ta u = (A;/A)Y4.
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Tilfelle 3: Ingen A4;, B; =0: Ta u = (%)1/2’ og far
_ BiA} _ BYAY

4
As = = =A
ST BT A T
tilsvarende far vi u®Bs = Bj. O
Proposisjon. (1) Huvis E er en Weierstrass-kurve definert over K, sd er j(E) =

i(f) € K.

(2) For ethvert element j € K, sa finnes det en elliptisk kurve E definert over
K med j(E) =3j.

Beuvis. (1) er opplagt fra definisjonen av j.

For (2), ma vi finne A, B € K slik at
43
28—

Hvis j = 0, sett A =0, B =1. Hvis j = 1728, sett B = 0, A = 1. Ellers reduserer
ligningen til

B2

A3
med 0 # o € K, og vi kan sette B=A =a~!. O

:a7
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