Sist.
e Beregnet Pic’(E), og viste at x: E — Pic’(E) gitt ved
k(P)=P -0,
er en bijeksjon.
e Siden Pic’(E) er abelsk gruppe, blir E via dette abelsk gruppe.
e Ga en geometrisk beskrivelse av gruppeloven: Gitt P,Q € F, er
P+Q=R,
hvor R er konstruert ved R’ = T(P,Q), R=T(O,R’).
Eksempel: Hvis P = (z,y), sd er —P = (z, —y).
e Fant formler for P+Q, dvs. hvis P,Q € F med (z1,y1) € F og Q = (22,¥2),

s& er

P + Q = (x37y3)a
med 3 = A2 — 1 — 29, y3 = —Az3 — v, hvor y = Az + v er linja gjennom
P og Q7 = Y2=¥1 4, YiT2—YaT1

To—x1” T2—T1

Proposisjon. La E vere en elliptisk kurve. Det finnes en morfi —: E — E slik at
—(P)=—-P VPeEFE

Bevis. Bruker z,y € K(FE), definerer den rasjonale avbildningen
—=[z:—-y:1]: F—=E.

Hvis P # O, sd er x,y regulere, s& — er reguler i P, og for P = (x9,yo) er
—(P) = (z0, —yo) = —P.

I punktet O bruker vi
—=Jzy -1y
Sjekker at xy~! og y~! er reguleere og lik 0i O, s4 —(0) =[0:1:0] = O. |

Proposisjon. La P € E. Det finnes en morfi tp: E — E slik at
7P(Q)=P+Q VQcE.

Bevis. Hvis P = O, lar vi 7o = idg.

Ellers, skriv P = (z1,41), la

\ = y_yl, V:yw—yxl c K(E).
Tr — I xr — X

Hvor er \,v requlere? For Q € E, er Q = O eller Q = (z,y) for 7,y € K. Hvis
x # x1 er da bade )\ og v reguleere. Altsa: A, u er reguleere i @ i hvert fall hvis

Definer en rasjonal avbildning 7p = [fo : f1: fo]: E — E ved

fo=X—z—x1, fi=-Ao+v, fo=1
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Hvis Q ¢ {O, P,—P}, sa er fi, fo regulaere i Q, s& 7p er reguleer i Q. Daer 7p(Q) =
Q + P, ved beregningene fra forrige forelesning;:

[fo(Q) : /1(Q) - 1] = (fo(Q), 1(Q)) = P+ Q

Er p en morfi? Ja, siden E er en ikkesingulaer kurve.

I hver av Q = O, P,—P kan vi alts& finne en g € K(E) slik at gfy, gf1,9f> er
reguleere i Q.

Lar veere & sjekke at ogsa for Q = O, P, —P er da
p(Q) = [9/0(Q) : 9/1(Q) : 9f2(Q)] = Q + P.

Morfiene 7p: E — E for ulike P er slik at for P,Q € E, er
TPOTQ :TQOTP =TP+Q-
Spesielt er 7p for alle P en isomorfi, med invers 7_p, siden 7o = idg.
Proposisjon. La X wvere en varietet, og la ¢,v: X — E wvere to morfier. Da
finnes en morfi o +v: X — FE slik at
(@ +¢)(P)=9(P)+¢(P) VPeX.
Idé til bevis. La ¢ = [fy: f1: fa], la = [g0 : g} : gb], med f!, g} € K(X), og anta

for enkelhets skyld at f3, g5 # 0. Kan da skrive ¢ = [fo : f1:1] og ¥ = [g0 : g1 : 1],
med fi = fi/f5 08 9: = 9i/ 95

La )= z;:ﬁ, V= flgg:;ﬁggl € K(X), og definer
dp+v=[hg:h:1]: X > FE

med
ho = A* —go — fo, hi=—Ahi —v.

Hvis hg, hy er regulere i P € X, sé er
(@ +¥)(P) = [ho(P) : ha(P) : 1] = ¢(P) + ¢(P).

Vanskelig: Kan vise at ¢ + 1 er reguleer overalt og (¢ + v¢)(P) holder for alle
PeX. O

Isogenier.

Definisjon. La (E1, 1), (Ea, O2) vaere to elliptiske kurver, og la ¢: E; — FE5 veere
en morfi. Hvis ¢(O1) = O3 sé er ¢ en isogeni.

Lemma. Hvis ¢: Ey — FEy er en morfi, sd er T_g0,) © ¢ en isogeni.
Bevis. 7_g(0,) © $(01) = T_g(0,)(¢(01)) = =¢(01) + $(01) = O2. 0

Definisjon. Gitt Fy, Es, skriver vi Hom(FE7, Es) for mengden av isogenier.
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Vet at en morfi av kurver ¢: E; — FE5 er enten konstant eller surjektiv. Har den
spesielle isogenien

[0] FE1 — Ey
gitt ved

[0](P) =02 VP € Ey,

og alle andre isogenier ¢ er surjektive. Slike ¢ er bestemt av kroppinklusjonen
Proposisjon. Gitt ¢,¢ € Hom(E1, Es), ligger ¢ + ¢ ¢ Hom(E1, F2). Med denne
operasjonen blir Hom(FE1, E5) en abelsk gruppe.

Bevis. Ma sjekke (1) assosiativitet, (2) 3 enhetselement, (3) 3 inverser.

(1): Rett fram.

(2): [0] er et enhetselement.

(3): Gitt ¢ € Hom(E, E5), sd er —o¢ € Hom(E, F») en invers til ¢, med —: Ey —
Es. (]
Definisjon. Skriver End(E) = Hom(E, E).

Eksempel. For m > 0, definer [m] = idg +--- + idg € End(E). For m < 0, definer
[m] = —[-m].

Konkret er [m](P) = mP € E for alle P og alle m € Z.

Har [ml] + [mg} = [m1 + mg] og [ml} o [mg] = [mlmg].

Definisjon. Gitt en m € Z, er gruppa av m-torsjonspunkter i E gitt ved
Em|={PeE|mP=0}CE.
Lemma. La E vere Weierstrass-kruven gitt ved y*> — (x> + Ax + B). Hvis P € E,

sa er 2P = O hvis og bare hvis enten P = O eller P = (x,0), hvor o er rot av
3 + Az + B.

Bevis. Hvis P =0, sd er 2P = O. Hvis P # O, sd er P = (x,y) og —P = (z, —y).
Har2P =0 P=-P<y=0= 23+ Azg + B=0. O

Proposisjon. For alle m € Z, sa er [m] # [0] € End(E).

Bevis. Har [m] # [0] < [m] er ikke surjektiv. Dermed, hvis [my], [mz] # [0], s er
[mima] = [mq] o [ma] # 0, siden komposisjonen av surjektive morfier er surjektiv.

Ved lemmaet over finnes @ slik at 2Q # O, sa [2] # [0]. Dermed er [2] surjektiv, sd
for allen >1er
2" =[2]o---0 2],
ogsa surjektiv.
Hvis m er odde og P € E[2|, sa skriver vi m = 2k + 1 og far
[m](P)=mP=2kP+P=0+P=P,
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altsa er [m] # [0].

For 0 /m € Z kan vi skrive m = 2"k med k odde. Siden [2"]] og [k] er surjektive, sa
er [m] = [2"][k] surjektiv, og altsd er [m] # [0]. O
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