Sist.
e Definerte isogeni, morfi ¢: E; — Es slik at ¢(O1) = Oa.
e Gruppen av slike er Hom(E7, Fy) med
(@+9)(P) = o(P)+9(P)  ¢,¢ € Hom(Ey, E), P € E)
e Skriver End(F) = Hom(FE, F), si pa [m] € End(E), gitt pa punkter ved
[m](P) = mP.
e Viste at hvis 0 # m € Z, sd er [m] # [0].

Proposisjon. Gruppen Hom(E1, Es) er torsjonsfri, dvs. hvis 0 # ¢ € Hom(E1, Es)
ogn > 1, sd er ng #£ 0.

Bewvis. Har n¢ = [n] o ¢, hvor [n] € End(E»), siden for alle P € E; er

(ng)(P) =n(¢(P)) = ([n] 0 ¢)(P).
Siden [n],¢ # 0, er bade [n] og ¢ surjektive, si [n] o ¢ er surjektiv og altsd ulik
[0]. O

Teorem. La ¢ € Hom(E1, E3). Da definerer ¢ en gruppehomomorfi, det vil si at
for alle P,Q € Ey har vi

(P + Q) =o(P) + o(Q).
Husk folgende generelle konstruksjon:

Definisjon. Gitt en morfi av ikkesinguleere kurver ¢: Cy — Cs, er pushforward
langs ¢ homomorfien ¢, : Div(C;) — Div(Cy) gitt ved

¢.(d_niP) =Y ni¢(P).
i=1 =1

Proposisjon. Hvis Dy ~ Dy € Div(Cy), sd er ¢.(D1) ~ ¢(D2).

Korollar. Homomorfien ¢.: Div(C1) — Div(Cy) induserer en homomorfi ¢..: Pic(Cy) —
PIC(CQ)

Bevis for Teorem. La P,Q € Ey og R = P+ Q. Har da (per def. av +)
R—01~(P—01)+(Q—0:1)=P+Q—20, € Div(E)

Dermed er
P(R) — O2 = ¢ (R— 01) ~ ¢ (P + Q — 201) = ¢(P) + ¢(Q) — 20,
som betyr at ¢(R) = ¢(P) + ¢(Q). O

Korollar. Hvis ¢ € Hom(Ey, Es), sa er ¢p(F1]k]) C Exlk] for alle k > 1.

Bevis. Hvis P € E7 med kP = Oy, s er k¢(P) = ¢(kP) = ¢(01) = Os. O
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Teorem. For en elliptisk kurve E, sa er End(E) en (muligens ikke-kommutativ)
ring, med sum som tidligere definert, og produkt gitt ved ¢p1p = ¢ o 1.

I denne ringen er ¢1p # 0 hvis ¢ og 1 # 0.

Bevis. Vet at End(E) med + er abelsk gruppe.
Ma sjekke
(1) (¢¢)x = é(¢¥x): Opplagt.
(2) 3 multiplikativ enhet: Ta [1], opplagt at [1]¢ = ¢ = ¥[1].
(3) a) d(¥ +x) = ¢1b + dx 0g b) (Y + x)¢ = ¥o + x9.
For a), har
(¥ +x)(P) = d(¥(P) + x(P)) = ¢(+(P)) + o(x(P)) = (¢¢ + dx)(P),
merk at vi bruker at ¢ er en homomorfi. b) er tilsvarende, men enklere.

Hvis ¢, # 0, sa er ¢, surjektive, som betyr at ¢ er surjektiv og ulik 0. (]

Eksempel. For alle E, gir n + [n] € End(E) en ringinklusjon Z — End(E).

Kan vises at hvis char K = 0, sd er End(E) = Z for “de fleste” E. Hvis End(F) # Z,
sies F & ha kompleks multiplikasjon.

Eksempel. La E veere gitt ved y? = 2% — z. Definer en morfi [i]: E — E ved
[i] = [—x : iy : 1].

Da har vi [i]2 = [z : —y : 1] = [~1], sd [i]] € End(E) \ Z, og vi far en inklusjon
Z[i] < End(E).

Isogenier og endelige undergrupper. Antar i denne delen (for enkelhets skyld)
at char K = 0. Poenget med dette er fglgende resultat fra for litt siden.

Proposisjon. Anta at char K =0, og la ¢: C1 — Cy vere en morfi av ikkesingu-
leere kurver. For Q € Oy, sd er |¢p~1(Q)| = deg ¢ unntatt i endelig mange punkter.

Teorem. La ¢: Fy — FE5 vere en ikkekonstant isogeni. For alle Q € Fs, sa er

67 1(Q)] = deg ¢.
Bevis. Homomorfien ¢ er surjektiv. Hvis vi velger P € ¢~1(Q), s& har vi en bijek-
sjon ¢~ 1(0) + ¢~ H(Q) gitt ved

Re ¢ 03) < R+Peco Q).

Dermed er |¢p~1(Q)| = |¢71(02)| for alle Q. Siden det finnes en @ slik at |¢~(Q)| =
deg ¢, sa gjelder dette for alle Q. O

Eksempel. Kan na beregne deg[2] = |ker[2]| = |E[2]|. Har P € E[2] & 2P = O,
som er hvis og bare hvis P = O eller P = («,0) med o® + Aa + B = 0. Dermed er
IB[2)| = 4.
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Vi gnsker na & vise noen resultater som oppsummert sier omtrent at det & spesifisere
en isogeni ¢: By — FE5 er det samme som & spesifisere en endelig undergruppe
(ker ¢) av Ej.

Teorem. La ¢: E1 — Fy veere en ikkekonstant isogeni. Da er

ker ¢ — Aut(K(E1)/¢*(K(E2)))

gitt ved o o
T — Tj*wi K(El) — K(El)
en isomorfi av grupper.

Bevis. Sjekker forst at 75 € Aut(K (E1), ¢*K(FE2)). La T € ker ¢. Da er ¢po1p = ¢,
siden

¢(rr(P)) = ¢(P +T) = ¢(P) + ¢(T') = ¢(P).
Hvis f € K(FEy), si er
7o ¢"(f)=fodorr=foop=09"(f),
sa 77 € Aut(K (E1)/¢* (K (Ez)).
Har

*x ok *x %k
T, = (T 0 TR)" =T 4y
sa T +— 7p er en gruppehomomortfi.

Siden |ker ¢| = deg¢ > | Aut(K(E1)/¢* (K (E-)))|, s& holder det & vise at avbild-
ningen 7' +— 77 er injektiv. Men hvis 71 = idg R(E1) s& ma 7p = idg,, som betyr at
T = O;. Altsé er avbildningen injektiv. O

Teorem. La ¢: Ey — Es vere en ikkekonstant isogeni. Da er kroppsutvidelsen
¢*(K(E2)) C K(E1) en Galois-utvidelse.
Bewvis. Vi har

[K(E1) : ¢"(K(E2))] = deg ¢ = | ker ¢| = | Aut(K (E1)/¢" (K (E»))|,
som betyr at ¢* er Galois. |

Teorem. La ¢: E1 — FEs og ¥: E1 — Ej3 vere ikkekonstante isogenier. Huis
ker ¢ C ker ¢, sd finnes en unik isogeni A\: Fo — FEs slik at Ao ¢ = 1.
Bevis. Har at K(FE;) er en Galois-utvidelse av ¢*(K(FE3)) og av ¢* (K (E3)).
Dermed er ¢*(K(E2)) = K(FE1)*"? og ¢*(K(E3)) = K(E1)*%. Siden ker ¢ C
ker) har vi da -

V' (K(E3)) € ¢"(K(E2)) € K(Ev),

Co
s& det finnes en unik y: K(FE3) — K(E3) slik at ¢* o \* = ¢*. Vilar X\: Ey — E3
veere bestemt av at A\* = . O
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