
Sist:

• For et primtall l, definerte ringen av l-adiske heltall: Sekvenser (ai) med
ai ∈ Z/li, slik at ai = ai−1 (mod li−1).

• For en elliptisk kurve E, definerte den l-adiske Tate-modulen til E, skrevet
Tl(E), hvor elementene er sekvenser P1, P2, . . ., med Pi ∈ E[li] og lPi =
Pi−1.

• Viste at (når l 6= charK), så er Tl(E) ∼= Zl ⊕ Zl som Zl-moduler.

Vil bruke Tl(E) til å forstå isogenigruppa Hom(E1, E2) og endomorfiringen End(E).

La φ : E1 → E2 være en isogeni. Da får vi, for alle n, en gruppehomomorfi φ[n] : E1[n]→
E2[n], og spesielt får vi homomorfier φ[li] : E1[li]→ E2[li] for alle i.

La p = (Pi)∞i=1 ∈ Tl(E1), og la Qi = φ(Pi) ∈ E2 for alle i. Siden Pi ∈ E1[li], er
φ(Pi) ∈ E2[li], og siden lPi = Pi−1, har vi

lQi = lφ(Pi) = φ(lPi) = φ(Pi−1) = Qi−1

Dermed er q = (Qi)∞i=1 et veldefinert element i Tl(E2).

Proposisjon. Gitt en isogeni φ : E1 → E2, får vi en homomorfi av Zl-moduler
φl : Tl(E1)→ Tl(E2)

ved
(Pi)∞i=1 7→ (φ(Pi))∞i=1

Bevis. Vi har vist at dette er veldefinert, og det er lett å sjekke at dette er en
homomorfi av Zl-moduler.1 �

Proposisjon. La φ : E1 → E2 og ψ : E2 → E3 være isogenier. Da er
(ψ ◦ φ)l = ψl ◦ φl : Tl(E1)→ Tl(E3).

Bevis. Rett fram fra definisjonen av φl, ψl.2 �

Endomorfiringen til Tate-modulen. La nå E være en elliptisk kurve, og se
på EndZl

(Tl(E)) = HomZl
(Tl(E), Tl(E)), gruppa av Zl-homomorfier fra Tl(E) til

Tl(E). Vi kan definere et produkt på End(Tl(E)) ved å sette fg = f ◦ g, og med
dette produktet blir End(Tl(E)) en ring.

Siden Tl(E) ∼= Z⊕2
l som Zl-modul, så har vi en ringisomorfi

End(Tl(E)) = HomZl
(Tl(E), Tl(E)) ∼= HomZl

(Z⊕2
l ,Z⊕2

l ) = M2(Zl),
hvor M2(Zl) angir ringen av (2× 2)-matriser med koeffisienter i Zl.

Vi har vist tidligere at End(E) er en ring, med multiplikasjon φψ = φ ◦ ψ.

1Gitt (Pi) og (P ′
i ) i Tl(E1), sendes (Pi)+(P ′

i ) = (Pi +P ′
i ) til (φ(Pi +P ′

i )) = (φ(Pi)+φ(P ′
i )) =

(φ(Pi)) + (φ(P ′
i )), så avbildningen er additiv.

Hvis a = (ai) ∈ Zl, så er φ(a(Pi)) = φ((aiPi)) = (aiφ(Pi)) = a(φ(Pi)), så avbildningen
respekterer Zl-modulstrukturen.

2For (Pi) ∈ Tl(E1), er ψl ◦φl((Pi)) = ψl((φ(Pi)) = (ψ(φ(Pi))) = ((ψ ◦φ)(Pi)) = (ψ ◦φ)l((Pi)).
1



2

Proposisjon. Avbildningen End(E) → End(Tl(E)) gitt ved φ 7→ φl er en ringho-
momorfi.

Bevis. Vi vet at avbildningen er en gruppehomomorfi, så vi må vite at den respek-
terer multiplikasjon. Men vi har

(φψ)l = (φ ◦ ψ)l = φl ◦ ψl = φlψl.

�

Injektivitet

Vi har altså en gruppehomomorfi Hom(E1, E2) → HomZl
(Tl(E1), Tl(E2)), og når

E1 = E2, er dette også en ringhomomorfi.

Proposisjon. La E1, E2 være elliptiske kurver. Avbildningen

Hom(E1, E2)→ HomZl
(Tl(E1), Tl(E2))

er injektiv.

Bevis. La φ ∈ Hom(E1, E2) være slik at φl = 0. La 0 6= p = (Pi) ∈ Tl(E1). Da
finnes en i slik at Pi 6= O.

Vi påstår at punktene Pi, Pi+1, Pi+2, . . . alle er forskjellige. Anta for en motsigelse
at Pi = Pj med i < j. Da er Pj = Pi = li−jPj . Dermed er Pj = li−j li−j · · · li−jPj =
ln(i−j)Pj for alle n ≥ 0. Men siden ljPj = O, betyr det at Pj = O, som motsier at
Pj = Pi 6= O.

Hvis φl = 0, så er φl(p) = (φ(Pi))∞i=1 = 0, som betyr at φ(Pi) = O for alle i. Men
da er | kerφ| =∞, som bare kan skje hvis φ = 0. �

Altså sitter Hom(E1, E2) inni HomZl
(Tl(E1), Tl(E2)) ∼= HomZl

(Z⊕2
l ,Z⊕2

l ) = Z⊕4
l .

Dessverre er gruppa Z⊕4
l en veldig stor gruppe, som f.eks. inneholder frie grupper på

formen ZN for alle N , så det er vanskelig å få konkret informasjon om Hom(E1, E2)
ut av dette.

Vi trenger følgende sterkere resultat:

Teorem. Gruppa Hom(E1, E2) er endeliggenerert, og homomorfien

Hom(E1, E2)⊗Z Zl → HomZl
(Tl(E1), Tl(E2))

gitt ved
k∑
i=1

φi ⊗ ai 7→
k∑
i=1

ai(φi)l

er injektiv.

Korollar. Vi har en gruppeisomorfi Hom(E1, E2) ∼= Zn, med n ≤ 4.
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Bevis. Siden Hom(E1, E2) er endeliggenerert, har vi

Hom(E1, E2) = Zn ⊕
k⊕
i=1

Z/pei
i

for primtall pi og heltall ei. Men vi vet at Hom(E1, E2) er torsjonsfri, dvs. at
kφ = 0⇒ φ = 0 for 0 6= k ∈ Z. Dermed må vi ha Hom(E1, E2) = Zn.

Det følger at Hom(E1, E2)⊗Z Zl ∼= Znl , og siden avbildningen
Znl ∼= Hom(E1, E2)⊗Z Zl → HomZl

(Tl(E1), Tl(E2)) = Z4
l

er injektiv, må n ≤ 4. �

Bevis for Teorem. Vi må bruke følgende tidligere resultat:

Lemma. Hvis φ ∈ Hom(E1, E2) er slik at E1[n] ⊂ kerφ, så finnes en γ ∈
Hom(E1, E2) slik at nγ = φ.

E1 E1

E2

[n]

φ
∃γ

Vi antar, og hopper over å bevise, at Hom(E1, E2) er endeliggenerert (se Silver-
man for fullstendig bevis). Da må vi ha Hom(E1, E2) ∼= Zn, siden Hom(E1, E2) er
torsjonsfri.

La ψ1, . . . , ψn være generatorer for Hom(E1, E2). Et element φ ∈ Hom(E1, E2)⊗ZZl
kan da uttrykkes som

φ =
n∑
i=1

αiψi αi ∈ Zl,

og vi skriver αi =
∑∞
j=1 cij l

j med cij ∈ {0, . . . , l − 1}.

For alle k ≥ 1, definer isogenien

(1) φk =
k−1∑
j=0

cij l
jψi ∈ Hom(E1, E2),

som vi kan tenke på som “forkortingen av φ modulo lk”. Gitt et element p =
(Pi)∞i=1 ∈ Tl(E1), så er φl(p) = (φi(Pi))∞i=1.

Anta nå at φ er slik at φl = 0.

Fikser en k ≥ 0, og la P ∈ E[lk]. Det finnes en p = (Pi) ∈ Tl(E) slik at Pk = P .
Siden φl(p) = (φi(Pi)) = 0, så er φk(P ) = φk(Pk) = O.

Siden dette gjelder for alle P ∈ E[lk], så er E[lk] ∈ kerφk. Men ved lemmaet er da
φk = lkγk for en γk ∈ Hom(E1, E2). Dette kan bare skje hvis φk = 0 (fra formen
til φk (1)). Siden dette gjelder for alle k, må vi ha φ = 0. �
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