Section 1

Projektive varieteter



Projektive varieteter T- H) {» e K[x, v, Z]
A )

(5
Definisjoner \/I e lr

Gitt ideal | C K[Xy, ..., X,] generert av homogene polynomer, er

V) ={P e P"| f;,(P) =0 Yhomogene f € I}.

Hvis [ er et primideal, er V; en projektiv varietet.

e Den homogene koordinatringen K[V|] = K[Xo, ..., Xs]/I.

@ Kroppen av rasjonale funksjoner
K(V)={g/h|g,he K[V|] homogene av samme grad}*

@ En rasjonal funksjon f er reguleer i P € V; hvis f kan skrives som
g/h og h(P) # 0.

1Opp til relasjoner g/h = fg/fh
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UPeVy e $p(P) eV,

hor ¢ o vf_?,dur}
Rasjonale avbildninger d>: vV, — vV,
Gitt V4 CP™ og Vb C P”, er en rasjonal avbildning gitt ved

Rasjonale avbildninger og morfier

dp=1Ifo:...:f)] fieK(W).
slik at hvis alle f; er regulaere i P € V4 og ikke alle f;(P) =0, er

d(P)=[h(P):...: fH(P)] € Va.

Morfi
En rasjonal avbildning er en morfi hvis det i hver P € V; finnes en

representasjon
p=1[fo:...: 1)

slik at [fo(P) : ... : f,(P)] er et veldefinert punkt.
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Varieteter over K

Varieteter definert over K

En projektiv varietet V C IP" er definert over K hvis den kan defineres av
polynomer f; med koeffisienter i K. Mer formelt: Hvis idealet

I(V) C K[Xo, .., Xn] er generert av homogene elementer
i€ KXo, Xa). €KX, Xa) )

K-rasjonale punkter

Hvis V er definert over K, er mengden av K-rasjonale punkter

V(K)={lag:...: sl € V|Vi,a; € K}.
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Section 2

Ikkesingulaere kurver



Ikkesingulaere kurver “'\\v/M; = duod H1 WW

Definisjon

En kurve er en projektiv varietet C av dimensjon 1.

En kurve C C P" er ikkesingulaer hvis for alle punkter P € C har vi at
mp/m2 = K, hvor mp C K[C]p er det maksimale idealet.

Jacobi-kriteriet

Hvis C C P2 er en kurve definert av polynomet F € K[X, Y, Z], sd er C
ikkesingulaer hvis det ikke finnes noe punkt P € P? slik at

oF oF
ax") = oy

(P)= S2(P) = F(P) =0
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Ordensfunksjonen Fro wa- C ke stay. knore

La P € C, oglamp ¢ K[C]p vaere det maksimale idealet i den lokale
[ til Ci P. R
ringen ti I KCC:\P — DVR

Definisjon
For C ikkesingulzer og P € C, sa er ordensfunksjonen

ordp: K(C) = Z

definert ved ordp(f) = k hvis f € mk \ m5™, og
ordp(fg) = ordp(f)ordp(g).

Tolkning av ordp

Hvis f € K(C), s3 er
@ ordp(f) > 0 < f er reguleri P
° ordp(f)=0<:>f( ) #0

e ordp(f) = 1% f er en lokal parameter i P )

™ = — — S e
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Morfier av ikkesingulzaere kurver

Teorem
Hvis ¢: C — V er en rasjonal avbildning fra en ikkesingulzer kurve til en

projektiv varietet, sd er ¢ en morfi. R,k ovv(er-c-’—mksdm" ! )
d U

Teorem
En morfi ¢: C; — C, av kurver er enten surjektiv eller konstant.

Eksempel

Hvis C, = P!, er en morfi ¢ G — P! det samme som en rasjonal
funksjon, vi kan skrive

gb:[f:].], fGW(Cl)

sa vi far resultatet at en rasjonal funksjon f enten er konstant eller tar alle
verdier.

V.
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Kurver er kropper

Hvis C er en ikkesingulzer kurve, er K(C) en kropp av transcendensgrad 1
over K. En ikkekonstant morfi ¢: C; — C, definerer en kroppinklusjon
(;5*: ?(Cz) — ?(Cl), ved

qs*(f):fogb.elz(C,)

Teorem

Hvis K < L er en kroppsutvidelse med transcendensgrad 1, sa finnes en
unik ikkesinguleer kurve C slik at K(C) 22 L som kropper over K.
Gitt to kurver Gy, Gy, sa gir ¢ — ¢* en bijeksjon

{Ikkekonstante morfier G; — G}

!

{Homomorfier K(C,) — K(C1) som fikserer K}.
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Ramifikasjon og grad

La ¢: C; — G, vaere ikkekonstant, la P € (i, og la Q@ = ¢(P).

Ramifikasjonsindeksen e, (P) € Z> er gitt ved 4
e, (P)=orde(d (ta)). &

hvor tg € K(Q) er en lokal parameter i Q. {

Graden til ¢ er deg(¢) = [K(C1) : ¢*(K(())]. /W

Proposisjon
For alle Q € G, er

deg(¢) = > es(P)

Peo=1(Q)
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1

Divisorer ~ E ks’ Pic (}P y=2Z
v

P 2(P) = {0

Definisjon ‘ { )

Div(C) = den frie abelske gruppa generert av punkter i C.

Skriver D € Div(C) som D =% ni(P;), ni€Z, PieC.

Divisoren til en funksjon
Gitt f € K(C)*, er
div(f) = > ordp(f)(P).

PeC

Rasjonal ekvivalens og Picard-gruppa

Skriver D1 ~ Dy hvis 3f € K(C)* slik at D; — Dy = div(f). Definerer
Picard-gruppa

Pic(C) = Div(C)/ ~= Div(C)/div(K(C)*).

L T T



Differensialer
Definisjon

Rommet av differensialer Q¢ er K(C)-vektorrommet utspent av symboler
df, f € K(C), med relasjoner

d(fg) = gdf + fdg, vf,g € K(C)
da=0, Vae K C K(C)
Beregning Ve,lta ™ -f 3.0 o(of #0, de &

Vi har Q¢ = K(C) som K(C)-vektorrom. Sl = K(c) aL)C

Regulaere differensialer
Et differensial w € Q¢ er reguleert i P € C hvis vi kan skrive

(for ol 4+ #0)

w = fdt,

hvor t er lokal parameter i P og f € K(C) er regular. | P

- - - <
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Differensialer og genus

Regulare differensialer

Vi sier at w € Q¢ er regulaert hvis w er regulaert i alle P € C.

Genus ILJE\"\M)EVI KT\ G

La £(Kc) vaere K-vektorrommet av regulzre differensialer. Genus til C er

g(C) = dimy L(Kc).

Eksempler

o C = P! Det eneste regulzere differensialet er 0 ~ g(P!) = 0.

o C definert av y? = x3 + Ax + B: Opp til K-skalering er det eneste
regulzere differensialet er w = % ~ g(C)=1.
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Riemann—Roch

Riemann—Roch-spgrsmalet: Hvor “mange” f € K(C) finnes under
betingelsene

@ f har nullpunkter av orden > n; € P;, for gitte n; > 0,P; € C

@ f har poler av orden < m; € Q;, for gitte m; > 0,Q; € C
o f er reguler ellers.

Seksjoner av en divisor
Gitt D € Div(C), er D > 0 hvis D =" n;P; med n; > 0.

“Rommet av seksjoner av D" = L(D) = {f € K(C)* | div(f) + D > 0}
Ekvivalent: Hvis D =5 n;P; — > m;Q; med m;, n; > 0,
f € L(D) < ordp,(f) > nj,ordg,(f) > —mj,ordp(f) > 0

for andre P € C.

V.
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Riemann—Roch-teoremet

Definer den kanoniske divisoren K¢ € Pic(C) ved, for en w € Qc,
Kc = div(w Z ordp(w
PeC
O\Qta [KC) = 9-0& (y-2

Teorem (Riemann—Roch) (*)
For D € Div(C), har vi

dimy £(D) — dimy L(Kc — D) = deg(D) + 1 — g(C)

Et viktig spesialtilfelle dim Y K D) 0
Hvis g(C) = 1 og deg(D) > 0, har vi cﬁ((\

dim L(D) = deg(D)
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Elliptiske kurver

Definisjon

En elliptisk kurve er et par (E, O) hvor E er en ikkesingulaer kurve av
genus 1 og O € E.

Teorem (*) V1 KT \G (-)' BEV S>

Hvis (E, O) er en elliptisk kurve, s& finnes det en isomorfi ¢: E — C, hvor
C C P2 er en kurve pa WeierstraB-form, dvs. definert av

y2=x3+ Ax + B, A BecK
og ¢(0O)=[0:1:0].
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WeierstraB-kurver

Hvis vi har gitt en kurve E pd WeierstraB-form
v =x>+Ax+B A BeK,

sd kan vi definere diskriminanten A og j-invarianten som funksjoner av

A, B. x CLpx tB
o A #0 < E er ikkesinguleer (og dermed elliptisk) & lwr 3 (}ASA'W\MC
o j(E1) = j(E2) & Ep erisomorf til Es. voiter.

For alle j € K, s& finnes det valg av A, B slik at j(E) = j, s3 alts har vi
en bijeksjon
{Elliptiske kurver over K} /isomorfi <> K

E > 4'(/;\
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Gruppestrukturen

Definerer en gruppestruktur pa E via

Teorem
Hvis D er en divisor av grad 0 pa E, sa finnes et unikt punkt P € E slik at

D ~ (P) - (0).

Korollar

Avbildningen D — P (som over) definerer en isomorfi Pic?(E) — E, og vi
definerer en gruppestruktur pa E ved a bruke gruppestrukturen pa PicO(E):

P14+ P, = P3 & (P1) — (0) + (P2) — (O) ~ (P3) — (O).
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Gruppestruktur, geometrisk

Teorem

Gruppestrukturen pa E kan beregnes slik. La Py, P> € E. Trekk linja

I(P1, P2) gjennom disse, anta at den skjaerer E i P3. Trekk linja /(O, P3),
anta at den skjaerer E i P4. Da er

Py + Py = Py.

Eksempler
@ Hvis P = (x,y) € E, sd er —P = (x, —y).

@ Hvis 2P = O, sé er enten P = O, eller P = (x,0) med
x>+ Ax+ B =0.

2=0 & p=-¢ H2]|= 450 %
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Gruppestruktur, formler

T

€
La Py = (x1, 1), P> = (x2,y2), P3 = Py + P> = (%3, ¥3). Da finnes det
formler for x3 og y3 som rasjonale funksjoner av x;,y;. =12

Teorem
@ Avbildningen 7p: E — E gitt ved 7p(Q) = P + Q er en morfi.
\\o Hvis ¢, : V — E er to morfier, sd er avbildningen ¢ + 1 gitt ved

(¢ +¢)(P) = o(P) +¥(P)

ogsa en morfi.

L NERCIEIEII
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Section 4

Isogenier



Isogenier

En isogeni mellom elliptiske kurver er en morfi ¢: E; — E; slik at
#(01) = 0s. ?_f_"‘f Hvis cj) c, —’>l';2 e wm«wf-\ Sa e
Teorem ¢ = \l/ Ve :‘50?04,
Hvis ¢ er en isogeni, sd er ¢ en gruppehomomorfl. (O) = —&(0))

Proposisjon

Mengden av isogenier Hom(Ez, Ep) er en gruppe, med

(¢ +¥)(P) = ¢(P) + ¢(P)

Mengden av isogenier Hom(E;, £1) =: End(E;) er en ring, med
Y =poy.

Eksempel

For alle n € Z er avbildningen [n]: E — E gitt ved [n](P) = nP en isogeni.
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Isogenier versus undergrupper (antar her at char K = 0)

1B, E E
Hvis ¢ er en ikkekonstant isogeni, s er ker ¢ en endelig undergruppe, og
| ker ¢| = deg ¢.

Teorem

La G C E; vere en endelig undergruppe av en elliptisk kurve. Da finnes
det en unik elliptisk kurve Ep og en isogeni ¢: E; — E; slik at ker¢ = G. )

Teorem
La ¢: By — E> og ¢: E; — E3 veere isogenier slik at ker ¢ C ker .
Da finnes det en unik isogeni x: Ep — E3 slik at ¢ = x o ¢.

E, ——’E
v/\.
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Den duale isogenien

Gitt en ¢ € Hom(Ey, E,), definerer vi den duale isogenien ¢ ved 3 kreve
at

A
6 = [deg 6]. bE,—E
b
C, —E&,
Teorem .
J®
e ¢ finnes og er unikt bestemt. [&M\\'g,
o gov=1od
° ¢+ S+P=d+1 %\/deszvfmr ikke
° =0
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Beregning av torsjonsgruppene

/\ A N
od PV =0 +¥
Med den duale isogenien i hende, ?é’w vi
Proposisjon

deg[n] = n? for alle n € Z.

Korollar
Hvis char K = 0 eller char K = p og n # 0 (mod p), sa er 'Efn]}: n*

E[n] :=ker[n]| = Z/n& Z/n.

tleta (# ‘V)=ol£a (cﬂdtc‘; V) VYoV ;¢¢ 0.
Netq & #O e de @0 e (4)£0
deg (4 0) = G(Qa (T+1) o(ea (4) =W
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Tate-modulen Vb we ok HwCE,,Ez) o~ M""S'HT
Mal: Begrense rangen til Hom(Eq, E). ahelgk Mfe

Middel: Tate-modulen. \/.) urge &= Zw I/tcL-f

La / veere primtall, forskjellig fra char K.

[-adiske heltall

Ringen Z; har elementer sekvenser aj, as, ..., hvor a; € Z/I', og vi krever
g ) b g

at a; = a;_1 (mod /1),

Tate-modulen til E

Tate-modulen T;(E) har elementer sekvenser Py, P,, ..., hvor P; € E[/']

og vi krever at IP; = P;_1. Har naturlig struktur av Z;-modul.

Beregning

Pr— '. . @
Som Z;-modul har vi T/(E) = ZF?. Bmokew e :(7/0' )

2

V.
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Isogenier til

Pushforward, Tate-modulen
Gitt ¢ € Hom(Ey, E2), har vi ¢.: T)(E1) — Ti(Ez) ved

P« ((P1)21) = (6(Pi))724

Injektivitet, svak versjon

Avbildningen ¢ — ¢, gir en inklusjon
HOHI(El, E2) = HOHIZ/(T/(E;[), T/(EQ)).

Injektivitet, sterk versjon

Avbildningen ¢ — ¢, gir en inklusjon
Hom(El, E2) Rz Ly — HomZ,(T/(El), T/(Eg)) = Z?

W\
Korollar J/; A wey,

Hom(E;, E>) er en fri abelsk gruppe av rang < 4.

V.

= =T = = =
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Strukturen til End(E)
& —> &

Orden
En orden i en Q-algebra KC er en ring R C K slik at R® Q = K.

Teorem (*)

Ringen End(E) er en orden i en av fglgende tre typer ringer:
QO Q (ogdaer End(E) =7)
@ Q(V/d) for et negativt heltall d.

© K(a,b) =Q®Qa®QB®Qy, hvor a? = a, 82 = b, a,b € Qo, og
aff = —PBa=1. A

\
Kuaderwion sk Jqﬂ/"""\-

v
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Elliptiske kurver over endelige kropper

Lag=p", ogla K=F,.
Hvis E er definert over Fg, er mengden E(F,) endelig. Vi vil estimere
kardinaliteten til E(IFg).

Frobenius-morfien

Hvis E er definert over [Fy, sa har vi en morfi Fry: E — E definert ved

Fro(X:Y:2Z)=[X%:Y9:Z]

Teorem
Et punkt P € E ligger i E(Fg) hvis og bare hvis Frq(P)A: P
4
U
Korollar U’Fm}‘j(]% =0

Hvis ¢ = Frq —1 € Hom(E, E), sa er E(Fq) = ker(Frq —1).
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Separabilitet

Definisjon
En morfi av ikkesingulaere kurver ¢: C; — C, er separabel hvis
kroppinklusjonen ¢*: K(G) — K(Cy) er det.

Geometrisk tolkning

¢ separabel < e,(P) = 1 unntatt i endelig mange P.
¢ inseparabel & e4(P) > 1i alle P.

Proposisjon

Isogenien Frq —1 € Hom(E, E) er separabel ~»
| ker(Frg —q)| = deg(Frq —1).— IE,(}F?’,) )

L NERCIEIEII
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Hasses teorem

Hasses teorem

Hvis E er definert over Fq, sd er |[E(Fg)| =1+ g+ ¢, hvor |¢] < 2,/q.

Skisse av bevis
e Funksjonen ¢ — deg(¢) er kvadratisk.
o Vi vet at deg(1) =1, degFrq = q.
@ Cauchy—Schwartz' ulikhet gir

1 q Z:@
deg(1 — Frg) — deg(1) — deg(Frq) < 2y/deg(1) deg(Fry),

som gir Hasses teorem.

May 6, 2021
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Section 6

Elliptiske kurver over C



Komplekse elliptiske kurver ’ . o

W
Gitter ! .

Et gitter er en diskret undergruppe A C C slik at A = Z2.

Kompleks torus
Gitt et gitter A, far vi en kompleks torus C/A.

Elliptiske funksjoner

En elliptisk funksjon er en meromorf funksjon f pa C slik at

fz+w)=1f(z) YweAN

A j( d%‘nng fum (‘2 @/A
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Elliptiske funksjoner

WeierstraB' p-funksjon
Har elliptiske funksjoner

p(2)=272+ > (z-w)?-w?
wen\{0}

@ (z) = -2 Z(z —

weN

Fra kompleks torus til elliptisk kurve
Det finnes tall g2(A), g3(A) € C slik at

0/ (2)* = 4p(z) — g2(N)p(2) — gs(N),

og ¢(z) = [p(z) : ¥/(z) : 1] definerer en bijeksjon mellom C/A og den
elliptiske kurven Ep, gitt ved

y® = 4x3 — go(N)x — ga(N).

y.

Tlee——————— R

35/35



