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KAPITTEL 1

Introduksjon

1. Konvensjoner

e Hvis p er et primtall og ¢ = p”, skriver vi F, for den unike kroppen med
q elementer (Seksjon [6]).

e K eren perfek kropp, og K er en algebraisk tillukning av K. I eksempler
lar vi K veere Fy, Q, R, C eller en algebraisk tillukningen av en av disse.

e Vi antar alltid at char K # 2, 3.

e For en mengde (gruppe, ring, ...) S, skriver vi |S| for kardinaliteten til
mengden.

e I polynomringen K[xy, w2, z3] skriver vi ofte x,y, 2 i stedet for @1, 2,23
og tilsvarende XY, Z i stedet for X7, Xo, X3.

2. Motivasjon

Tema for dette kurset er, som navnet antyder, elliptiske kurver. Vi vil etter hvert
(Kap. [4) se ulike ekvivalente definisjoner av en elliptisk kurve. For gyeblikket lar vi
K veere en algebraisk lukket kropp av karakteristikk 0 (f.eks. C).

En elliptisk kurve over K er da det samme som en ikkesinguler kurve i P2 definert
av et homogent polynom F' € K[X,Y, Z] av grad 3.

Hvorfor ser man pa disse?

2.1. Geometri. Kurver i P? noen av de enkleste varietetene man kan definere
og studere geometrien til. Man kan vise at hvis C C P? er en ikkesingulaer kurve
av grad 1 eller 2, s& er C' isomorf til P! som varietet (og dermed litt kjedelig), men
som vi skal se er en elliptisk kurve aldri isomorf til P!. Elliptiske kurver er pa denne
maéaten de enkleste ikketrivielle eksempler pa kurver i planet.

Det er mange naturlige spgrsmal & stille.

e Gitt en kurve C' C P, kan vi avgjgre om denne er en elliptisk kurve? Det
vil si, kan vi avgjgre om C er isomorfi til en tredjegradskurve i P2?

o Gitt to elliptiske kurver Cy, Cs, kan vi avgjore om C; og Csy er isomorfe
kurver?

e Hvis C7, s er elliptiske kurver, finnes det morfier mellom C; og Cs, og
hvordan ser i sa fall mengden av morfier ut?

LEn kropp K er perfekt hvis ethvert irredusibelt polynom f € KJz]| av grad d har d distinkte
rotter i K. Eksempler er:
— Alle kropper av karakteristikk 0.
— Alle algebraisk lukkede kropper.
— Alle endelige kropper.



6 1. INTRODUKSJON

Alle disse spgrsmalene viser seg a ha gode svar som vi skal komme inn pa i dette
kurset.

En videre egenskap ved elliptiske kurver, som langt fra er opplagt fra definisjonen,
er at punktene pa en elliptisk kurve pa en naturlig mate kan gis struktur av en
gruppe, og vi skal se at vi far mye ut av dette for & forsta for eksempel mengden
av morfier mellom to elliptiske kurver.

2.2. Tallteori. I den delen av kurset som overlapper med MAT4210, har vi
studert algebraiske varieteter definert over en algebraisk lukket kropp. Men alge-
braisk geometri er ogsa veldig anvendelig i studiet av polynomligninger som skal
ha lgsninger i en kropp som ikke er algebraisk lukket, f.eks. Q eller IF,.

Det mest bergmte sporsmalet av denne typen er Fermats siste sats, som sier at hvis
n > 2, finnes det ingen positive heltall z,y, z slik at

xn+yn :Zn.

MER HER



KAPITTEL 2

Varieteter

Her vil vi definere varieter, morfier og si videre, se Kap. 1 i [Sil09]. Ettersom vi
innimellom jobber med en ikke algebraisk lukket kropp K, er definisjonene formulert

noe annerledes enn i [EO], men i tilfellet hvor K = K, er de ekvivalente.
Vi lar K veere en (perfekt) kropp, og lar K veere en algebraisk tillukning.
Det affine n-rommet er
A" ={(ag,...,an) | a; € K}.
Gitt et ideal I C K|[x1,...,x,)], si definerer vi V; C A" ved
(ag)iz, € Vi & flag) =0Vf € 1.

En mengde V C A" er algebraisk hvis det finnes et ideal I C K|zy,...,,] slik
at V = V[.

Motsatt, hvis V' C A™ er en algebraisk mengde, kan vi definere idealet I(V) C
Klzy,...,2,] ved

felV)ys f(P)=0VPeV.
TEOREM 2.1 (REF?). Vi har en bijeksjon

{ Algebraiske mengder V- C A™} < {Idealer I C K|x1,..., xy,] slik at VI =TI}
Vi I(V)
VI — 1
DEFINISJON 2.2. En algebraisk mengde V' C A™ er definert over K, vi skriver
V/K, hvis det finnes fi,..., f, € K[z1,...,2,] slik at
IV)=(f1,-.-, fr)

Med andre ord er V definert over K hvis vi kan beskrive punktene i V som lgsninger
av polynomligninger fi,..., f, med koeffisienter i K.

EKSEMPEL 2.3. La K =Q, n = 2.
o La I = (y? — 32®). Da er V7 definert over Q, siden 22 — 3y € Q[z,y].

e Lal=((v2-1)y*+ \/;sz). Da er V; definert over Q, siden

4
I=((V24+1)((V2 - 1)y* + —=——22)) = (v + 42?),
(( )(( )Y N ) = (y~ + 4a”)
og y* +42* € Q. y].
e Lal=(x—+/2y). Daer V; ikke definert over Q. (Bevis?

Hvis V C A™ er algebraisk, defererer vi idealet I(V/K) C K|zy,...,x,] ved
I(V/K)=K[z1,...,2,) N I(V).

7



8 2. VARIETETER

PROPOSISION 2.4. En algebraisk mengde V. C A™ er definert over K hvis og bare
hwis
I(V) = (f)ferv/i)-

BEvis. Oppgave. (]

DEFINISJON 2.5. De K-rasjonale punktene til A” er mengden A" (K) C A" gitt
ved
A"(K) = {(a;)i=; | i € K for alle i}.

DEFINISJION 2.6. La V' C A™ vaere en algebraisk mengde definert over K. Da er de
K-rasjonale punktene til V' delmengden V(K) C V gitt ved

V(K) =V NA™"(K).

MERKNAD 2.7. Vi kunne i prinsippet definert V (K') ogsa for en algebraisk mengde
V C P" som ikke er definert over K, ved bare & sette V(K) = V NP"(K). En slik
hypotetisk definisjon av V(K) for vilkarlige V' oppferer seg noksd uanstendig, for
eksempel har vi ikke noe resultat som sier at hvis V; er isomorf til Vs, sa er V3 (K)
lik V2(K) (jf. Proposisjon [2.25). Vi krever derfor at V er definert over K for at
V(K) skal veere definert.

MERKNAD 2.8. En algebraisk mengde V er en type delmengde av A™, men en
algebraisk mengde definert over K er ikke en type delmengde av A™(K). Gitt en
algebraisk mengde V' C A™ som er definert over K, sa kan vi definere V(K) C
A™(K), men vi har generelt ingen méate & gjenfinne V fra V(K) pa. Som neste
eksempel viser, kan for eksempel V(K) = & selv om V # .

EKSEMPEL 2.9. La K =R, K =C, ogla I = (2> +y? —a). Da er
ViI(R) =@ hvisa < 0
Vi(R) ={(0,0)} hvisa =10
Vi(R) = en sirkel med radius y/a hvis a > 0.

EKSEMPEL 2.10. La K = Q, og la I = (2™ + y™ — 1). Da er Fermats siste sats
ekvivalent til pastanden at for n > 3, sa er

VI(Q) c {(713 0)7 (170)a (O’ 71)3 (O’ 1)}

1. Projektive varieteter
DEFINISJON 2.11. En mengde V' C P" er en projektiv varietet hvis det finnes et
homogent primideal I C K[Xo,..., X,] slik at
V=V ={PeP" | F(P)=0 for alle homogene F' € I}.

Notasjonen F(P) = 0 over er egentlig en hvit lggn. Merk at et polynom F €

K[Xo,...,X,] ikke definerer en funksjon pd P™. Vi kunne prgve oss med & erkleere,
for P=[ag:...:ap] €P" at

F(P)=F(ag,...,an)?

Men siden de homogene koordinatene «; til P kun er veldefinert opp til skalering,
gir ikke dette noen entydig bestemt verdi for F(P).

Men hvis F' er et homogent polynom, sa har vi at
F()\Ozz) = )\degFF(Oéi),
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for alle A € K.
EKSEMPEL 2.12. Tar vi I = (0), fir vi den projektive varieteten P"

EKSEMPEL 2.13. Hvis f € K[X,Y, Z] er et irredusibelt homogent polynom, far vi
en projektiv varietet V =V f) C P2, En slik varietet V kalles en plan kurve. Som
vi skal se, er elliptiske kurver alle beskrevet pa denne méaten, sd denne klassen av
projektive varieteter er den viktigste for vare formal.

Hvis V C P™ er en projektiv varietet, si er I(V) C K[Xo, ..., X,| idealet generert
av homogene f € K[Xy,...,X,] slik at f(P)=0for alle P V.

DEFINISJON 2.14. Hvis V' C P" er en projektiv varietet, s& er den homogene
koordinatringen

K[V]=K[Xo,...,X,]/Iv

Siden Iy er generert av homogene elementer, si er ringen K|[V] gradert.

Elementene F' € K[V] er ikke funksjoner pa V. Vi kunne forsgke a sette, for P =
[ag:...:an) €V og FeK[V] at
F(P)=Fl(ag,...,an),

hvor vi representerer F' som et polynom i Xg,...,X,,. Men de homogene koordi-
natene «; til P er ikke entydig bestemt, de er bare definert opp til skalering, og
dermed er ikke dette en gyldig definisjon av F'(P).

Men merk at hvis F' er homogent av grad n, s er
F(hag, ..., \an) = A"Flag, ..., o).
Hvis nd G € K[V] er et annet homogent element av grad n, far vi at
F(hai)  A"F(oy)  F(oy)
GOa;)  AG(a;)  Glay)’

sé i de punktene P € V som er slik at G(«;) # 0, vil uttrykket F//G gi en veldefinert
funksjon. Dette motiverer folgende definisjon.

DEFINISJON 2.15. La V veere en projektiv varietet, og la F(K[V]) veere brgkkrop-
pen til K|[V]. Funksjonskroppen til V, med notasjon K (V), er underkroppen av
F(K[V]) gitt ved

_ Ia _ _

K(V)= {G € F(K(V)) | F,G € K[V] er homogene av samme grad}

DEFINISJON 2.16. En rasjonal funksjon f € K(V) er regulzer eller definert i et
punkt P € V hvis vi kan finne homogene G, H € K[V] slik at f = % og H(P) # 0.

Hvis f er reguleer i P, kan vi definere f(P) = % € K. Ved diskusjonen over gir

dette et veldefinert element av K.

MERKNAD 2.17. En rasjonal funksjon f = % € K(V) kan veere reguler i P selv
om H(P) = 0, for det kan likevel tenkes at vi kan finne en annen presentasjon
f=%, med H'(P)=0.
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Hvis V.C P*, og f = G/H € K(V), sd kan G, H € K[V] representeres ved

polynomer i variablene Xg, ..., X,,. La oss si at
— . . io P i" . . K
G - § : a'7107---7171X0 X’n a"“)wuyln € K
10,--+in

H= " bigoinXo X0 bigoiy €K
20,50
La oss anta at V' ikke er inneholdt i mengden
Vixgy ={[0:q:...:a,] | a; € K} CP".

Daer 0 # Xg € K[V], s& vi har funksjoner z; = X;/Xo € K(V). Vi kan dermed
uttrykke

oG Do in Giorin X0" - Xi N g, Ty

Ho 3 i in Xo0 X i bigin

Siden vi har en slik presentasjon av f for enhver f € K(V), har vi na vist folgende
resultat.

PROPOSISION 2.18. Huvis V' C P™ er en projektiv varietet som ikke er inneholdt i
mengden Vi x,y C P", sda er K(V) generert som kropp av de rasjonale funksjonene
T1,..., Ty € K(V).

1.1. Projektive varieteter over K.
DEFINISJON 2.19. En projektiv varietet V' C P" er definert over K hvis det finnes
et homogent primideal I C K[Xy,...,X,] slik at
V=Vi={PeP"| F(P) =0},

og som tilfredsstiller at I er generert av homogene elementer Fy, ..., F; € K[Xo,...,X,].

2. Morfier

Hvis Vi C P™ og Vo C P" er projektive varieteter, si er en rasjonal avbildning
¢: Vi — Va definert av elementer fy, ..., f, € K(V1), og vi skriver

o=1[fo:...: fu]
Vi krever at hvis P € V; er slik at alle f; er definert i P og ikke alle f; er 0, sa er
Fo(P) i -t fulP) € Va.

MERKNAD 2.20. For en rasjonal avbildning ¢ er ikke f; entydig bestemt: Vi har,
for alle g € K(V7)*, at

¢:[f03--~:fn]:[gf05-~-5gfn]-

Hvis V' C P™ er en projektiv varietet, sa kan en morfi ¢: V' — P" ogsa defineres

av [Fy : ... : F,] med F; € K[V4], hvor F; er homogene av samme grad, ved &
sette
FO Fn
=|Fy:...: F,|=]—:...: =]
o= IR = (i

EKSEMPEL 2.21. Vi har to ekvivalente presentasjoner av en morfi ¢ : P! — P? ved

H[X:Y])=[X/Y :1:Y?/X?] eller #([X:Y])=[X>:YX?:XY?
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DEFINISION 2.22. En rasjonal avbildning ¢: V' — P" er definert eller reguleer i
P €V hvis det finnes en g € K(V)* slik at
l9fo(P): ... : gfn(P)]
er et veldefinert punkt (dvs. at alle gf; er definert i P, og ikke alle gf;(P) = 0).
¢ er morfi hvis den er reguleer i alle punkter.

PRrROPOSISION 2.23. Huwis Vi, Va er projektive varieteter definert over K og ¢: Vi —
Va er en morfi definert over K, sd er ¢p(V1(K)) C Va(K).

BEvis. La P € V4(K). Siden ¢ en morfi og definert over K, kan vi skrive
¢ = [fo: ..., fn], vor f; € K(V1) og alle f; definert i P. Dermed er ¢(P) =
o(P) : ... fuP)] € PP(K) (V2 = Va(K). O

DEFINISJON 2.24. La Vi, V, veere projektive varieteter. Vi sier V; og V5 er isomorfe
(skriver V7 = V4) hvis 3 morfier ¢: Vi — Vo, ¢: Vo — V4, slik at ¢ oy = idy, og
Yo ¢ =idy,.

Hvis Vi, V5 er definert over K, sier vi at V; og V5 er isomorfe over K hvis vi kan

finne ¢, som over, definert over K.

PROPOSISION 2.25. Huis Vi, Vs er isomorfe over K, sd er Vi(K) i bijeksjon med
Val().

BEevis. Vi har avbildninger ¢ : Vi(K) — Vo(K) og v : Va(K) — Vi(K) slik at
¢ ot =idy, (k) og ¥ o ¢ = idy, (k) O

EKSEMPEL 2.26. La K = R. La V,, C P2 vaere gitt ved
X2 4+Y? 4 az?

Pastand 1: V, 2V, néar a,b # 0.
Bevis: Definer morfiene ¢: V, — V, og ¢: Vi — V, ved

Slezy:2l) =[:y: (0/a) /2], O(lw:y:2]) =[z:y: (a/b)'/?]
Pastand 2: V,/R 2 V},/R < a og b har samme fortegn.
Bevis <: (a/b)*'/2 € R betyr at ¢, 1) er definert over R.
Bevis =: V,(R) = @ hvis a < 0, V,(R) = sirkel hvis a > 0.






KAPITTEL 3

Kurver

DEFINISJON 3.1. En kurve er en projektiv varietet av dimensjon 1.

EKSEMPEL 3.2. Det enkleste eksempelet er kurven P!, og for alle definisjoner og
resultater i dette kapittelet er det verdt & spgrre hva som skjer i tilfellet P*.

Vi har den homogene koordinatringen K[P!] = K[X,Y]. Vi skriver x = é, og har
at kroppen av rasjonale funksjoner K (P') = K (z).

Gitt a € K, skriver vi noen ganger o € P! for punktet med homogene koordinater
[ : 1], og 0 € P! for punktet med homogene koordinater [1 : 0]. Dette gir en
bijeksjon K U {oo} <> P
1. Ordensfunksjonen
For P € C, er K[C]p den lokale ringen til C, definert som
K[Clp ={f € K(C) | f reguleer i P}.

Ringen er en lokal ring i kommutativ-algebra-forstand: Det finnes et unikt maksi-
malt ideal mp C K[C]p gitt ved

mp = {f € K[C]p | f(P) =0},

DEFINISIJON 3.3. En lokal ring R med maksimalt ideal m er en diskret valua-
sjonsring (DVR) hvis R er Noethersk og m er et prinsipalt ideal.

EKSEMPEL 3.4. La P = a = [a : 1] € P1. En rasjonal funksjon f € K(P!) = K(z)
kan faktoriseres som

m
f=p8(z—-a)" (H(m - ai)""’> ,
i=1
hvor 8 € K og o, an,...,a, € K er distinkte.

Funksjonene (z —a;)" er alle reguleere i P, og (v — )™ er reguleer i P hvis og bare
hvis n > 0. Dermed er f € K[P!]p hvis og bare hvis n > 0.

Hvis f € K[P']p, s& er f(P) = 0 hvis og bare hvis n > 1. Dette er hvis og bare
hvis f = (z — a)g med g Gﬁf[l?’l]p, som betyr at (z — «) er en generator for
mp C K[P!]p, og dermed er K[P!]p er en DVR.

P4 samme mate som over kan vi se pa et punkter [1: a] € P!, og finner at x7! —
er en lokal parameter i [1 : a]. Spesielt er 271 en lokal parameter i co = [1 : 0].

Det finnes et utall ekvivalente kriterier for nar en ring er en DVR, Wikipedia/ gir
minst 11 ulike.

13
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14 3. KURVER

PRrROPOSISION 3.5 (JEO! Proposjoner 7.4. & 9.3.]). En kurve C er ikkesinguler i et
punkt P hvis og bare hvis K[C|p er en DVR.

Vilar fra nd av C veere en kurve med et gitt ikkesinguleert punkt P, og ser neermere
pa strukturen til K[C]p. De fleste resultatene nedenfor gjelder ogsa for en generell
DVR, men vi ngyer oss med & formulere dem for K[C]p.

Strukturen til en DVR er veldig enkel, i hvert fall hvis vi ser pa idealene den
inneholder.

ProPOsIsJON 3.6 (JEOL Prop. 9.3]). La P vere et ikkesingulert punkt pa en kurve
C.

Hvis I C K[Cp er et ideal, har vi enten I =%, fori >0 eller I = (0).
For0<i<jermphCmb.

DEFINISJION 3.7. Hvis t € K[C]p er slik at mp = (t), s& sier vi at ¢ er en lokal
parameter for C'i P.

EKSEMPEL 3.8. Ved Eksempeler x—a en lokal parameter i punktet o : 1] € P!,

La 0 # f € K[C]p. Ved Proposisjon er (f) = m} for en eller annen n. Vi
bruker dette til & definere folgende funksjon pa K[C]p.

DEFINISJON 3.9 (Ordensfunksjonen pa den lokale ringen). Funksjonen ordp: K[C]p —
NU {co} er gitt ved
ord(0) = oo
ord(f) =n & (f) =mp Vf e K[C]p\ {0}

Vi kaller ofte tallet ordp(f) for forsvinningsordenen til f i P.

PROPOSISJON 3.10. For f1, fo € K[C]p har vi

ordp(f1f2) = ordp(f1) + ordp(f2)
ordp(f1 + f2) > min(ordp(f1),ordp(f2)).

Huvis ordp(f1) < ordp(f2), har vi ordp(f1 + f2) = ordp(f1).

BEvVis. Opplagt hvis enten f eller fs er lik 0.
Hyvis ikke, har vi
(fif2) = (f)(f2) = mCI)DrdP(fl)m(;dP(f2) _ n.L(IDDYdP(f1)+01rdp(f2)7
som viser at ordp(f1 fo) = ordp(f1) + ordp(f2).
Vi har
fi 4 fa € (f1, fo) = mQaP U 4 mordr(2) _ pymin(ordr (f)ordp(f2),

sa,
m(;dp(flJrfz) =(i+f)C mrlfjlm(ordP(fl)»OrdP(h))’

altsd er ordp(f1 + f2) < min(ordp(f1),ordp(f2).
Hvis ordp(f1) < ordp(f2), sa har vi at
ordp(f1 + f2) = min(ordp(f1),ordp(f2)) = ordp(f1).
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Anta for en motsigelse at ordp(f1 + f2) > ordp(f1). Da er
ordp(f1) > min(ordp(fi+f2), ordp(—f2)) = min(ordp(fi+f2), ordp(f2)) > ordp(f1),

som gir en motsigelse. Altsa er ordp(f1 + f2) = ordp(f1). O

Enhver rasjonal funksjon f € K(C) kan skrives som en brgk f = g/h med g,h €
K[C]p (oppgave Vi kan dermed utvide ordp: K[C]p — Z U oo til en funksjon

ordp: K(C) = Z U {0} ved & sette

ordp (%) = ordp(g) — ordp(h), Vg,h e K[C]p.

For f € K(C) har vi:
e ordp(f) > 0 < f er definert i P.
e ordp(f) >0« f(P)=0.

e ordp(f) =1 <« f er en lokal parameter i P.

o ordp(f) < 0¥ f har en pol i P.

EKSEMPEL 3.11. For en o € K, s& er funksjonen x — a € K(P!) reguleer i alle P,
unntatt i oco.

PROPOSISION 3.12. Huis t er en lokal parameter i P, s er ordp(f) tallet n slik at
f=1t"g,

hvor g er requler i P og g(P) # 0.

BEvis. Betingelsene pa g er ekvivalente med at ordp(g) = 0, sa

ordp(f) = ordp(t") ordp(g) = n.
]

EKSEMPEL 3.13. Vi ser igjen pa tilfellet P*. Ved Eksempel sa er = en lokal
parameter i [0 : 1], den er reguleer og ulik 0 i [a : 1] for o # 0. Siden z~! er en lokal
parameter i co = [1 : 0], far vi altsé
ord[():l] (x)=1
orda:1)(7) = 0 for a # 0
ordjp.)(7) = —1.
I Eksempel har vi ogsd sett at x — « er en lokal parameter i [a : 1], og er reguleer
ogulik 01 [8: 1] for 8 # . Videre er
ordp.1)(z — a) = ordjp.y) (z) = —1,
siden ord[y.;)(—a) = 0 (se Proposisjon [3.10). Dermed har vi
ordjg.q)(r —a) =1
ordig.q)(z — o) = 0 for 8 # «

ord. (7 — a) = —1.
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En generell rasjonal funksjon f = B[]/~ (z — a;)™ € K(P'), med distinkte o; € K
har dermed

Ord[aizl](.f) =Ny
ords (f) = —Zni
i=1
ordpe:11(f) = 0 for a &€ {a1,...,an}.

EkSEMPEL 3.14. La C C P2 vare definert ved

v —ad—2x=0 altsda ZY? - X3-22X =0

Vi pdstar at y er lokal parameter i (0,0) € C. Ma sjekke at (y) = m(,0) € K[CJ(0,0),
holder 4 sjekke K[Cl(.0)/(y) = K.

Vi regner:

K[Clo,0) = (Klz,y)/(y* — 2° — ) (2.9) = K[2, Y] (z,)/ (y* — 2° — 1),
s&
K[Clo.0)/(y) = K[2,Yl(z)/ (4,4 — 2° — )

= K[2,9)(wy)/ (¥, 2" — ) = K[, Y] (a.)/ (y, ) = K,
siden ® — 2 = (2 — 1)z og 2% — 1 er invertibelt i K[z, y](z )
Hva med ord(oyo)(:t)? Her kan vi skrive

py 2 =a@® +2) = (142"

har vi

0 = ord(,0) (zy~?) = ord g0y (%) — 2o0rd(,0y(y),
og dermed ordg o) (z) = 2.

PROPOSISION 3.15 ([Sil09) Prop. 11.1.2], [EOL Thm. 10.40]). Hvis 0 # f € K(C),

sd er
e ordp(f) = 0 bortsett fra i endelig mange punkter
® > pecordp(f)=0

e Huis f ikke har noen poler (f er requler overalt), sd er f konstant.

2. Morfier av kurver

Gitt to projektive varieteter Vi, Vs, har vi i Kapittel [2] introdusert to ulike typer
avbildninger ¢: Vi — V5. Vi har for det forste rasjonale avbildninger, definert av
formler ¢ = [fo :...: fu], med f; € K(V1). Hvis en rasjonal avbildning ¢ er regulser
ialle P € V1, er ¢ en morfi, og dermed kan vi ogsa tenke pa ¢ som en funksjon fra
V1 til V. Det viser seg at hvis Vi er en ikkesingulser kurve, er vi sé heldig stilt at
en rasjonal avbildning ¢ alltid vil veere en morfi.

PROPOSISION 3.16. La C vere en ikkesinguler kurve, la V C PN vere en projektiv
varietet, og la ¢: C — V vere en rasjonal avbildning. Da er ¢ requler overalt, med
andre ord er ¢ en morfi.
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BEvis. Gitt P € C' ma vi sjekke at ¢ er reguleer i P. Skriv
¢=[fo:...: fn] med f; € K(O),
la n; = ordp(f;) og n = minn,.
La t € K(C) vaere lokal parameter for C' i P, og skriv ¢ som
b=[t""for .t fn].
For alle i er ordp(t™"™f;) =n; —n > 0= t""f; definert i P.
Det fins en i slik at ordp(t™"f;) =n; —n=0= (t~"f;)(P) #0.

Sa ¢ er reguleer i P. O

MERKNAD 3.17. Det er viktig her bade at C er ikkesingulzer og at den er en kurve
(se oppg. 1.6, 1.7 i [Sil09]).

EKSEMPEL 3.18. La C veere en ikkesingulaer kurve, og la f € K(C). Vi kan definere
en rasjonal avbildning

¢p=1[f:1:C— P
Ved Proposisjon er ¢y morfi, beskrevet pd punkter ved:
e Hvis f er definert i P,

e Hvis f har en pol i P, bruker vi

¢p=1[1:f71].
Siden ordp(f~!) = —ordp(f) > 0, er f~1(P) =0, s&
¢p(P)=1[1:0].

En morfi ¢ = [fo : f1]: C — P! kan skrives unikt som [fo/f1 : 1] = ¢y, /s, hvis
f1 #0. Hvis f; = 0 har vi ¢ = [1 : 0], og skriver vi ¢, for denne morfien vi far vi
altsa en bijeksjon

K(C)U{oo} <+{morfier ¢: C — P*}
f=oy

PROPOSISION 3.19. Huwis ¢p: C1 — Cq er en morfi av kurver, sa er ¢ enten surjektiv,
eller sa er ¢(Cy) = P for en P € Cs.

Bewvis hvis Co = P': Anta at ¢ ikke er surjektiv, sd 3Q € P! slik at ¢(P) # Q for
alle P € C. Skriv ¢ = ¢y for f € K(C1).
e Case 1: @ =[1:0] =oc0. Da er f reguleer i alle P, altsa konstant.

e Case 2: Q = [a : 1]. Da er f(P) # a for alle P. Fglger at (f —a)~! er
regulaer i alle P, altsa konstant.
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3. Korrespondansen mellom kurver og kropper

Gitt en ikkesinguleer kurve C, kan vi skrive ned funksjonskroppen dens, K(C).
Vi begynner med & beskrive en bestemt egenskap til denne kroppen, nemlig dens
transcendensgrad over K.

DEFINISJON 3.20. Transcendensgraden tr.deg.(L/K) til en kroppsutvidelse K C
L er storste n slik at det finnes en kroppinklusjon K(z1,...,z,) < L.

Hvis L er en endelig generert kropp over K og tr.deg.(L/K) = n, si er L en endelig
utvidelse av K(z1,...,zy).

DEFINISJON 3.21. Gitt L/K og L'/K, sier vi at t: L — L' er en homomorfi over
K hvis «(z) =z for alle z € K.

PROPOSISJON 3.22 ([EQ, Thm. 6.24]). Huvis V er en varietet, sd er K(V) endelig
generert over K og tr.deg.(K(V)/K) = dim V.

DEFINISJON 3.23. La ¢: C; — (5 veere en ikkekonstant morfi av ikkesinguleere
kurver. Den assosierte avbildningen av funksjonskropper er
¢*: K(Cy) — K(Cy),
definert ved
¢"(f)(P)=(fod)(P) VPeK(C).

Mer eksplisitt, hvis C; C P™ og Cy C P, sa har vi

Q5=Lfo:...:fn]7 f,EK(Cl)

Land f = G/H € K(Cs), hvor G, H € K[Cs] er homogene elementer av samme
grad. Vi kan representere G og H ved polynomer i Xy, ..., X,, og far da

) (G Glforifn)  —
¢*(f) = ¢ (H> = 7}[(;;,“_%) e K(Cy).

PROPOSISION 3.24. Kroppsutvidelsen K(C1)/¢*(K(C2)) er endelig.

BEVIS. Velg et element z € K(Cs) \ K. Da har vi inklusjoner
¢"(K(z)) C ¢"(K(C2)) C K(Ch).

Siden tr.deg. K(C1)/K =1, er K(C1)/¢*(K(z)) endelig, s K (C1)/¢* (K (Cs)) er
endelig. O

EKSEMPEL 3.25. La ¢: P! — P! veere gitt ved
o =[z":1].
Da er ¢*(z) = 2", s& ¢*K(P') = K(2") C K(z). Dette er en endelig kroppsutvi-

delse av grad n.

PROPOSISJON 3.26. La t: K(Cy) < K(Cy) vere en homomorfi over K. Da finnes
en unik ¢: Cy — Cs slik at 1 = ¢*.
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Bevis. LaCy Cc P, ogfori=1,...,n,lax; = %’) € K(Cs). Ved Proposisjon
er kroppen K (Cs) generert over K av elementene ;.

S& hvis ¢: C1 — Cs er en morfi, sd er ¢* = ¢ hvis og bare hvis ¢*(x;) = v(x;) for
1=1,...,n.

La oss si at ¢ = [fo,..., fn] med f; € K(C1). Da er

R S
S =mo0=Thoo= 3t
s& vi ma ha
fi
%—L(ﬂfi)

fori=1,...,n. Men da er

¢=[f0:...:fn]=[12f1f(;1Z...2fnf(;1]:[1:L($1):...:L(xn)],
sa ¢ er unikt bestemt av ¢.

Man kan sjekke at ¢ definert av ligningen over faktisk gir en morfi fra C7 til Cy,
men det dropper vi & gjgre. O

PrOPOSISION 3.27 ([EO, Thm. 9.19]). Hvis L/K er en kroppsutvidelse med
tr.deg.(L/K) = 1,

sa fins en ikkesinguler kurve C, unik opp til isomorfi, slik at L = K(C) som
kroppsutvidelser av K.

Ved Proposisjon [3.26] & [3.27 kan spersmél om ikkesingulaere kurver og morfier
mellom dem oversettes til spgrsméal om kropper av transcendensgrad 1 over K og
kropphomomorfier mellom dem, og vice versa.

Dette bruker vi i hovedsak péa to méter. For det fgrste kan vi né definere egenskaper
av en morfi ¢ ved & se pa egenskapene til den assosierte kroppsinklusjonen ¢*,
hovedeksemplene er graden til ¢ og egenskapen at ¢ er separabel/inseparabel.
For det andre kan vi bruke dette til & konstruere kurver og morfier mellom dem.
La oss si at vi har gitt en ikkesinguleer kurve Cy og ¢nsker & konstruere en morfi
¢: C7 — C5 med visse egenskaper. Ved proposisjonene over kan vi gjgre dette ved
4 konstruere en underkropp L C K(Cj) som har transcendensgrad 1 over K. Se
Avsnitt [5.2] for en illustrasjon av dette.

4. Ramifikasjon og grad til en morfi av kurver

@nsker vi & forstd en morfi ¢: C; — Cy er det naturlig & prove & forsta, for et
gitt punkt Q € Cy, hvordan mengden ¢~ 1(Q) C Cy ser ut. La oss si at Cy C P,
¢d=11:f1:...: fu] med f; € K(C1) og for enkelhets skyld at Q =[1:0:...:0].
Da er P € ¢~1(Q) hvis og bare hvis

fi reguleer i P og f;(P)=0 fori=1,...,n.

Skriver vi ut dette far vi et mengde polynomligninger. Analogt med hvordan rgttene
i et polynom i én variabel kan opptre med multiplisitet, kan vi tilordne punktene
P € ¢71Q) en multiplisitet, som vi kaller ramifikasjonsindeksen til ¢ i P. Og
pa samme mate som antall rgtter i et polynom er lik graden nar vi tar hgyde for at
rgtter har multiplisitet, vil vi se at antall elementer i ¢$~1(Q) talt med multiplisitet
er beregnet av graden til ¢.
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DEFINISJON 3.28. Hvis ¢: C; — C5 er en morfi av kurver, s er graden til ¢
definert ved

deg ¢ = 0 hvis ¢ er konstant.

og
deg¢ = [K(C1) : ¢"K(Cy)]

ellers.

EKSEMPEL 3.29. For ¢ = [2" : 1]: P! — P! er

deg ¢ = [K(z): K(z™)] = n.
DEFINISJON 3.30. La ¢: C7; — C5 veere ikkekonstant morfi av ikkesingulzere kurver,
la P € Ci med ¢(P) = Q, og la tp,tg veere lokale parametere i P og Q.

Da er ramifikasjonsindeksen til ¢ i P gitt ved

€¢(P) = ordp(qzﬁ*tQ).

Siden tg er reguleer i Q og to(Q) = 0, sé er ¢*tg reguler i P og (¢*tg)(P) = 0.

Dermed er ey (P) > 1 for alle P € C;. Visier at ¢ er ramifisert i P hvis es(P) > 1.

EKSEMPEL 3.31. La C veere en ikkesinguler kurve, la f € K(C) \ K, og la
¢=¢r=[f:1:C—P.

La @ = [a : 1]. Da er ¢(P) = Q hvis og bare hvis f(P) = «. Ved Eksempel er
r —a € K(P') en lokal parameter i Q, s&

e¢(P) = ordp(¢*(z — o)) = ordp(f — ).

Vi har ¢(P) = oo = [1 : 0] hvis og bare hvis f har en pol i P. Siden 2~ ! er en lokal
parameter i co, sé er da

es(P) = ordp(¢" (@) = ordp(f ") = —ordp(f).

MERKNAD 3.32. Hvis ¢ er separabel (f.eks. hvis char K' = 0), sd er es(P) = 1
unntatt i endelig mange P. Se Avsnitt [6.3]

Fglgende proposisjon gir en viktig geometrisk tolkning av graden til en morfi.

PRrROPOSISION 3.33. For alle Q € Cs, har vi at

Z ey(P) = deg ¢.
Pe¢=H(Q)

EKSEMPEL 3.34. For ¢ = [X™ : Y"]: P! — P! sder
es(P)=1nar P ¢ {[1:0],[0:1]},

og
eo([1:0) = eg([0: 1]) = .

Beregning i [0 : 1]: Her er = lokal parameter, og ¢*(x) = x", med ordp.;j(z") = n.
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EKSEMPEL 3.35. La C C P? vaere en kurve definert av ligningen

(1) Y Y o yfit fo=0

hvor f; er polynomer i x. La ¢ = ¢, = [z : 1]: C — P'. Ved Proposisjon er
K (C) generert over K av x og y. Kroppinklusjonen ¢*: K(P') — K (C) sender x til
z, s4 K(C) er generert over ¢*(K(P!)) av y. Man kan vise at er det irredusible
polynomet til 3 over ¢*(K (P')), og dermed er

deg ¢ = [R(C) s 6" (R(P1))] = degze, (1) = .
Land Q = [a: 1] € PL. Et punkt P = («, 8) ligger i ¢~ 1(Q) hvis og bare hvis 3 er
en rot av polynomet

V' Fa(@y" T fola),
og man kan vise at ey (P) er lik multiplisiteten til 5 som rot av dette polynomet.

5. Divisorer

La C veere en ikkesingulser kurve.

DEFINISJION 3.36. Divisorgruppen Div(C) er den frie abelske gruppa generert av
punktene til C'.

Et element D € Div(C) kan altsd representeres entydig som en sum

D= ni(P)
i=1

hvor n; € Z og P; er distinkte punkter i C'.

deg D = Zni’

Div’(C) = {D € Div(C) | deg(D) = 0}.

Vi setter

og

DEFINISJON 3.37. Hvis f € K(C)*, definer divisoren
div(f) = Z ordp(f)P.

pPeC

Siden ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g), gir dette en gruppehomomorfi
div: K(C)* — Div(C).
DEFINISJON 3.38. En divisor D € Div(C) er prinsipal hvis det finnes en f € K(C)*
slik at D = div(f).
To divisorer D1, D5 er linesert ekvivalente (D; ~ Ds), hvis D1 — D5 er prinsipal.
Picard-gruppa til C, skrives Pic(C), er definert ved
Div(C)/div(K(C)*),

altsa er elementene “divisorer opp til lineser ekvivalens”.

PROPOSISION 3.39. For alle f € K(C)*, har vi
deg(div(f)) = 0,
altsd har vi div(K(C)*) ¢ Div®(C).
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BEvVIS. Fra definisjonene er

deg(div(f)) = deg(>_ ordp(f)(P)) = Y _ ordp(f) =0,

PeC PeC
ved Proposisjon [3.15] O

DEFINISJON 3.40. Definerer
Pic’(C) = Div®(0) /div(K (C)*).

EKSEMPEL 3.41. Alle D € Div?(P!) er prinsipale, altsa er Pic’(P!) = 0.

Bevis:La D =3 np, P;+Ne P, med P; = [a; : 1], P = [1: 0], 08 > n;+ne = 0.
Bruker K (P') = K (), og ser pa

f=T1l@—a)m.
i=1
Fra Eksempel [3:13] veit vi at
ordp,(f) =n; Vi, ordp_(f)=— an =N, ordp(f) =0 for andre P.
Dette betyr at div(f) = D.

EKSEMPEL 3.42. La C C P? veere kurven gitt ved
> — (2 —2) =0, dvs. ZY? - (X® - Z%2X)=0.

Kurven er ikkesingulaer og har ett punkt i uendelig (dvs. med koordinater [a : b : 0]),
nemlig O = [0:1:0].

Vi har y =Y/Z € K(C). Da er
(2) diV(y) =P+ P+ P;—30

hvor P, = (0,0), P, = (1,0), P3 = (—1,0). Dette fordi y er definert i alle punkter
unntatt O, og forsvinner i P;, med ordp, (y) = 1 (se Eksempel for beregningen
i Pp). Siden ) pordp(y) =0, md da ordp(y) = —3, som gir ({2)

DEFINISJON 3.43. La ¢: C7 — (5 veere en ikkekonstant morfi av kurver. Vi defi-
nerer homomorfier

¢.: Div(Cy) — Div(Ce)  ¢": Div(Cy) — Div(Ch)

ved & sette

og utvider disse til gruppehomomorfier.

EKSEMPEL 3.44. Hvis ¢: C — P! er gitt ved ¢ = [f : 1], med f € K(C), s er

div(f) = ¢"((0) = (c0)).

For & se dette bruker vi forst at ordp(f) > 0 hvis og bare hvis ¢(P) = 0, at
ordp(f) < 0 hvis og bare hvis ¢(P) = oo. Ved Eksempel at

ey(P) = ordp(f) hvis ¢(P) =0
es(P) = —ordp(f) hvis ¢(P) = .
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Dermed er
div(f) =Y ordp(f)(P)= > ordp(f)(P)+ Y ordp(f)(P)
PeC Pcp—1(0) Peg=1(o0)
= Y ePP)= D ep(P)(P) =7((0) — ().
Peg—1(0) Pep—1(o0)

PROPOSISION 3.45. La ¢: C1 — Co veere en ikkekonstant morfi av kurver. Da har
vg

(1) deg(¢*D) = deg(¢) deg(D) VD € Div(Cy).
(2) ¢*(div(f)) = div(¢*(f)) Vf € K(C2)*.
(3) deg(¢.(D)) =degD VD € Div(Cy).

(4) 6.(6(D)) = degé- D ¥D € Div(Cy).
(5) Hvis 1p: Cy — C3 er en morfi av ikkesingulere kurver, sd er
Yiod = (o) ¢ oyt =(Yog)”.
(6) Hvis f € K(C1)*, sd finnes det en g € K(Co)* slik at
div(g) = ¢« (div(f)).

BEevis. (1), (3), (4) er enklest, og overlates til dere (bruk Proposisjon [3.33)).
(2) og (5) er vanskeligere, men fortsatt mulige.

(6) er for vanskelig, se [Sil09, Prop. I1.3.6] for referanser til bevis. Den naive ideen
er & definere g via

9@ = T[ r@ye",
Pep=1(Q)
men & vise at dette er en rasjonal funksjon med egenskapene vi trenger er litt
jobb. O

KOROLLAR 3.46. La ¢: C1 — Cy vere en ikkekonstant morfi av ikkesingulere
kurver.

(1) La D,E € Div(Cy). Hvis D ~ E, sd er ¢*(D) ~ ¢*(E).
(2) La D,E € Div(Cy). Hvis D ~ E, sd er ¢.(D) ~ ¢.(E).
BEVIS. (1): Det finnes en f € K(C2)* slik at div(f) = D — E. Ved Proposisjon
3.45] (2), s er
div(¢™(f)) = ¢ * (div(f)) = ¢*(D — E) = ¢*(D) — ¢"(E),
og dermed er ¢*(D) ~ ¢*(E).
(2): Det finnes en f € K(Cy)* slik at div(f) = D — E. Ved Proposisjon (6),
sé finnes en g € K(Cy)* slik at
div(g) = ¢.(div(f)) = ¢«(D — E) = ¢.(D) — ¢« (E),

og dermed er ¢, (D) ~ ¢.(E). O

Pastanden over impliserer at homomorfiene ¢, : Div(Cy) — Div(Cs) og ¢*: Div(Cs) —
Div(C;) induserer homomorfier ¢, : Pic(Cy) — Pic(Cs) og ¢*: Pic(Cy) — Pic(Ch).
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6. Differensialer

DEFINISJION 3.47. La C veere en ikkesinguleer kurve. Definer vektorrommet av
differensialer som K (C)-vektorrommet utspent av symboler df for alle f € K(C),
med relasjoner

o d(f+g)=df +dg.
e d(fg) = fdg + gdf.
eda=0forackK.

MERKNAD 3.48. Et differensial w € Q¢ er ikke en funksjon pa C', men vi kan likevel
gi en konkret funksjonsaktig beskrivelse av w. Vi vil seinere definere hva det vil si
at w er reguleer i et punkt P € C. Hvis w er reguleert i P, kan vi evaluere w i P
og definere w(P) € mp/m%. Rommet mp/m% er et 1-dimensjonalt K-vektorrom,
sa w kan altsd tenkes pd som en delvis definert funksjon som tar verdier i ulike
1-dimensjonale K-vektorrom.

Som et eksempel pa en slik evaluering, la f € K(C) og anta at f er reguleer i P.
Daer f — f(P) € mp, og vi definerer

df(P) = f — f(P) € mp/m}

PROPOSISION 3.49 ([Sil09] Prop. I11.4.2]). Vektorrommet Q¢ er 1-dimensjonalt som
K(C)-vektorrom.

Hvis char K = 0, sd er df # 0 for alle ikkekonstante f € K(C).
EKSEMPEL 3.50. Hvis char K = p og f € K(C), s& er d(f?) = pfP~ldf = 0.

ProposisjoN 3.51 ([Sil09, Prop. 11.4.3]). La C' vere en ikkesinguler kurve, la
PeC,late K(C) vere en lokal parameter i P.

(1) Vi har dt # 0, og for alle w € Q¢ finnes en unik funksjon g € K(C) slik
at
w = gdt.
Vi skriver g = w/dt.

(2) Hvis f € K(C) er requler i P, sd er df /dt requler i P.
Lanid w € Qc,la P Coglate K(C) veere en lokal parameter.

DEFINISJON 3.52. Ordenen til et differensial w i punktet P er gitt ved

ordp(w) = ordp (%) .

Vi sier at w er reguleert i P hvis ordp(w) > 0, og videre at w er regulaert hvis
det er reguleert i alle P € C.

Proposisjon [3.51] impliserer noksa lett at dette er en gyldig definisjon, altsd at
ordp (%) ikke avhenger av hvilken lokal parameter ¢t som velges.

MERKNAD 3.53. Hvis w er reguleert i P, sa er
w(P) = (w/dt)(P)dt(P) € mp/m3%

veldefinert.
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PROPOSISION 3.54. Med samme antagelser som i Proposisjon[3.51]
(1) Law € Q¢ \ 0. Da er
ordp(w) := ordp(w/dt)
veldefinert (altsd uavhenging av valg av t).
(2) La z, f € K(C), og la x(P) = 0. Hvis char K = 0, sd er
ordp(fdx) = ordp(f) + ordp(x) — 1.

(8) La w € Q¢. Da er ordp(w) = 0 unntatt i endelig mange P.

DEFINISJON 3.55. Divisoren assosiert til et differensial w € Q¢ \ {0} er

div(w) = Y ordp(w)P € Div(C).
peC

PROPOSISION 3.56. Hvis 0 # wq,ws € Q¢, sd er div(wy) ~ div(ws).

BEvis. Gitt w; og we, har vi en f € K(C)* slik at w; = fws. Da er o=
% = f%2, som betyr at
ordp(wi) = ordp(f) + ordp(ws).

Dermed er
div(wy) = div(f) + div(ws),
s& div(wy) ~ div(ws). O

DEFINISJION 3.57. Den kanoniske divisorklassen K¢ € Pic(C) er klassen til

div(w) for et differensial 0 # w € Q¢ — ved proposisjonen over er denne klassen
uavhengig av valg av w.

En divisor D € Div(C) slik at divisorklassen til D er K¢ kalles kanonisk.

Dette er kjempebra! N& har vi, helt uten & gjgre noen valg, fatt definert et element
i Picard-gruppen, som vi kan bruke til & si ting om kurven.

PROPOSISJON 3.58. La C' =P, Vi har Kp1 = —2(c0) € Pic(P!).

Bevis. La w = dz, og a € K. I punktet [ : 1], s& er x — « en lokal parameter,
og vi har
d(x —a) =dr — da = dx
sé ord[y.1)dx = 0. I punktet co = [1: 0], sd er 2~ ! en lokal parameter. Siden
0=dl =d(zz™) =xde™' + 2 'da

s& er dz = —z2d(z71), og dermed er

d
ordeo (dz) = orde < f

O
MERKNAD 3.59. For alle punkter P, P, € P!, sd er P; ~ P, prinsipal, ved Eksempel
Dermed er oo ~ P for alle P € P!, og vi kan altsd ogsa skrive Kp1 = —P,— P, €
Pic(P!) for vilkarlige Py, P, € PL.

KOROLLAR 3.60. Hvis w € Qp1 er requler i alle P € P!, sd er w = 0.
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BEvIs. Hvis ordp(w) > 0 for alle P, sa er div(w) = > n;P; med n; > 0, sd
deg(div(w)) = >_n; > 0. Men deg(div(w)) = deg(Kp1) = —2. O

EKSEMPEL 3.61. La C' C P! vaere kurven definert av y? — (2° — 2) = 0, og la
P, =(-1,0),P, = (0,0),P; =(1,0), P, =[0:1:0].
For differensialet dx € Q¢, har vi

OI‘dP(dLZ}):O7 PEC\Pl,PQ,Pg,
siden ordp(z — 2(P)) =1 for slike P.
Har

ordp, (dx) = ordp,(dz) = ordp, (dz) = 1,

siden ordp, (z — z(P;)) = 2.
Har

ordp_(z) = -2 :>B01‘dpoo (dx) = -3
Har ogsa ordp, (y) = ordp, (y) = ordp,(y) = 1, ordp_ (y) = —3, ordp(y) = 0 ellers.
La w = dz/y. Da er ordp(w) = ordp(dz) — ordp(y) = 0 for alle P, s& Ko =
div(w) = 0.

KOROLLAR 3.62. Kurven C er ikke isomorf til PL.

7. Riemann—Roch

La C veere en ikkesinguleer kurve. Vi veit fra at en rasjonal funksjon f € K(C)
som er regulaer i alle punkter mé vaere konstant.

Hva med “litt” ikke-reguleere funksjoner? Gitt en kurve C, noen punkter Py, ..., P;,
og noen tall mq,...,n; > 0, kan vi beskrive mengden av rasjonale funksjon som
bare har poler i P;, med pol-orden < n;?

Riemann—Roch-teoremet gir veldig presis informasjon om dimensjonen pa dette

rommet av funksjoner. Vi introduserer fgrst litt notasjon.

DEFINISJON 3.63. En divisor D er effektiv, vi skriver D > 0, hvis D = > n; P; med
n; > 0. Mer generelt, skriver vi D1 > Dy hvis D1 — Dy > 0.
EKSEMPEL 3.64. La P € C,n >0, og f € K(C).
div(f) > —n(P) < f er reguleer pa C'\ P, og har (i verste fall) en pol av orden < n
iP.
Mer generelt, gitt @ € C, m > 0, s er div(f) > m(Q) — n(P) < f er reguleer pa
C'\ P, har en pol av orden < n i P, og et nullpunkt av orden > m i Q.
DEFINISION 3.65. La D € Div(C). Vi definerer K-vektorrommet
L(D) ={f € K(C) | div(f) > —D} U{0}

Dette er endeligdimensjonalt, og vi lar [(D) = dimz L(D).

Her jukser vi litt og antar char(K) # 2. Hvis t er lokal parameter i Poo, sd er © = ft—2

med f regulzer og ikke null i Pso. Har da dx = dft—2 — 2t3 fdt, som hvis 2 # 0 impliserer at
ordp__(z) = ordp__ (2t =3 fdt) = —3.
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EKSEMPEL 3.66. f € £(0) hvis og bare hvis f er reguleer overalt, som skjer hvis og
bare hvis f er konstant.

Altsd er £(0) = K € K(C), I(0) = 1.

TEOREM 3.67. (1) Hvis deg D < 0, sd er L(D) = {0}.
(2) Hvis D' ~ D, sd er L(D) = L(D'), og altsd (D) =1(D").

Bevis. (1): Hvis f € £L(D), sa er div(f) > —D, og dermed er
0 = deg(div(f)) > deg(—D) = —deg(D) > 0.

(2): Hvis D = D' + div(g), og f € L(D), sa er gf € L(D'), siden

div(gf) = div(g) + div(f) > div(g) — D = —(D — div(g)) = —D'.
Motsatt, hvis f € £(D'), sd er g1 f € L(D), og vi har L(D) = L(D’). O
EKSEMPEL 3.68. La w € Q¢, og la K¢ = div(w) € Div(C). Da er f € L(K¢) hvis
og bare hvis

div(f) + div(w) > 0 & div(fw) > 0 & fw € Q¢ er reguleer overalt.

Altsa er L(K¢) identifisert med rommet av regulaere differensialer.
DEFINISJON 3.69. Tallet g(C) = I(K¢) kalles genus til C.

EKSEMPEL 3.70. Vi har vist at £(Kp1) = {0}, s& g(P') = (K¢) = 0.
For kurven C' gitt ved y? — (23 — x), har vi vist at K¢ = 0, sd g(C) = I(K¢) =
1(0) = 1.

TEOREM 3.71 (Riemann-Roch). La C vere en ikkesinguler kurve og la Ko veere
en kanonisk divisor. For en divisor D, har vi

(D) —l(K¢ — D) =deg(D) — g(C) +1

KOROLLAR 3.72. (1) deg K¢ = 2¢(C) — 2.
(2) Hwvis deg D > deg K¢, sd er
(D) =deg D — g(C) + 1.

BEevis. (1) Sett D = K¢. Da er
I(K¢) = 1(0) = deg(Kc) — g(C) + 1.

Vi har 1(0) = 1, og I(K¢) = g(C), som gir resultatet. (2) Hvis deg D > deg K¢, sa
er deg(Ke — D) < 0= I(Kc—D)=0. O






KAPITTEL 4

Elliptiske kurver, én og én

DEFINISJON 4.1. En elliptisk kurve er et par (E,O), hvor E er en ikkesingulaer
kurve med g(E) =1, og O € E er et valgt punkt.

Vi sier at (F,O) er definert over K hvis E er definert over K (Def. [2.19)) og
O € E(K).
1. Weierstrass-ligninger

Vi skal se at alle elliptiske kurver kan beskrives som kurver i E C P? definert av
en bestemt type ligning, som kalles Weierstrass-ligningen. Den generelle formen ser
slik ut:

(3) E:y* +a1xy + asy = 23 + ax2® + agx + ag
Homogeniserer vi denne ligningen, far vi
E:ZY? + XY Z +asYZ? = X3 + 4o X*Z + au X Z° + ag 2>
Hvis et punkt pa formen [a : 8 : 0] € P? skal ligge i E m4 vi ha
0= a3,

s& a = 0, og punktet er [0 : 1 : 0]. For en kurve pd Weierstrass-form vil dette
punktet spille en spesiell rolle, og vi kaller det O.

Alle andre punkter i E kan skrives som («a, 3) = [a: 8 : 1] € P2, og er lgsniger av
ligning .
Anta na at char K # 2, 3: Kan da gjore variabelskifte y — y — %, og far
y2 =23+ a’2x2 + aﬁlz + ag.

Vi kan videre gjgre variabelskiftet x — = — %;‘, og far da

y? = 2% +az + af,
som vi skriver om til

=234+ Az + B

MERKNAD 4.2. Vi kommer heretter alltid til & anta char K ¢ {2,3}. Det meste av
teorien kan utvikles uten denne antakelsen, men utregningene blir en god del mer
kompliserte.

MERKNAD 4.3. Vi kan ogsa faktorisere hgyre side i Weierstrass-ligningen og fa
y2:(a:—)\1)(x—)\2)(a:—)\3), A EF,

hvor A1 + A2 + A3 = 0.

DEFINISJION 4.4. Vi kaller et polynom f pé formen f = y? — (2® + Az + B) et

Weierstrass-polynom.

29
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DEFINISJON 4.5. Gitt et Weierstrass-polynom f, er diskriminanten til f gitt ved
A(f) = —16(4A% + 27B?)

LEMMA 4.6. Vi har A(f) = 0 hvis og bare hvis 3+ Az + B har en dobbel rot (altsd
hvis det finnes © # j slik at \; = \j).

BEVIS. Polynomet f = 23 + Az + B har en dobbel rot i K hvis og bare hvis
det finnes en z som er rot av bade f og f' = 3x? + A, og det er lett & sjekke dette
er hvis og bare hvis A(f) = 0:

Anta forst at A = 0. Da er f'(z) = 0 hvis og bare hvis x = 0, og f(0) = 0 hvis og
bare hvis B = 0, sd vi har en dobbel rot hvis og bare hvis B = 0, som er hvis og
bare hvis A(f) = 0.

Hvis A # 0, har vi
P+ Ar+B=0A322+A=0
i
x3+Ax+B—§(3x2+A):0A3x2+A:0
i

2A
?x—l—B:O/\&BQ—&—A:O
)
3B,
som er hvis og bare hvis 27B% + 443 = 0. O

PROPOSISION 4.7. Kurven E € P? gitt ved et Weierstrass-polynom f er singuler
hvis og bare hvis A(f) = 0.

I sa fall har E ngyaktig ett singulert punkt, («,0), hvor a er en dobbel rot av
2% + Az + B.

Bevis. Kurven E er singulaer i (o, 8) € E hvis og bare hvis %(f)(a,ﬂ) =
2 (f(, 8) = 0.

Ma4 da ha 8 = 0 og 302+ Aa = 0, som sammen med o3 + Aa+ B = 0 er ekvivalent
med at 3 + Az + B har en dobbel rot i («,0). Dette betyr at A = 0.

I punktet O = [0 : 1 : 0] kan vi bruke koordinater [z’ : 1 : 2/], altsd 2’ = Z/Y,
2’ = X/Y. Den homogene formen til f, nemlig
ZY? — (X3 4+ AX Z? + BZ®)
gir da den inhomogene ligningen
g=z— (23 + Azz® + B2%).
Her er %9(0, 0) =1, sa kurven er ikkesinguleer i [0: 1 : 0]. O

MERKNAD 4.8. Hvis A, B € R, s er E definert over R. Mengden E(R) \ O er en
delmengde av A%(R) = R?, og vi kan gi E(R)\ O den induserte topologien fra R?.
Det viser seg at med denne topologien har F(R) \ O to sammenhengskomponenter
hvis A(f) > 0 og én sammenhengskomponent hvis A(f) < 0.
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1.1. Tilfellet A(f) = 0 — singulsere Weierstrass-kurver. Hvis A = 0,
hvordan ser singularitetene til C' ut?
Vi har to tilfeller:
e A B # 0, som er hvis og bare hvis A\; = Ay # As.
e A B =0, som er hvis og bare hvis \; = Ay = A3 = 0.
I det fgrste tilfellet kan gjore variabelskiftet z — x + A1, og far
y? — 22 (z + 3)\1),
som er lik
(y — B\)22)(y + (BM)?2) + 2%,
som betyr at C har en node i (0, 0).
Hvis alle \; = 0, er ligningen y? — 3, dette kalles en cusp.

EN FLOTT TEGNING.

MERKNAD 4.9. Hvis E er singuleer (hvis A = 0), sé finnes det rasjonale avbildninger
P! — E og E — P! som er inverse til hverandre. Det vil si at slike E er birasjonale
til PL.

DEFINISJON 4.10. Gitt en Weierstrass-ligning y? = 23+ Az + B, s er j-invarianten
lik
j= —1728%.
EKSEMPEL 4.11. To eksempler skiller seg ut med spesielle koeffisienter:
e A=0~j=0
e B=0~j=1728 (kurven jeg alltid tegner)

Se Avsnitt [5.8] for mer om automorfier av disse speiselle kurvene.

PROPOSISION 4.12. La (E1,01) og (E2, O2) veere elliptiske kurver gitt av Weierstrass-
ligninger

> =234+ Az + B
09

y? =23+ Az + B.
Da er By =2 FEy over K hvis og bare hvis vi kan transformere ligning 1 til ligning to
ved variabelskiftet x — vz, y — udy for enu € K.

Vi utsetter beviset for dette litt, se Teorem

Med andre ord er E; = FE5 (over K) hvis og bare hvis det finnes en u € K slik
at

A=u'A",B=u°B".

PROPOSISION 4.13. Hwvis Eq, Ey er kurver gitt av Weierstrass-ligninger f1, f2, sa
er By = FEy hvis og bare hvis j(f1) = j(f2)-
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BEvVIS. Hvis E; er isomorf med Es, sa sendes f7 til fo under en bestemt trans-
formasjon. Men

A3
4A3 +27B?
er invariant under A — u*A, B — u®B, s j(f1) = j(f2).

Anta na at j(f1) = j(f2). Det betyr enten at Ay = Ay = 0, eller at
m_n
A7 A3
Vi mé vise at E; = Es, som skjer hvis det finnes en u € K slik at A; = u*A, og
Bl = UGBQ.
Tilfelle 1: A; = Ay = 0: Ta u = (B;/By)"/°.
Tilfelle 2: By = B, = 0: Ta u = (Al/A2)1/4.
Tilfelle 3: Ingen A;, B; = 0: Ta u = (%)1/2, og far
_ BYA3  BiA}

4
As = = =A
ST EAr T B
tilsvarende far vi u®Bs = Bj. O
ProprosISJON 4.14. (1) Hvis E er en Weierstrass-kurve definert over K, sd

er j(E) =j(f) € K.

(2) For ethvert element j € K, sd finnes det en elliptisk kurve E definert over
K med j(E) =3j.

Bevis. (1) er opplagt fra definisjonen av j.

For (2), ma vi finne A, B € K slik at
A3
2633 — '.
443 —o7p2 ~’
Hvis j =0, sett A =0, B=1. Hvis j = 1728, sett B =0, A = 1. Ellers reduserer
ligningen til

B2
y e
med 0 # o € K, og vi kan sette B=A =a"!. O

DEFINISJON 4.15. Hvis E er en elliptisk kurve, sa er
JE) =j(f)

hvor f er et Weierstrass-polynom for F.

1.2. Legendre-formen. Det finnes en alternativ normalisering av Weierstrass-
ligningen til en elliptisk kurve, som kalles Legendre-formen. For & beskrive denne,
faktoriserer vi forst hgyre side av Weierstrass-ligningen y? = x® + Az + B over K
og far

y* = (2 = M)(x = Ao) (@ — X3)

ProPoOsIsJON 4.16. (1) For en elliptisk kurve E, finnes en A\ € K slik at
E = E), hvor E) er kurven definert ved Weierstrass-ligningen i Legendre-
form

Ey:y? =z(z—1)(x —\).
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(2) Vi har

(A2 —A+1)°3

IE) =201y

Bevis. (1): La F veere gitt av Weierstrass-ligningen
y2 = (. — \)(x— X)) (z — N3).
Variabelskiftet « — x + A1 gir ligningen formen
y* = x(z — M) (z — Ay).
Variabelskiftet = — u?z, y — u’y, med u = (\,)'/?, gir ligningen formen
uby? = vz (v — Ny (u?x — \p),
som ved & dele pa u® gir
y? = a(x —1)(x — \y).
(2): Ligningen
v=x(z—1)(z -\ =2>—(1+Nz* -z
blir etter variabelskiftet « — z + 2 til y? = 23 + Az + B, med A og B eksplisitte

funksjoner av \. Sett inn i j(E) = —1728(4%ﬂ) og regn ut. d

2. Fra en elliptisk kurve til en Weierstrass-ligning

Vi skal na vise at abstrakte elliptiske kurver svarer til kurver definert av Weierstrass-
ligninger.

Husk fra tidligere: For D € Div(C), s& er
L(D)={feK()|divf+D >0}, I(D)=dimgzL(D).
Spesielt, hvis P € C og n > 0, er
L(nP)={f € K(C)| f har pol av orden < n i P, reguleer ellers}.

TEOREM 4.17 (Riemann—Roch for en genus 1 kurve). Hvis C' er en ikkesinguler
kurve av genus 1 og D € Div(C) er en divisor med deg D > 0, sd er

I(D) =degD

TEOREM 4.18. La (E,O) vere en elliptisk kurve.
(a) Det finnes x,y € K(FE), slik at
6:E—P ¢=[r:y:1]
gir en isomorfi fra E til en Weierstrass-kurve
C cP?: y? =2+ Az + B,
slik at ¢(O) =[0:1:0].
Vi kaller z,y for Weierstrass-koordinater for E.

(b) To ulike Weierstrass-koordinater x,y og ',y for E er relatert ved x =

',y =udy forenu e K.

(¢) Huvis en Weierstrass-kurve C' som over er ikkesinguler, sd er den en el-
liptisk kurve.

MERKNAD 4.19. Hvis (F, O) er definert over K, sa kan x,y velges slik at A, B € K,
og i punkt 2 er da u € K.
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LEMMA 4.20. Hvis C er en ikkesinguler kurve, Dy, Dy € Div(C), f1 € L(D1) og
fa € [:(DQ), sa er fife € ﬁ(D1 + DQ).

BEviIs.
div(f1f2) + D1 + Dy = div(f1) + div(f2) + D1 + D2 >0
(div(f1) + D1) + (div(f2) + D2) > 0.
O

BEVIS FOR TEOREM [L18l Vi studerer vektorrommene £(nO) for n > 0, disse
danner en kjede
K = £(00) € £(0) € £(20) C -

For n > 1, har vi dim £(nO) = deg(nO) = n. Vi beskriver basiser for de fgrste
rommene

L(0) = (1), siden [(0) =1
L(0) = (1), siden I[(0) =1
L(20) = (1,x), siden [(20) = 2, velger en vilkarlig =

Siden x € £(20) \ L(O), er ordp(x) = —2. Videre
L(30) = (1,z,y), siden I(30) = 3, velger vilkarlig y.
Siden y € L(30) \ L(20), er ordp(y) = —3.

Vi har ordo (2%y°) = 2a + 3b, sa z%° € L((2a + 3b)O) \ L((2a + 3b — 1)O). Folger
at

L(40) = (1,z,y,27)
L(50) = (1,z,y, 2%, xy)
I £(60) har vi de 7 elementene 1,z,y, 22, zy,y?, 3, s& vi far en lineser relasjon

mellom disse. Mer presist har vi y2, 2% € £(60) \ £(50), si vi kan finne a,b # 0,
slik at ay? + bx3 € L(50).

La oss omdefinere z — —3x, y — {y, far da y? — a® € L(50). Dette betyr at
y?— 23 =cxy+de? + ey + fx+ g,
som vi sist gang viste at vi kan transformere til
y? = 2% + Az + B,
ved & gjore noen variabelskifter.
Da har vi vist at ¢: E — P2 har bilde i kurven
C:y*>=2a4+ Az + B,

Vi mé na vise (1) at ¢: E — C har grad 1, og (2) at C er ikkesinguleer.

For (1): ¢ er opplagt ikke konstant, sa den er surjektiv. La Q1 = (z¢, yo) € C, med
yo # 0. Daer Qy = (x9, —yo) € C, og (xg,) € C hvis og bare hvis « = Fyg. Et
punkt P € E er slik at ¢(P) € {Q1,Q2}, hvis og bare hvis (z — zo)(P) = 0.

Men = — x9 € K(E) har en dobbel pol i O, og er ellers regulzer, si den har maks to
nullpunkter. Dermed er [¢~*({Q1, Q2})| < 2= [¢71(Q1)| = |7 1(Q2)| = 1.
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For (2), hvis C er singuleer, si finnes en rasjonal avbildning ¢: C' — P! av grad 1.
Dermed er ¢ o ¢: E — P! en rasjonal avbildning av grad 1. Men da er E isomorf
med P!, som motsier at E har genus 1.

(b): Variabelskiftet: Vi har at {1,z} og {1,2'} er to basiser for £(20), altsd er
x = wia’ + r. Videre har vi at {1,z,y} og {1,2',y'} er to basiser for £L(30), altsa
er y = ugy + sox’ +t.

Siden vi har y* = 23 + Az + B skal transformeres til (y')? = (2/)% + A'2’ + B/, s4
m4 relasjonene over forenkles til z = u?z’ og y = udy’.

(¢c): Hvis C er Weierstrass-kurve. La w = d?‘” € Q¢, da er div(w) = 0, sa L(w) =
L£(0) =K. O
3. Gruppestrukturen til en elliptisk kurve

La (E, O) veere en elliptisk kurve.
Sporsmil: Kan vi beregne (grad 0) Picard-gruppa Pic(E) = Div®(E) /div(K (E)*)?

LEMMA 4.21. La P € E. Hvis f € L(P), sd er f konstant.

BEvIS. Ved Riemann—Roch er dim £(P) = deg(P) =1, og vi har 1, f € L(P).
Dermed er f =a-1forena € K. O

LEMMA 4.22. La P,Q € E med P # Q. Da er P—Q +# 0.

BEVIS. Hvis P — @ ~ 0, s4 finnes en f € K(E)* slik at div(f) = P — Q. Daer
feLP—Q)CL(P), sa f er konstant. Altsa er div(f) =0, s& P = Q. O

PROPOSISION 4.23. La D € Div’(E). Da finnes et unikt punkt P € E slik at
D~P-0.

BEVIS. Det finnes et punkt P: Ved Riemann—Roch er
dim £L(D + O) =deg(D+0) =1
og dermed finnes f € £(D + O). Har
div(f)+ D+ 0 >0,
altsa div(f) + D 4+ O = > n;P; med n; > 0. Har ogsa
deg(div(f)) +deg(D+0)=0+1=1,

dermed er > n; =1,sa div(f)+ D+ O = P foret P € E. Dermed er D ~ P — O.
Punktet er unikt: Hvis Q —O ~ D, sd er Q —O ~ P—0, dermed er ) ~ P, dermed
er @ =P. (]
La o: Div’(E) — E vere avbildingen o(D) = P.
LEMMA 4.24. Avbildningen o er surjektiv.

BEvis. (P —-0O) =P. O

LEMMA 4.25. For Dy, Dy € DivY(E), sd er o(Dy) = a(Dy) hvis og bare hvis Dy ~
D,.
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BEVIS. Huis: Opplagt fra definisjonen.
Bare hvis: D1 — Dy ~ (0(D1) — O) — (6(D3) — O) = 0. O
PROPOSISION 4.26. Awbildningen o: Pic’(E) — E er en bijeksjon. Inversavbild-
ningen 0! = k: E — Pic’(E) er gitt ved
k(P)=P-0.

Siden Pic(E) er en abelsk gruppe, blir ni F ogsi en abelsk gruppe:

DEFINISJON 4.27. Gruppestrukteren pa en elliptisk kurve er gitt ved

P+Q=0(k(P)+&(Q)).

MERKNAD 4.28. Hvis (F, O) er definert over K, sa vil E(K) C E danne en under-
gruppe.

3.1. Geometrisk definisjon av gruppestrukturen. La nd (F,0O) vere
Weierstrass-kurven gitt ved

y? =23 + Az + B.

Gitt en linje I C P2, s& vil I N E bestd av 3 punkter (telt med multiplisitet),
skriver
INE=P,+P,+ P3

DEFINISJON 4.29. Gitt to punkter P,Q € E, skriver vi (P, Q) € P? for linja utspent
av P, Q hvis P # @, eller for tangentlinja i P hvis P = Q. Vi har [(P,Q)N E =
P+ Q+ R, og skriver T(P,Q) = RE|

EkSEMPEL 4.30. T(O,0) = O, siden tangentlinja til O er linja i uendelig I, =
{l[a:8:0]}, 08 lecNE=0.

DEFINISION 4.31. Komposisjonsloven av punkter pa E er operasjonen @: Ex E —
E gitt som folger.

Gitt (P,Q) € E,la R=T(P,Q). La R' =T(O,R). Visetter P®Q = R’.

PROPOSISION 4.32. For komposisjonsloven gjelder
a) Hvis T(P,Q) =R, si er (P®Q)® R =0.
b) For alle Pe E, si er O® P = P.
¢) For alle P = (x,y) € E, s¢d P = (x,—y) € E slik at P® P' = 0.
Bevis. TEGN OG FORKLAR O

Hvis vi visste at (P®Q)® R =P ® (Q @ R), s ville @ definert en gruppestruktur
pa E. Vi kan gjgre mer enn det:

PROPOSISION 4.33. Den geometriske addisjonen & stemmer overens med Picard-
gruppe-addisjonen definert tidligere.

Forst et lemma.

IForelesers notasjon.
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LEMMA 4.34. Huvisl er en linje i P2, slik at
INE =P+ P+ B3,
sd er P, + Py + P3 ~ 30 € Div?(E).

BEvis. La F = aX + bY + ¢Z veere ligningen til I, og la f = F/Z. Da er
f € K(E), og div(f) = P1 + P, + P; — 30. Dermed er

P+ P+ P; ~ 30.
t

BEVIS FOR PROPOSISION. La P,@Q € E,la R =T(P,Q), og R' = T(O,R) =
P®Q@.Har (1) P+ Q@+ R~30o0g (2) R+ R + O ~ 30. Lignin (1) gir

(P-0)+(@Q-0)~0-R,
og (2) gir O— R~ R — O, altsa
(P-0)+(Q-0)~R -0=PaQ-0.
O
3.2. Formler for gruppeoperasjonen. Skriver heretter P + @ i stedet for
PaQ.
La E vere gitt ved Weierstrass-polynom f = y? — (23 + Az + B).

Sporsmal: Gitt Py = (x1,y1), P2 = (22,y2), kan vi beregne Py + P = (z3,y3)?

EkSEMPEL 4.35. Hvis 7 = x9, og y1 = —vy2, sd er T(P1, ) = O, og vi har
P+ P,=0.
Anta @1 # xo. Sett A = L2228 og v = H2E daer

y=x+v

ligningen til linja [(Py, P») gjennom Py, Ps.

TEOREM 4.36. Huvis x1 # x3, sd er
Ir3 = )\2 — X1 — T2
og

Y3 = —A\T3 — V.

Bevis. Finner forst T'(Py, Py) = (x4, y%), siden (z3,ys) = (x4, —y5). Beregner
snittpunktene I(Py, P>) N E. Setter inn

Y= Ar+v.
i (2% + Az + B) —y?, og far
23— N2 4 (A—2\)z + B — 12 = (z — 1) (2 — x2)(x — ).

Dette gir
zg:/\Qfxlfo, Yy = A\x3 + v

som gir y3 = —Arg — v. O

Vi tar med formelen for dobling av et punkt ogsa.
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PROPOSISION 4.37. For P = (x1,y1) € E, har vi at 2P = (z2,y2), med
o} —2Ax? — 8Bxy + A?
4(z$ + Az, + B)
3x2+ A —z3 4+ A 2B
X1 + Ty + Ty + Ay +
2y 2

T —

Y2 =

PROPOSISION 4.38. La E vere en elliptisk kurve. Det finnes en morfi —: E — FE
slik at
—(P)=—-P VPeEFE

BEvIS. Bruker x,y € K(E), definerer den rasjonale avbildningen
—=[z:—-y:1: FE=E.

Hvis P # O, sd er z,y reguleere, s& — er reguleer i P, og for P = (zg,yo) er
—(P) = (Io, —yo) =-P.

I punktet O bruker vi
—=Jey -1y
Sjekker at xy~! og y~! er reguleere og lik 01 O, s4 —(0) =[0:1:0] = O. O

KOROLLAR 4.39. La (E,O) vere en elliptisk kurve definert over K. Da er E(K) C
E en undergruppe.

BEvIs. Vi har per antakelse at O € E(K).

Hvis P = (21,91), P2 = (22,92) € E(K)\{O}, ma vi sjekke at Py + P> = (x3,ys3) €
E(K), altsé at z3,y3 € K.

Hvis 21 # x5 folger dette fra Teorem [1.36] Hvis 21 = z2 og y1 = ya, folger dette

fra. Proposisjon Hvis 1 = 22 og Y1 # ¥2, ma vi ha y; = —1, og da er
P+P=0c¢ E(K)
Til slutt, hvis P = (z,y) € E(K), sd er —P = (z, —y) € E(K). O

3.3. Morfier definert via gruppestrukturen. De ovenstaende formlene in-
dikerer at diverse naturlige avbildninger definert via gruppestrukturen er gitt av
rasjonale funksjoner. Her fglger noen resultater som gjgr dette mer presist.

PROPOSISION 4.40. La P € E. Det finnes en morfi Tp: E — E slik at
Q) =P+Q VQcE.

Bevis. Hvis P = O, lar vi 7o = idg.
Ellers, skriv P = (z1,y1), la

Pt TS Tl LI )
r — I r — I

Hvor er \,v regulere? For Q € E, er Q = O eller Q = (z,y) for z,y € K. Hvis
x # x1 er da bade A\ og v reguleere. Altsa: A, er reguleere i @ i hvert fall hvis

Q¢{0,P,—P}.
Definer en rasjonal avbildning 7p = [fo : f1: fo]: E — FE ved
fo=N—x—x1, fi=-Ao+v, fo=1
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Hvis Q € {O, P,—P},sd er f1, fa reguleere i Q, sd 7p er reguleer i Q. Da er 7p(Q) =
Q@ + P, ved beregningene fra forrige forelesning:

[fo(Q): 1(Q) : 1] = (fo(Q), f1(Q)) = P+ Q

Er tp en morfi? Ja, siden E er en ikkesinguleer kurve.

I hver av Q = O, P,—P kan vi altsd finne en g € K(FE) slik at gfo,gf1,9f> er
reguleere i Q.

Lar veere & sjekke at ogsa for Q@ = O, P, —P er da
P(Q) = [9/0(Q) : 9f1(Q) : 9f2(Q)] = Q + P.

Morfiene 7p: E — E for ulike P er slik at for P,Q € E, er
TPOTQ ZTQOTP ZTP+Q.
Spesielt er 7p for alle P en isomorfi, med invers 7_p, siden 7o = idg.
PROPOSISION 4.41. La X vere en varietet, og la ¢, : X — E vere to morfier. Da
finnes en morfi p +: X — E slik at
(@+v)(P)=9o(P)+y(P) VPeX.
IDE TIL BEVIS. La ¢ = [f : fi : f3l, la ¢ = [g : ¢ : gb], med f/, g} € K(X),

og anta for enkelhets skyld at fj},¢g5 # 0. Kan da skrive ¢ = [fo : f1 : 1] og
Y =1[go:g1:1], med fi = fi/f; og g; = gi/95-

La )= iéiﬁéa v = f158:§891 c F(X), og definer
dp+v=1lho:h1:1]: X - FE

med
ho =X —go — fo, hi=—Ahi —v.

Hvis hg, hy er reguleere i P € X, sé er

(@ +)(P) = [ho(P) : ha(P) : 1] = ¢(P) + ¢(P).

Det vanskelige punktet som vi dropper & vise er at den rasjonale avbildningen
¢+ 1¥: X — E definert pd denne méaten er reguleer overalt, og at vi da har (¢ +
V) (P) = ¢(P) +¢(P) for alle P € X. O






KAPITTEL 5

Isogenier

1. Gruppa av isogenier

DEFINISION 5.1. La (F1,01), (E2, O2) vaere to elliptiske kurver, og la ¢: E1 — Es
veere en morfi. Hvis ¢(O1) = O sé er ¢ en isogeni.

Vi har ved folgende lemma at enhver morfi mellom elliptiske kurver er en kompo-
sisjon av en isogeni og en translasjon (s selv om vi bryr oss om vilkarlige morfier
gir det god mening & forst prgve & forsta isogeniene).

LEMMA 5.2. Huvis ¢: By — Ea er en morfi, si er T_g0,)© ¢ en isogeni.

BEVIS. 7_4(0,) © ¢(01) = 7—4(0,)(#(01)) = =¢(01) + ¢(01) = Oa. 0
DEFINISIJON 5.3. Gitt Fy, Es, skriver vi Hom(FE7, Fs) for mengden av isogenier.

Vet at en morfi av kurver ¢: 7 — FE5 er enten konstant eller surjektiv. Har den
spesielle isogenien
0]: By — E»
gitt ved
[0](P) =02 VP € En,
og alle andre isogenier ¢ er surjektive. Slike ¢ er bestemt av kroppinklusjonen
¢*: K(Ey) — K(Ey).

PROPOSISION 5.4. Gitt ¢, € Hom(E, Es), ligger ¢ + ¢ i Hom(Ey, Es). Med
denne operasjonen blir Hom(E1, Es) en abelsk gruppe.

BEevis. Ma sjekke (1) assosiativitet, (2) 3 enhetselement, (3) 3 inverser.
1): Rett fram.
(2): [0] er et enhetselement.
(3): Gitt ¢ € Hom(E, E»), sd er —o¢ € Hom(E, F>) en invers til ¢, med —: Ey —
Es. O
DEFINISJON 5.5. Skriver End(FE) = Hom(E, E).
EKSEMPEL 5.6. For m > 0, definer [m] = idg +--- +idg € End(E). For m < 0,
definer [m] = —[—m].
Konkret er [m]|(P) = mP € E for alle P og alle m € Z.
Har [ma] + [ma] = [m1 4+ ma] og [ma] o [ma] = [mims].

41
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DEFINISJON 5.7. Gitt en m € Z, er gruppa av m-torsjonspunkter i E gitt ved
Em|={PeE|mP=0}CE.
LEMMA 5.8. La E vere Weierstrass-kruven gitt ved y? — (x3+ Ax+ B). Hvis P € E,

sa er 2P = O hvis og bare hvis enten P = O eller P = (x0,0), hvor xg er rot av
2%+ Az + B.

Bevis. Hvis P = O, sd er 2P = O. Hvis P # O, sd er P = (z,y) og —P =
(z,—y). Hr 2P =0 P=—-P & y=0= z3 + Azg+ B=0. 0

PROPOSISION 5.9. For alle m € Z, sa er [m] # [0] € End(E).

BEvis. Har [m] # [0] & [m] er ikke surjektiv. Dermed, hvis [m4], [m2] # [0], s&
er [myms] = [mq]o[maz] # 0, siden komposisjonen av surjektive morfier er surjektiv.

Ved lemmaet over finnes @ slik at 2Q # O, sa [2] # [0]. Dermed er [2] surjektiv, sa
for alle n > 1 er
2" =[2]o---0 2],
ogsa surjektiv.
Hvis m er odde og P € E[2], sa skriver vi m = 2k + 1 og far
[m](P)=mP=2kP+P=0+P=P,
altsd er [m] # [0].
For 0 # m € Z kan vi skrive m = 2"k med k odde. Siden [2"]] og [k] er surjektive,
sé er [m] = [2"][k] surjektiv, og altsd er [m] # [0]. O

PROPOSISION 5.10. Gruppen Hom(E1, Es) er torsjonsfri, dvs. hvis 0 # ¢ € Hom(E, Es)
ogn > 1, sa er ng # 0.
BEvis. Har n¢ = [n] o ¢, hvor [n] € End(E»), siden for alle P € E; er

(ng)(P) =n(¢(P)) = ([n] 0 9)(P).
Siden [n],¢ # 0, er bade [n] og ¢ surjektive, sa [n] o ¢ er surjektiv og altsd ulik
[0]. O

TEOREM 5.11. La ¢ € Hom(E4, Es). Da definerer ¢ en gruppehomomorfi, det vil
st at for alle P,Q € Ey har vi

(P +Q) = ¢(P) +(Q).
Husk fra Avsnitt [3.5] folgende generelle konstruksjon:

DEFINISJON 5.12. Gitt en morfi av ikkesingulaere kurver ¢: C; — Cs, er pushfor-
ward langs ¢ homomorfien ¢.: Div(Cy) — Div(Cs) gitt ved

¢.(d_niP) = nip(P).
i=1 =1

ProprosisjoN (Fra Prop. punkt (6)). Hvis Dy ~ Dy € Div(Cy), sd er
¢+(D1) ~ ¢+(D2).

KOROLLAR 5.13. Homomorfien ¢,: Div(Cy) — Div(Cs) induserer en homomorfi
¢«: Pic(Cy) — Pic(Cy).
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BEVIS FOR TEOREM. La P,Q € E; og R = P + Q. Har da (per def. av +)
R-—01~(P-01)4+(Q—-01)=P+Q—20; € Div(E)
Dermed er
P(R) = O2 = (R — 01) ~ ¢o(P + Q = 201) = ¢(P) + $(Q) — 202,
som betyr at ¢(R) = ¢(P) + ¢(Q). O

KOROLLAR 5.14. Hvis ¢ € Hom(E1, Es), sa er ¢(E1[k]) C Ea[k] for alle k > 1.
Bevis. Hvis P € E; med kP = Oy, si er k¢(P) = ¢(kP) = ¢(01) = 0. O
TEOREM 5.15. For en elliptisk kurve E, si er End(E) en (muligens ikke-kommutativ)

ring, med sum som tidligere definert, og produkt gitt ved ¢ = ¢ o).
I denne ringen er ¢ # 0 hvis ¢ og ¥ # 0.

Bevis. Vet at End(FE) med + er abelsk gruppe.
Ma sjekke

(1) (¢¢)x = é(¥x): Opplagt.

(2) 3 multiplikativ enhet: Ta [1], opplagt at [1]¢p = ¢ = ¥[1].

(3) a) o(¥ 4+ x) = o¢ + dx 0g b) (¥ + x)¢ = V¢ + x¢.
For a), har

o(1 +x)(P) = ¢(¥(P) + x(P)) = ¢(¥(P)) + ¢(x(P)) = (¢ + ox)(P),
merk at vi bruker at ¢ er en homomorfi. b) er tilsvarende, men enklere.

Hvis ¢, # 0, sa er ¢, surjektive, som betyr at ¢ er surjektiv og ulik 0. O

EKSEMPEL 5.16. For alle E, gir n — [n] € End(E) en ringinklusjon Z — End(FE).

Kan vises at hvis char K = 0, sd er End(E) = Z for “de fleste” E. Hvis End(E) # Z,
sies E & ha kompleks multiplikasjon.

EKSEMPEL 5.17. La E veere gitt ved y? = 2® — . Definer en morfi [i]: E — E ved
[i] = [—z : iy : 1].

Da har vi [i]? = [x : —y : 1] = [~1], s4 [i] € End(E) \ Z, og vi fir en inklusjon
Z[i] < End(E).

2. Isogenier og endelige undergrupper

Vi antar i denne delen (for enkelhets skyld) at char K = 0, se [Sil09] II1.4.10-12]
for presise resultater nar char K # 0. Poenget med dette er folgende resultat fra for
litt siden.

PrOPOSISION 5.18. Anta at char K = 0, og la ¢: C; — Cy vere en morfi av
ikkesingul@re kurver. For Q € Cy, sd er |¢~1(Q)| = deg ¢ unntatt i endelig mange
punkter.

TEOREM 5.19. La ¢: E1 — FEs vere en ikkekonstant isogeni. For alle QQ € Es, sd

er [$7H(Q)| = deg ¢.
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BEvIs. Homomorfien ¢ er surjektiv. Hvis vi velger P € ¢~1(Q), s& har vi en
bijeksjon ¢~1(0) + ¢~ H(Q) gitt ved
Re¢ ' (0z) & R+Ped Q).

Dermed er [¢p~1(Q)| = |¢~1(O2)] for alle Q. Siden det finnes en Q slik at [¢~1(Q)| =
deg ¢, sa gjelder dette for alle Q. O

EKSEMPEL 5.20. Kan na beregne deg[2] = | ker[2]| = |E[2]|. Har P € E[2] & 2P =
O, som er hvis og bare hvis P = O eller P = («,0) med o + Ao + B = 0. Dermed
er |E[2]| = 4.

Vi gnsker na & vise noen resultater som oppsummert sier omtrent at det a spesifisere
en isogeni ¢: F1 — FEs er det samme som & spesifisere en endelig undergruppe
(ker ¢) av Fj.

TEOREM 5.21. La ¢: Ey — E5 vere en ikkekonstant isogeni. Da er

ker ¢ — Aut(K (E1)/¢"(K(Ez)))

gitt ved
T — 7'7*12 F(El) — F(El)

en isomorfi av grupper.

BEVIS. Sjekker forst at 75 € Aut(K(E1),¢*K(E2)). La T € ker¢. Da er ¢ o
Tr = ¢, siden

¢(rr(P)) = ¢(P +T) = ¢(P) + ¢(T') = ¢(P).
Hvis f € K(Ey), si er
Tr0¢"(f)=fodorr=fo¢=0¢"(f)
si v € Aut(K (B /¢ (K(Ey)).
Har

*
TTl TT2 (TTI © TTZ ) TTl +T5

sa T +— 7r er en gruppehomomorfi.

Siden | ker ¢| = deg¢ > | Aut(K(E1)/¢* (K (E-2)))|, s& holder det & vise at avbild-
ningen T' — 77 er injektiv. Men hvis 7 = 1dK(E1)7 s& ma 7p = idg,, som betyr at
T = O;. Altsa er avbildningen injektiv. O

TEOREM 5.22. La ¢: Ey — Es veere en ikkekonstant isogeni. Da er kroppsutvidelsen
¢*(K(E2)) C K(E1) en Galois-utvidelse.

BEvis. Vi har

[K(E1) : ¢"(K(E2))] = deg ¢ = |ker ¢| = [ Awt(K (E1)/¢" (K (E2))|,
som betyr at ¢* er Galois. O

TEOREM 5.23. La ¢: E1 — E5 og ¥: E1 — E3 vere ikkekonstante isogenier. Huis
ker ¢ C ker ¢, sa finnes en unik isogeni A\: E5 — E3 slik at Ao ¢ = 1.
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BEvis. Har at K(E;) er en Galois-utvidelse av ¢* (K (Es)) og av ¢* (K (E3)).

Dermed er ¢*(K(Ey)) = K(Ey)¥"? og ¢*(K(E3)) = K(E)*"¥. Siden ker ¢ C
ker 1) har vi da

P (K(Es)) € o7 (K(E2)) € K(En),
s& det finnes en unik x: K(E3) — K(E») slik at ¢* o A* = ¢*. Vi lar \: By — E3
veere bestemt av at \* = . O

PRrROPOSISION 5.24. La ¢: E1 — FEs vere ikkekonstant isogeni. ker¢p C Ej er

en endelig abelsk gruppe, og kroppsutvidelsen ¢*: K(Ey) — K(Ey) er Galois med
Galois-gruppe ker ¢.

ker(i) C E1 F(El)
J¢ ¢"
E, K(E»)

PROPOSISION 5.25. Gitt et diagram av isogenier

E1 L} E2
N
Es
slik at ker ¢ C ker ), sa finnes en unik A\: E5 — FE3 slik at Ao ¢ = 1.

B —Y B,
oﬂ'lk

¢>\,4 v
Es

TEOREM 5.26. La E vere en elliptisk kurve og la ® C E wvere en endelig un-
dergruppe. Da finnes en unik elliptisk kurve E' og en isogeni ¢: E — E' slik at
P = ker ¢.

dC Ey
3!i¢

3! Ey ker¢p = @

Bevis. For hvert punkt T € ® har vi 75 € Aut(K(E)/K), og dette gir en
inklusjon ® C Aut(K(E)/K). Vi ser pa

K(E)® ={f € K(B) | 77(f) = f,¥T € ®} C K(E)
Et resultat fra Galois-teori sier at kroppsutvidelsen K(E)/K(E)® er Galois med
Aut(K(E)/K(E)®) = ®.
Spesielt er utvidelsen K (E)/K(E)® endelig. Dermed er
tr.deg.(K(E)?/K) = tr.deg.(K(E)/K) = 1,

s& det finnes en unik ikkesinguleer kurve E’ med K(E') = K(E)?®, og en morfi
¢: E — E'slik at ¢*: K(E') — K(E)? identifiserer K(E’) med K(E)®.

Kan sjekke at genus til E’ er 1, vi gjor ikke det.
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Lar vi O’ = ¢(0O) € E’, sa blir (E’,O’) en elliptisk kurve, ¢ en isogeni. Vet da ved
resultatet over at
Awt(R(E) /6 R(E)) = ker 6,
s&
® = Aut(K(E)/K(E)®) = Aut(K(E)/¢* (K(E")) = ker ¢.
O

EKSEMPEL 5.27. La FE; veere en gitt elliptisk kurve. Hvis ¢: E; — Es er en isogeni
av grad 2, hvordan kan Fs og ¢ se ut? Resultatet over sier at ¢: E1 — FE5 er entydig
bestemt av ker ¢.

Hvis deg¢ = 2, sa er | ker ¢| = 2, s& ker ¢ = Z/27Z. Det betyr at ker ¢ = {O, P},
hvor 2P = O, og altsa er

P e {Pl,PQ,Pg},
hvor P; = (;,0) og «a; er rgttene av 3 + Az + B.

Uformelt oppsummert finnes det tre ulike isogenier ut av F; med grad 2, en for
hvert 2-torsjonspunkt (unntatt O).

3. Den duale isogenien

TEOREM 5.28 (+ Definisjon). La ¢: E1 — Eo vere en ikkekonstant isogeni. Da
finnes en unik isogeni ¢: Es — Eq slik at

$o¢=|deg¢] € End ;.
Vi kaller ¢ den duale isogenien til ¢ (og setter [/0\] = [0]).

BEevis. Vi har isogenier

ElLEQ

[degm

E,

Vi vet at | ker ¢| = deg ¢. For alle P € ker ¢ har vi da (deg¢)P = 0, s dermed
har vi P € ker[deg ¢]. ker ¢ C ker[deg ¢]. Altsd finnes en unik ¢: Ey — E; slik at

¢o ¢ =[deg ).

ElLEQ

o |.
[deg 6] l‘ﬁ
E,

Fra definisjonen kan vi ogsa gi en konkret beskrivelse av b

PROPOSISION 5.29. La ¢: E1 — Es vere ikkekonstant isogeni, og la Q € Ey med
P € E; slik at $(P) = Q. Da er

&(Q) = (deg @) P € Ey.
BEvIS. $(Q) = ¢(¢(P)) = (d 0 ¢)(P) = [deg ¢|(P) = (deg ¢)P. O

PrRoOPOSISION 5.30. La ¢: E1 — E5 vere en isogeni.

a) pop=[degp] € End(E1) og ¢ o d = [deg @] € End(E,).
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b) Huvis v: Fy — E3 er en isogeni, sd er

(Wod)=dod.
BEvVISs. a) ¢o¢ = [m] per def. Far da

(¢od)og=golm|=[mlog,
sa siden ¢ er ikkekonstant er [m] = ¢ o ¢.
b) M3 sjekke at
(¢od)orpo¢=[deg(voo)].
Har
(odh)otpod=goldegy]o¢ = [degy] oo =[degy] o [deg ]
= [(deg ¢)(deg @)] = [deg ¢ o ¢)]

O

PROPOSISION 5.31 (Vanskelig, vises ikke). Huvis 1p: Eq1 — Ey er en isogeni, sd er
(W +0) =9+ 6.

o~

PROPOSISION 5.32. For alle m € Z, sd er [m] = [m] og deg[m] = m?2.

Bevis. Har at ﬁ)\] = [0] og [:/I:T] = [£1]. Gitt at [7/71\} = [m], sa er
[m+1) = [m] + 1) = [m] + 1] = [m + 1),
og tilsvarende for [m — 1], sd ved induksjon far vi et bevis.

For pastanden om graden vet vi né at

—~

[deg[m]] = [m] o [m] = [m][m] = [m?].
O
KOROLLAR 5.33. For alle m € Z er E[m| = Z/mZ ® Z/mZ.
BEVIs. Vi gjor tilfellet m = p for et primtall p. Siden E[p] = p?, er enten
Elp] = Z/p© Z/p eller Bp] = Z/p?
Men siden px = 0 for alle x € F[p], ma det forste tilfellet veere det riktige.
For en generell m har vi, for alle divisorer d av m, at E[d] C E[m| med
E[d] = {x € Elm] | dz = 0}.
U

PROPOSISION 5.34. a) deg ¢ = deg o.

b) ¢ er den duale isogenien til b, altsd: qz@ = ¢.

BEVIS. a) Siden ¢ o ¢ = [deg @], s& er
deg(9) deg(9) = deg([deg ¢]) = (deg 9)°,

~

som gir deg(¢) = deg ¢.
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b) Vi har vist at ¢ o ¢ = [deg@] = [deg @], som betyr at ¢ er den duale
isogenien til ¢.

d

Sp@rsmal: Hvordan beskrive Hom(E;, E3) og End(E)?

Ide: Gitt en isogeni ¢: E1 — Es, se pa hva ¢ gjor med torsjonsgruppene F;[n]. For
& utnytte dette skikkelig trenger vi Tate-modulen. Forst litt bakgrunn om [-adiske
heltall.

4. [-adiske heltall

La [ veere et primtall. I ringen Z har vi idealene (I™), som gir en kjede av ringer og
surjeksjoner

sz B 728715 0.
DEFINISJON 5.35. La [ veere et primtall. Ringen av l-adiske heltall, Z;, er ringen av
sekvenser ay,as, ..., hvor a; € Z/(1*), og vi krever at 6;(a;) = a;_1.

Addisjon og multiplikasjon er komponentvis:
(ai)(bi) = (aibi)  (a;) + (bi) = (a; + b;)
4.1. l-adiske tall som rekker. Et element a; € Z/ (I%) kan representeres av
et tall mellom 0 og I* — 1. Dermed kan a; skrives unikt som
a;=co+crl+esl®>+ - 4T
med ¢; € {0,...,0 — 1} (en base [-representasjon). Vi har da
§i(a;) = a; mod IV =co + eyl + -+ ol 72,
Dermed vil et l-adisk tall a = (a;)$2; kunne skrives som
a; = ¢
as = cg + cql
as = co + 1l + col?, osv.
Vi kan dermed representere a ved en uendelig rekke
a:00+cll+0212+~~
med alle ¢; € {0,...,l—1}.
Addisjon i Z; fungerer da slik:

<i cili> + (i b;li> = ic;’lﬁ
=0 =0 =0

hvor for alle k, sa er

k—1 ' k—1 ' k—1 4
Sl 4> b= "1t (mod IF),
1=0 =0 1=0

Produktet fungerer pa tilsvarende mate.
Alternativt: Still opp som pa barneskolen (lat som [ = 10):

C2 C1 Co
/ / /
t - G

N A
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EKSEMPEL 5.36. Et heltall n gir et [-adisk tall ¢(n) = (a;)32, hvor a; = n (mod I?).
(Alternativt: Skriv n = Zf:o c;l'.) Dette gir en ringinklusjon ¢: Z < Z;.

EKSEMPEL 5.37. Laa=1+1+02+03+---€Z. Daer (1-1)a=1€Z.

PROPOSISION 5.38. Ringen Z; er
e ct helomrade.

e lokal, med unikt maksimal ideal

() =A{cil + > +---} €7y
e en DVR, og idealene i Z; er (I') og (0).

MERKNAD 5.39. Brgkkroppen til Z; skrives Q;, og er ringen av elementer pa formen
S ¢l for n € Z.

i=n

5. Tate-modulen til en elliptisk kurve

Vi har sett at hvis ¢: Fy — FE5 er en isogeni, sa gir ¢ en avbildning av torsjons-
punktene, ¢[n]: E1[n] — Ex[n], for alle n. Vi vil utnytte dette til & forstd mengden
isogenier bedre. For a gjgre det, ma vi introdusere Tate-modulen til en elliptisk
kurve.

La [ veere et primtall, og anta na at char K = 0 eller char K = p, p # [. Vi ser pa
de endelige gruppene E[I], som vi har beregnet tiﬂ

El')2Z/I'Z® Z)I'Z

Hvis P € E[lY], s ligger [I](P) = [P € E[I*"']. Vi har dermed en kjede av abelske
grupper
- Bpe B e Y e

DEFINISJON 5.40. Den l-adiske Tate-modulen til E, skrevet T;(E), er den abelske
gruppa av sekvenser Py, Py, Ps, ..., hvor P; € E[l%] og [I](P;) = P;_1.

PROPOSISION 5.41. Den abelske gruppa T;(E) blir en modul over Z; ved d sette,
fora=(a;)2, €Z; ogv = (F)2, € T)(E), at
av = (a; P2, € T)(E).

PROPOSISION 5.42. Vi har en isomorfi av Z;-moduler: T)(E) 2 Z; ® 7.

BEevis. Har en isomorfi E[l] 2 Z/l & Z/I. La P1,Q1 € E[l] veere slik at P, =
(1,0) og @1 = (0,1) under denne isomorfien. Velg s, for alle ¢, punkter P;,Q; €
E[ll] slik at l.PZ = PZ',1 og lQl = Qifl.

Vi pastar at P, Q; genererer E[l*]. Mer presist:
LEMMA 5.43. For alle i er avbildningen

V: Z)I' L)1 — E[lY]
definert ved (a,b) — aP; + bQ; en isomorfi.

Vi har hoppet over a vise dette for char K = p # .
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BEevis. Opplagt for ¢ = 1, vi bruker (sterk) induksjon pé i.
Vi vet at E[l‘] = Z/I' ® Z/I%, s& ved & telle elementer i gruppene, holder det &

vise at 1 er en injeksjon. Med andre ord ma vi sjekke at hvis a,b € Z er slik at
aP; 4+ bQ; = 0, sa er bade a, b delelig med .
Skriv a = a’l’ og b= V'1¥ med a’,t’ # 0 (mod [), og anta WLOGE| at 7 < k. Anta
for en motsigelse at j < i. Da er

aP; +bQ; = dVP, +V1* 91 Q; = d' P + V1" 7Q;_; = 0.
Ved induksjonsantagelsen brukt pa i — j, ma vi da ha at [*~7 deler a’ (og b'1*~7),
som gir en motsigelse. O

Definer na en avbildning ¢: Z; ® Z; — T)(F) ved a sette
o((ai), (bi)) = (a: P + biQs)
Lett & sjekke at dette er en avbildning av Z;-moduler.
La v = (R;) € T)(F). Lemmaet ovenfor viser at vi for alle ¢ kan finne unike a;,b; €
Lett & sjekkeﬂ at a; = a;—1 (mod I*"1) og b; = b;_1 (mod I'"1), s& ((ai), (b;))

definerer et element i Z; @ Z; slik at ¢((a;), (b;)) = (R;). Siden a;, b; alltid finnes og
er unike, har vi vist at ¢ er en isomorfi. O

MERKNAD 5.44. Det finnes ingen kanonisk isomorfi Z; ® Z; = T;(F), vi har bare
definert den ved & gjgre uendelig mange valg.

MERKNAD 5.45. Hvis E er definert over K, sa har Z;-modulen T;(E) mer struktur:
Enhver kroppautomorfi ¢ € Gal(K/K) virker pd E[l’] p& en slik méte at o ogsd
virker pd T;(E). Dette gir en gruppehomomorfi Gal(K/K) — Aut(T}(E)) som
forteller mye om FE.

Vil bruke T;(E) til & forsta isogenigruppa Hom(E, F2) og endomorfiringen End(F).
La ¢: Fy — E5 veere en isogeni. Da far vi, for alle n, en gruppehomomorfi ¢[n]: E;[n] —
FEs[n], og spesielt far vi homomorfier ¢[I’]: E1[l’] — E[l?] for alle i.
Lap = (P)2, € Ti(Ey), og la Q; = ¢(P;) € Es for alle i. Siden P; € Ey[l'], er
#(P;) € Eql?], og siden I P; = P;_1, har vi

Qi = 19(P;) = (1) = ¢(Pi—1) = Qi1
Dermed er ¢ = (Q;)$2, et veldefinert element i T;(Es).

PROPOSISION 5.46. Gitt en isogeni ¢: E1 — Es, far vi en homomorfi av Z;-moduler
¢ Ti(Er) — T)(Es)

ved
(P)iZy = (¢(Fi))iZy

BEvIS. Vi har vist at dette er veldefinert, og det er lett a sjekke at dette er en
homomorfi av Z;-moduler[] O

2UTAG?

3(ai—ai—1)Pic1+(bi—bi—1)Qi—1 = ailP; +b1Q; —a;—1Pi_1 —bi—1Qi;—1 = IR; — R;_1 = 0,
som betyr at a; —a;j—1 =b; —b;—1 =0 (mod lifl).

4Gitt (P;) og (P!) i Ty(E1), sendes (P;)+(P)) = (P +P}) til (9(Pi+P))) = (p(P)+¢(P))) =
(o(P;)) + (¢(P))), sé avbildningen er additiv.
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PROPOSISION 5.47. La ¢: E1 — E5 og ¥: E5s — E3 vere isogenier. Da er
(Yo o) =1io¢: Ti(Er) — Ti(Es).

BEVIS. Rett fram fra definisjonen av ¢y, ¢lE| O

5.1. Endomorfiringen til Tate-modulen. La na E vere en elliptisk kurve,
og se pa Endz, (T;(E)) = Homg, (T;(E), T;(E)), gruppa av Z;-homomorfier fra T;(E)
til T;(E). Vi kan definere et produkt pa End(7;(F)) ved & sette fg = f og, og med
dette produktet blir End(7;(E)) en ring.
Siden Tj(E) = Z? som Z;-modul, s& har vi en ringisomorfi
End(Ti(E)) = Homz, (Ty(E), Ti(E)) = Hom, (282, 70%) = My(Zy),
hvor M3(Z;) angir ringen av (2 x 2)-matriser med koeffisienter i Z;.

Vi har vist tidligere at End(FE) er en ring, med multiplikasjon ¢y = ¢ o 1.

PROPOSISION 5.48. Avwbildningen End(E) — End(T;(E)) gitt ved ¢ — ¢ er en
ringhomomorfi.

BEvVIS. Vi vet at avbildningen er en gruppehomomorfi, sa vi ma vite at den
respekterer multiplikasjon. Men vi har

(V)1 = (porh); = ¢y othy = Py

6. Injektivitet

Vi har altsa en gruppehomomorfi Hom(E;, Ey) — Homg, (T;(E1), Ti(E2)), og nar
E, = Es, er dette ogsé en ringhomomorfi.

PROPOSISION 5.49. La E1, Ey veere elliptiske kurver. Avbildningen
HOIIl(El, EQ) — HOHlZl (E(El), E(EQ))

er injektiv.

BEevis. La ¢ € Hom(E4, Es) veere slik at ¢; = 0. La 0 # p = (P;) € T}(E1). Da
finnes en i slik at P; # O.

Vi pastar at punktene P;, P; 11, Piy2,... alle er forskjellige. Anta for en motsigelse
at P, = P; med i < j.Daer P; = P, =17 P;. Dermed er P; = ['77"=7 ... ["7I P; =
"(=9) P; for alle n > 0. Men siden I’ P; = O, betyr det at P; = O, som motsier at
Py =P; #0.

Hvis ¢; = 0, sd er ¢;(p) = (¢(F;))2, = 0, som betyr at ¢(P;) = O for alle i. Men
da er | ker ¢| = oo, som bare kan skje hvis ¢ = 0. O

Altsa sitter Hom(Ey, Bs) inni Homg, (Ty(F1), Ti(E2)) = Homg, (Z$%, Z?) = Z;>*.
Dessverre er gruppa Zl@4 en veldig stor gruppe, som f.eks. inneholder frie grupper pa
formen Z for alle N, s& det er vanskelig & f& konkret informasjon om Hom(Ey, E)
ut av dette.

Vi trenger fglgende sterkere resultat:

Hvis a = (a;) € Zi, sd er ¢p(a(F;)) = ¢((aiP;)) = (aip(P;)) = a(p(P;)), s& avbildningen
respekterer Z;-modulstrukturen.

PFor (P;) € Ty(E1), er ¢ro¢i((P2) = Yi((¢(Fi)) = ($(¢(P2)) = ($od)(P;)) = ($od)i((Py))-
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TEOREM 5.50. Gruppa Hom(E1, Es) er endeliggenerert, og homomorfien
HOHI(El, Eg) Rz Zl — Homzl (T‘l (El), T‘l(Eg))
gitt ved

k k
Z i ® a; — Zai((bi)l
i=1 i=1
er injektiv.

KOROLLAR 5.51. Vi har en gruppeisomorfi Hom(FE7, Es) £ Z™, med n < 4.

Bevis. Siden Hom(FE4, E3) er endeliggenerert, har vi
k
Hom(E\, Ep) = 2" & P Z/pf"
i=1

for primtall p; og heltall e;. Men vi vet at Hom(FE7, Es) er torsjonsfri, dvs. at
k¢ =0= ¢ =0 for 0 # k € Z. Dermed ma vi ha Hom(FE4, Ey) = Z™.

Det folger at Hom(Eh, Es) ®z Z; = Z7, og siden avbildningen
Z} = Hom(Ey, E3) ®2 2 — Homg, (Ty(E1), Ty(E»)) = Z{

er injektiv, ma n < 4. U
BEvis FOR TEOREM [5.50l Vi ma bruke fglgende tidligere resultat:

LEMMA 5.52. Huvis ¢ € Hom(E1, E3) er slik at Eq[n] C ker ¢, sd finnes en vy €
Hom(FE1, Es) slik at ny = ¢.

g " B

\‘L 337

Es

Vi antar, og hopper over & bevise, at Hom(FE1, Es) er endeliggenerert (se Silver-
man for fullstendig bevis). Da ma vi ha Hom(E, E2) = Z"™, siden Hom(Ey, E2) er
torsjonsfri.

La1,. ..,y veere generatorer for Hom(E4, Es). Et element ¢ € Hom(FE1, Eq)®27Z,
kan da uttrykkes som

fb:iaﬂﬁi a; € Zy,
=1

og vi skriver a; = 3777 cijl? med ¢;; € {0,...,1—1}.

For alle k > 1, definer isogenien
k—1

(4) b = Zcijlj¢i € Hom(E1, E2),
§=0

som vi kan tenke pa som “forkortingen av ¢ modulo [*”. Gitt et element p =
(P;)21 € Ti(EL), sé er ¢i(p) = (¢i(F3))52-
Anta na at ¢ er slik at ¢; = 0.

Fikser en k > 0, og la P € E[I*]. Det finnes en p = (P;) € T;(E) slik at P, = P.
Siden (bl(p) = (¢1<Pz>) = 0, sS4 er ¢k<P> = (/bk(Pk) =0.
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Siden dette gjelder for alle P € E[I¥], s& er E[I*] € ker ¢5,. Men ved lemmaet er da
¢ = ¥y, for en v, € Hom(FEy, Ey). Dette kan bare skje hvis ¢ = 0 (fra formen
til ¢y, ) Siden dette gjelder for alle k, ma vi ha ¢ = 0. (|
7. Kandidatringer
Vihar na vist at Hom(E1, Es), og spesielt End(E), er pa formen Z™ for n > 4.
I dag: Hva er den multiplikative strukturen til ringen End(E)?
Vi vet en hel del om ringen End(FE).
e End(F) 2 Z", n < 4 som gruppe
e For 0 # ¢,¢ € End(E), har vi ¢p # 0
e Vi har operasjonen ¢ — (;AS, som tilfredsstiller:
Linearitet: m = (;AH- 7]1

— Anti-multiplikativitet: q/bz\b = z/AngAS

Den er en involusjon: (Z; =¢

— For alle ¢ er gbd; = qz@gb =n, hvor n = deg¢ > 0 er et heltall.
Hva kan End(E) na potensielt veere?

Trivielt eksempel: End(E) = Z, ¢ — ¢ er identiteten.

7.1. Ordener. La K vare en endelig-dimensjonal (muligens ikkekommutativ)
Q-algebra. En orden R i K er en underring som er endelig generert som gruppe, og
slik at R Q = K.

Eksempel: Z er en orden i Q.

Kvadratiske kropper: En kvadratisk kropp er en utvidelse av Q pa formen Q(v/d),
hvor d er et heltall. For alle heltall k¥ > 0 er ringen

R={z+ykVd|zyecZ} CcQWd)
en orden i Q(v/d).

Definer involusjonen X X, X € R, ved z4yvd — z—yv/d. Daer XX = % —dy?,
s& hvis d < 0, tilfredsstiller R alt vi vet om End(E), og er en kandidat.

Kvaternioniske algebraer: En kvaternionisk algebra (over Q) er en algebra K med
basis 1, , 3,7 som tilfredsstiller o, 32 € Q, og videre

a?<0, p%<0, PBa=-ap,

dette er nok til & bestemme strukturen til algebraen. Vi setter a? = a og 2 = b
og skriver K(a, b) for denne algebraen.

7

For alle a,b < 0 har vi at K(a,b) ®g R er isomorf med den “vanlige” kvaternionrin-
gen, altsa ringen

K=R+Ri+Rj+Rk
med relasjoner i? = j? = k? = ijk = —1

Hvis a = b = —1 setter vi a = 4,8 = j,v = k. Generelt kan vi reskalere «, 5 for a
fa en isomorfi.
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Hvis a,b € Z, sa far vi ordenen
R(a,b) ={z+ya+ 28 +wap | z,y,z,w € Z} C K(a,b).

Definerer, for alle X = 2 4+ ya + 28 + wap € K(a,b), at X=z- ya — z3 — wapf.
Hvis X € R(a,b), sd blir da

XX =-XX=2>— ay® — b2* + abw? € Z>g.
sd R(a,b) er en kandidat for End(E).

TEOREM 5.53. Ringen End(FE) er en av folgende tre typer ringer:
(1) Z
(2) En orden i Q(v/d) hvor d < 0
(3) En orden i en kvaternioniske algebra K(a,b)

MERKNAD 5.54. Som gruppe har vi altsd End(E) = Z, Z? eller Z*.

MERKNAD 5.55. Hvis End(F) er kommutativ (som vi skal se gjelder dette alltid
nar char K = 0), sd er End(E) enten (1) eller (2), og vice versa, hvis End(F) er
ikkekommutativ s& er End(E) tilfelle (3).

Bevis. La K = End(E) ®z Q. Per definisjon er End(E) en orden i K, sa det
holder & finne ut hva slags ring IC er. Vi vet at 1 < dimg X < 4, og vi utvider
involusjonen ¢ — ¢ pa End(E) linezert til en involusjon X — X pa K.

Hvis £ = Q, sa ma Z C End(E) C Q. Hvis Z # End(E), sa finnes en § €
End(FE) \ Z, men da inneholder End(FE) ogsa ‘;—: for alle n, som er umulig siden
End(FE) er endeliggenerert som gruppeﬁ

Sa anta at Q C K. For X € K, definer normen N(X) = XX, hvor N(X) € Qs
med N(X) = 0 hvis og bare hvis X = 0. Definer trasen T(X) = X + X.

Hvisz € Q C K, har vi & = z, s&
N(z)=2* T(z) =2z
Folgende triks viser at vi alltid har T'(X) € Q:

-

NX+D)=(X+DX+1)=XX+X+X+1=N(X)+T(X)+1,
sé
T(X)=NX+1)—-N(X)-1€Q
La a € K\ Q. Bytter vi @ med a — $7T'(a), s& far vi at

1
T(a)=T(a)-T <2T(a)) =0.
Dermed har vi & = —a, og slik at
a? = —adb = —N(«a) € Qo
S4 a? = a € Q, med a < 0. Hvis dimg K = 2 er vi nd ferdige, og har vist at

K = Q(Va).

6Dette avsnittet viser egentlig at Z er den eneste ordenen i Q.
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Hvis dimg K > 2, s finnes en 8 € K\ Q(«). Bytter vi nd ut 8 med 3 — 3T(3) —
T(aB)

202

«, sa far vi etter litt regning at
T(B) =T(ap) =0.
P& samme mate som med « har vi at
T(B)=0=p=—p=p"=—pB=-N(B) € Qo
N& har vi vist at a2, 82 € Q<q, og

pa = (=)(~a) = fa = af = —afp,
hvor siste ligning bruker T'(a5) = 0. Altsd har vi vist at ligningene for en kvater-
nionisk algebra er tilfredssstilt.

Hvis vi kan vise at o er linesert uavhengig av 1, o, 8, sa utgjer 1, a, 5, af en basis
for IC, siden dimg K < 4, og dermed er da K en kvaternionisk algebra.

For a se dette, la x,y, z, w veere slik at
X =z+4+ya+z6+wap =0.

Daer T(X) =2z =0, s& = 0. Videre er a X = (ya?)3 + (28%)a + wa?p? = 0.
Vi vet at 1,a, 8 € K er linezert uavhengige siden 5 ¢ Q(a. Dermed er

yo? = 2% = wa?p? =0,

ogaltsier y=2=w=0. O

8. Automorfier

La ¢: E — E veere en automorfi av elliptiske kurver (s& vi krever at ¢(O) = O).
Da er spesielt ¢ et inverterbart element i End(FE). Men vi har faktisk mye bedre
kontroll over automorfier enn over hele End(E).

Husk at vi tidligere har vist at for to kurver pa Weierstrass-form
Ei:y =2+ A12+ B FEy:y?> =2+ Asx + Bo,
s& kan enhver isomorfi skrives som ¢,,: Fy — Fs, for en u € F*, hvor
Su(z,y) = (vz,u’y).
Morfien ¢, er bare veldefinert hvis den faktisk sender punkter i F; til E5, som

er det samme som & si at (z,y) — (u?x,u3y) transformerer ligning 2 til ligning
1:

(udy)? = (u?x)® + Ay(u’z) + By
uly? = ulx® + u?Ayx + By
y? =23 +u "t Az +u®B,,
altsd hvis 41 = u=*A, og By = u %B,.

Lana E veere gitt ved y2 = 23+ Az+B. Hvisu € K erslikat u*4 = AoguSB = B,
sé er ¢,,: Z — E som over en isomorfi, og det er lett & se at ¢y, uy = Gu, Pus-

Dermed har vi en gruppeisomorfi
Aut(E)={uec K | A=u"'A,B=1u’B}.
Tre tilfeller:
Hvis A, B # 0, sd er u* = u% =1, altsd er u? = 1, s Aut(E) = Z/2.
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Hvis A = 0, B # 0, far vi at u® = 1, s4 Aut(E) = Z/6 (dette tilsvarer j(F) =
0).

Hvis A # 0, B = 0, far vi at u* = 1, s4 Aut(E) = Z/4 (dette tilsvarer j(E) =
1728).



KAPITTEL 6

Endelige kropper og telling av punkter

Vi skal néd se ngyere pa tilfellet char K = p, og spesielt pa tilfellet der K er en
endelig kropp. Spgrsmaélet vi etter noen forelesninger gnsker & kunne besvare (eller
i hvert fall gi et estimat pa) er fplgende:

Sporsmal: Gitt en elliptisk kurve E definert over en endelig kropp K, hvor mange
punkter har F(K)? Ekvivalent: Hvor mange z,y € K finnes det som lgser

v’ =2+ Az + B
gitt A,B € K7

1. Endelige kropper

Vi repeterer litt om endelige kropper.

La p vere et primtall, la F, = Z/(p), og la F,, veere en algebraisk tillukning. La
Frobenius-homomorfien Fr,,: Fp — R, veere avbildningen definert ved

Fr,(z) = 2”.
LEMMA 6.1. Awbildningen Fr,, er en kroppautomorfi.

Bevis. Vi har
p—1
Prpla+y) = (@ o) ="+ (Z () y) P =y = Fry(e) + Py (y),
=1

siden (?) =0 (mod p) for 1 <4 < p— 1. Siden Fr,(zy) = Fry(z) Fr,(y), Fr,(0) =0
og Fry(1) =1, er da Fr, en kropphomomorfi.

Siden Fp er algebraisk lukket, sa finnes det for enhver x € Fp en y € Fp slik at
y? = z. Dermed er Fr, surjektiv, og altsa en automorfi. O

La nd ¢ = p" for et heltall n > 1, og la Fr,: F, — F, veere gitt ved Fr,(z) =
.

PROPOSISION 6.2. Mengden

—Fr, —

F,* = {z € Fp | Fry(v) = x}
er en underkropp av F, med q elementer.

Hvis K er en endelig kropp med char K = p, sa er K isomorf til Ff,rq for en verdi
av q.

57
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Bevis. Siden Fry = Fr,o0--- o Fr,, hvor vi tar komposisjonen n ganger, sa er

Frq, en kroppautomorfi. Det fglger da formelt at Firq er lukket under addisjon,

q

—F —
multiplikasjon og divisjon, sa ]Fpr er en underkropp av IF,,.

— —F —

Et element o € I, ligger i IFprq hvis og bare hvis a er rot i f = x —2? € Fp[z]. Siden

den deriverte f/ =1 — gz9~! =1, har f ingen doble rgtter, si det finnes ngyaktig
7F‘rq

q rotter av f. Dermed er |F,*| = q.

Hvis K er en endelig kropp av karakteristikk p, s ma |K| = ¢ for en eller annen
q= p”EI Siden den multiplikative gruppa K* har kardinalitet ¢ — 1, s& ma vi ha
2971 =1 for alle z € K*. Det folger at 27 = x for alle » € K.

Siden K er en algebraisk utvidelse av F,, si finnes det en inklusjon K < F,, og
siden 29 = x for alle x € K, m& K avbildes inn i Fgrq. Men |K| = |F§rq| =gq,sa K

avbildes isomorft pa FET". O

Vi skriver F, for kroppen Eljrq CF,.

2. Frobenius-morfien

La nd K = F,, og se pa varieteten P" (for oss er n som regel 2). Vi definerer en
morfi Fry: P* — P" ved

Fro([Xo:...: X,]) = [X§:...: X2

PROPOSISION 6.3. Morfien Fr, er en bijeksjon.

BEVIS. Surjektiv: Fglger fra at K er algebraisk lukket.

Injektiv: La P = [Xo : ... : X,] # P/ = [X} : ... : X]]. Da finnes 4, j slik at
Xi/X; # X]/X}. Men siden x + 29 er injektiv, sa er da X/ X7 # (X])7/(X})9,
som betyr at

Fro(P)=[X¢:...: XI #£Fr(P)=[(X{)?:...: (X))
O

MERKNAD 6.4. Morfien Fr,: P* — P™ er ikke en isomorfi av varieteter, for den
inverse avbildningen (av mengder) Frq_lz P — P" gitt ved

Fr;l[Xo:...:Xn]:[Xg:...:Xg]

er ikke en morfi.
Her er hovedgrunnen til at Frobeniusmorfien er interessant for oss.

PROPOSISION 6.5. Et punkt P € P™ er definert over F, hvis og bare hvis Fry(P) =
p.

1Legg til begrunnelse?
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Bevis. La P = [Xp : ... : X,], og anta uten tap av generalitet at X, # 0.
Reskaler slik at X,, = 1. Vi har da
P=[Xo:...: X1 :1]=[X¢:...: X! | :1] =Fry(P)
T
X;=X? Vi
T
X, € Fq Vi,
som er hvis og bare hvis P er definert over F,. O

2.1. Frobeniusmorfien for generelle varieteter. La nd K = F, C F, =
K. La nd V veere en projektiv varietet i P" (for oss som regel en elliptisk kurve).
Anta at V er definert over F,.

LEMMA 6.6. Hvis P € V, sd er Fry(P) € V. Dermed far vi en morfi Fry: V — V.

BEvis. La fi,..., fn € K[Xo,..., X,] veere generatorer av idealet Iy C K[Xo, ...

Et punkt P € P" ligger i V hvis og bare hvis f;(P) = 0 for alle 7. Vi ma vise at
ogsa fi(Frq(P)) =0. La

fi= iy, X0 X, ae €F,
Hvis P=[yo:...: ynl), har vi da
Fi(Frg(P)) = 3 @igiy.a ol - alin S0 S al ot
= (Z aioil...iniﬂ?f x;)q = (fi(P))?=0.
t
Siden V' C P", har vi at P € V er definert over F, hvis og bare hvis Fr,(P) = P.

For & forsta V(F,) (f.eks. antallet punkter i denne mengden), kan vi prgve & forsta
morfien Fr, best mulig.

3. Separable morfier

La E < F vere en kropputvidelse, la « € F, og la f = Y. ¢z’ veere det
irredusble polynomet til « over E. Vi sier at « er separabelt over E hvis den formelle
deriverte

|
_

n

f/ = (’L + 1)Ci+1.’17i #0,

i

I
o

eller ekvivalent hvis f ikke har noen dobbel rot i E. Altsa er « ikke-separabelt hvis
og bare hvis char ¥ = p og vi har

(5) f=co+cpa? +copr® + -+ cipa'®.

DEFINISJON 6.7. En endelig kropputvidelse E < F' er separabel hvis alle a € F' er
separable over FE.

EKSEMPEL 6.8. Hvis char F = 0, sa er alle endelige utvidelser separable.
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EKSEMPEL 6.9. Hvis char E = p og [F : E] # 0 (mod p), sa er utvidelsen F — F
separabel.

Beuis for dette: La o € F'. Siden
[F: El=[F:E(a)|[E(a): E]

og [F : E] ikke er delelig med p, sé er [E(«a) : E] ikke delelig med p. Dermed er
graden til det irredusible polynomet til a ikke delelig med p, sd « er separabelt (se

(5)-

DEFINISION 6.10. La ¢: C' — D veere en ikkekonstant morfi av ikkesingulaere kur-

ver. Vi sier at ¢ er separabel hvis kropputvidelsen ¢*: K (D) — K (C) er separabel.

EKSEMPEL 6.11. Hvis char K = 0 eller char K = p, deg¢ # 0 (mod p), sa er ¢
separabel.

PRrROPOSISION 6.12 ([Sil09] Prop. I1.2.11]). La K =T, og la C vere definert over
K. Da er Fry: C — C en inseparabel morfi av grad q.

BEVIs 1 TILFELLE C' = P'. Lat = Xo/X),slikat K(P') = K(t). Daer Fr;: K(t) —
K(t) gitt ved Frj(f) = f9. Altsa har vi

R(PY) —5s R (P
| |
K(t1) — K(t)

s& vi kan se pa utvidelsen K (t7) < K (t). Denne er generert av ¢, som har irredu-
sibelt polynom z? — t? av grad ¢, og som opplagt ikke er separabelt. O

3.1. Geometrisk tolkning av separabilitet. Fglgende gir litt geometrisk
forstaelse for hva separabilitet betyr. Se Avsnitt for notasjonen ey (P).

PROPOSISION 6.13. La ¢: C — D veere en ikkekonstant morfi av kurver. Hvis ¢ er
separabel, sa er ¢ ramifisert ¢ bare endelig mange punkter. Huvis ¢ er inseparabel,
sa er ey(P) >0 og ey(P) =0 (mod p), hvor p = char K.

KOROLLAR 6.14. Huvis ¢ er separabel, sd er |¢~*(Q)| = deg ¢ unntatt for endelig
mange Q.

Huis ¢ er inseparabel, sd er |¢~1(Q)| < def(b < deg ¢ for alle Q, hvor p = char K.

BEVIS FOR KOROLLAR. Hvis ¢ er separabel, sa finnes det endelig mange P slik
at es(P) > 1. Hvis Q € D ikke er i bildet av noen slik P, har vi

deg(d) = > ep(P)= > 1=[¢s"'(Q)

Peg~1(D) Pep~1(Q)

Hvis ¢ er inseparabel, sa er e4(P) > p for alle P, slik at
deg(¢) = D es(P)=plo " (Q),
Pe¢=1(Q)
som gir [¢~1(Q)] < deg(o)/p. O
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EKSEMPEL 6.15. La C vaere definert over F,. Da er deg(Fr,) = ¢, ved Prop.

Vi har vist at Fr,: PV — PV er en bijeksjon. Det impliserer at Fr,: C — C er
injektiv, og som morfi av kurver er den da ogsa surjektiv. Dermed er Fr,: C — C
en bijeksjon.

For alle P € C har vi da at Frq_l(Frq(P)) = {P}, s&
g=deg(Fry) = > e(Q) =eo(P).

QEFry ! (Fry(P))
EKSEMPEL 6.16. For en eksplisitt beregning av resultatet i forrige eksempel, la
C =P ogla@Q=][a:1] €P! hvor P = [a'/9: 1] er slik at Fr,(P) = Q.
Daertg=ao—-aogtp=x— a'/4 Jokale parametere i Q og P, og vi har
togoFr,=27—a= (x—al/q)q =t},

sé epr, (P) = q.

La E veere en elliptisk kurve definert over F,. Vi er interessert i & estimere
E(Fy) ={P € E | Fr,(P) = P}.

Morfien Fr, er en isogeni. Vi kan dermed danne en ny isogeni 1 — Fr, € End(E),
og vi har

Fry(P)=P & (1-Fry)(P) =0,
og dermed
E(F,) = ker(1 — Fry).
Vi har

PROPOSISION 6.17. Hvis ¢ € Hom(FE1, Es) er en separabel isogeni, sd er | ker ¢| =

deg(o).

Dette viste vi i Teorem [5.19]under antakelsen at char K = 0, men det samme beviset
fungerer med separabilitet som hypotese i stedet for char K = 0.

Hvis vi kan vise at 1 — Fr, er separabel, har vi altsa |E(F,)| = deg(1 — Fr,), som
vi kan hépe & estimere.

3.2. Differensialer og separabilitet. For & vise at 1 — Fr, er separabel, m&
vi knytte separabilitet til differensialer.

La ¢: € — D veere en morfi av kurver. Vi har at Q¢ og 2p er 1-dimensjonale
vektorrom over henholdsvis K (C') og K(D), henholdsvis. Vi har da en avbildning
¢*: Qp — Q¢ definert ved

9™ (9df) = (g o @)d(f o ¢).

PROPOSISION 6.18. Awbildningen ¢*: Qp — Q¢ er
o injektiv hvis ¢ er separabel.

o [ik 0 hvis ¢ er inseparabel.
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EKSEMPEL 6.19. La K = F,, og se pd P!, med K(P') = K(z). Vi vil anvende
nproposisjonen pa ¢ = Fr,: P — PL.
Da er Qp: generert av dx, og vi har
Fr(dz) = d(z o Fry) = d(29) = qz*"'dx = 0,

som stemmer med at Fr, er inseparabel.

3.3. Differensialer og gruppestrukturen. La E C P? vere en elliptisk
kurve p4 Weierstrass-form y? = 23 + Az + B.

Se pa differensialet w = dx/y € Q. Vi har tidligere vist at w er reguleert, altsd at
for alle P € E er w = fdtp hvor tp er en lokal parameter i P og ordp(f) > 0.

Siden F har genus 1, sa er rommet av reguleere differensialer

L(KEg) ={w € Qg | w er reguleert} = K.(definisjon av genus)
PROPOSISION 6.20. For alle P € E, sd er 7H(w) = w.

SKISSE AV BEVIS. Merk forst at 755 (w) er et reguleert differensial. (For alle mor-
fier ¢: C — D, og wp € Qp, sé er ¢*(wp) reguleert hvis wp er reguleert).

Dermed har vi at 75(w) = apw for en ap € K. Man sjekker at avbildningen
P +— ap er definert av en rasjonal funksjon pa E, som er reguleer i alle punkter.
Men en reguleer funksjon pa E er konstant. Dermed er ap = ap = 1 for alle P. [

PROPOSISION 6.21 (Vanskelig, vises ikke). La ¢, € Hom(FE1, Es), og la w vere et
requlert differensial pa Es. Da er

(@ + )" (w) = ¢"(w) +¢"(w)

Merk at addisjon pa venstre side bruker gruppestrukturen til E5, mens addisjon pa
hgyre side er med hensyn til gruppestrukturen pa Qg,.

KOROLLAR 6.22. La E vere en elliptisk kurve definert over Fy, og la m,n € Z. Da
er m+nFr, € End(E) separabel hvis og bare hvis m # 0 (mod p).

BEVIS. La w € Qg veere et reguleert differensial. Da er

(m+nFry)*(w) =m* (W) + (nFry)*(w) =w+- - +w+Fry(w) + -+ Fry(w) = mw,

som er lik 0 hvis og bare hvis m = 0 (mod p). Men (m + nFry)*: Qg — Qg er
enten injektiv eller lik 0, avhengig av om m + n Fr, er separabel, sa konklusjonen
folger. ]

KOROLLAR 6.23. Isogenien 1 — Fr, € End(E) er separabel.

4. Hasses teorem

4.1. Telle punkter, et grovt anslag. La nd K = [, og la E veere en
elliptisk kurve definert over I, med Weierstrass-ligning

v’ =2"+Ar+B, ABEFR,
Vi viser to méater & estimere |E(F,)| pa.
Mdte 1:La g = 2° + Az + B, vi har da
E(Fg) = {0} U{(a, ) € Fg | B = g(a)}.
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Se p& avbildningen 3 + 32, som sender 0 til 0, og som er 2-til-1 pa F, \ {0}. Vi
har
F,={0}URUS,
hvor
q—1

R={y€F,|z® =~ har 2 rotter}, |R|= 5

-1
S ={vyeF,|z? =~ har 0 rgtter}, §|=24"=
a 2

Vi har altsa
[E(Fy)| = 1+{a € Fy | g(a) = 0}+2{a € Fy | g(a) € R}|+0{a € Fy | g(a) € S}.
Hvis vi nd antar at verdiene g(«) tar er tilfeldig (uniformt) fordelt, far vi estima-

tet
—1 —1
|E(]Fq)z1—|—1+2<q2>+0<q2> —g+1.

Mate 2: Se pa funksjonen h: ]Fg — F, gitt ved h(a, 8) = 8% — (a® + Aa + B), og
anta at h kan approksimeres som en tilfeldig (uniformt fordelt) funksjon av «, 3.
Sannsynligheten for at h(a,3) = 0 da er ¢~' og [F2| = ¢*, s& vi far |[{(«, 8 € F7 |
(e, B) = 0}] = ¢, som gir |E(F,)| =~ ¢+ 1.

Hasses teorem sier at dette estimatet ikke er altfor geeli:

TEOREM 6.24 (Hasses teorem). Vi har
|E(F,) — (1+4) <2v4
Forste steg i beviset har vi gjort, vi vet at |E(F,)| = deg(1 — Fry). Det gjenstar a
fa has pa deg(1 — Fr,).
Hvordan ser funksjonen deg: End(E) — Z ut? Vi vet
o deg(Fr,) = g,
e deg([n]) = n? for alle n € Z.

e Vi vet at deg(¢yp) = deg(op)deg(v) for alle ¢,1 € End(E), slik at for
eksempel

deg(n¢) = deg([n]¢) = n” deg(¢).

Denne siste ligningen hinter til at deg(¢) er en kvadratisk funksjon av ¢.

DEFINISJON 6.25. La G veere en abelsk gruppe, og la d: G — R vere en funksjon.
Definer b: G x G — R ved

b(a, B) =
Vi sier at d er en kvadratisk form hvis

(1) For alle € G, sa er d(a) = d(—a)

q(a+ B) — qla) — q(B)
5 .

(2) Funksjonen b er bilineser.

Vi sier d er positiv definitt hvis d(a) > 0 for alle & € G og d(a) =0 < a = 0.
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Den kvadratiske formen d bestemmer altsa en bilineser avbildning b, og motsatt er
d bestemt av b, siden
d(0) — d(a) — d(=)

bla,a) = —b(a, —a) = — 5 =d(a).

Skriver man ut dette far man en bijeksjon
{Kvadratiske former p&d G} <> {Symmetriske bilinesere avbildninger G x G — R}

g bla, g) = L0+ P) —;(a) —q(B)

q(a) = bla, ) <= b

LEMMA 6.26. Hvis G = Z™, sa er det en bijektiv korrespondanse mellom (positiv
definitte) kvadratisk former d: G — R og (positiv definitte) symmetriske reelle (n x
n)-matriser, gitt ved

M = (aij) € Mo (R) <> d((bi)=y) = > bibjaij.

Bevis. Bijeksjonen over er komposisjonen av naturlige bijeksjoner
{Kvadratiske former pa Z"} <> {Symmetriske bilinezere avbildninger Z" x Z" — R}
> {Symmetriske avbildninger Z" ® Z" — R}
+> {Symmetriske reelle (n X n)-matriser},

og det er lett & se at M er positiv definitt hvis og bare hvis d er det. O

For End(E) = Z" har vi altsa en konkret beskrivelse av kvadratiske former pa grup-
pen. Poenget med den abstrakte definisjonen over er at den er lett & sjekkeﬁ

PROPOSISION 6.27. Funksjonen deg: End(E) — Z er en positiv definitt kvadratisk
funksjon.

BEvVis. Vi ma vise at funksjonen
b(¢,1)) = deg(¢ + ¢) — deg(¢) — deg())
er bilinezer. Vi bruker at for alle « € End(FE), sa er
deg(a) = ad.
Altsa er

b, ) = (& +¥)(d+ ) — ¢phi — i) = ¢+ vd
som opplagt er linesert i bade ¢ og .

For alle ¢ € End(F) har vi deg(¢) = deg(—¢), deg(¢) > 0, og deg(¢) =0 < ¢ = 0,
som fullfgrer beviset. O

Vi har na den kvadratiske formen deg: End(E) — Z, som vi skal evaluere i 1 —Fr,.
Vilar b: End(F) x End(E) — R veere den assosierte bilinezere formen.

PROPOSISION 6.28 (Cauchy—Schwarz’ ulikhet). La ¢,v € End(E). Da er
deg(¢) deg(y) > (b(¢,¥))”

2Ett annet poeng er at Silvermans fullstendige bevis for at End(E) er endeliggenerert bruker
den kvadratiske formen deg pa End(E), s man gnsker & bruke begrepet “kvadratisk form” ogsa
for grupper som man ikke veit at er endelig genererte.
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BEvis. Siden End(E) = Z", s er deg: End(E) — R definert av en positiv
definitt (nxn)-matrise. Vi kan dermed si at b definerer et indreprodukt pd End(E)®
R = R", og resultatet over er da den vanlige Cauchy—-Schwarz’ ulikhet. O

KOROLLAR. 6.29. Huvis ¢,% € End(E), sd er |deg(¢ + 9) — deg(¢) — deg(v))] <
2y/deg(¢) deg(¥).

BEevis. Vi har

deg(¢p+¢) = b(¢p+ v, ¢ +¢)
=b(¢,¢) +b(¥,¥) + b(¢, ) + (¢, §) = deg(¢) + deg(v)) + 2b(¢, ¥).

Dermed er

| deg(¢ + 1) — deg(¢) — deg(y)] = 2[b(¢, ¥)| < 2/ deg(e) deg(1)).

O
BEevis FOR HASSES TEOREM. Anvend lemmaet over pa ¢ =1 og ¢ = — Fr,.
Vi far da
| deg(1 — Fry) — deg(1) — deg(— Fry)| < 2\/deg(1) deg(—Fry),
og siden deg(1) = 1, og deg(—Fr,) = ¢, gir dette
|deg(l —Fry) — 1 —¢q| <2,/q,
og altsa
[E(Fq) —1—ql <24

U

5. Bonus: Weil-formodningene

Denne delen er med for dannelsens skyld, og er ikke pensum.

La E veere en elliptisk kurve definert over IF,. Kroppen F, er inneholdt i stgrre krop-
per g for alle n, s& kurven E er ogsa definert over Fy» for alle n. Det gir dermed
mening & spgrre om sterrelsen til mengden E(Fgn), og hvordan denne avhenger av
n.

Ved estimatet vi ga tidligere, har vi at |E(Fgn)| &~ 1+ ¢". Setter vie, = (1+¢") —
|E(Fgn)|, sa sier Hasses teorem at

|€n| < 2\/ qr.

TEOREM 6.30 (“Weil—formodningeneﬂ for en elliptisk kurve”). Gitt en E definert
over Fy, sd finnes det et komplekst tall o med |o| = \/q slik at for alle n har vi

€n = a”" +a" = 2Re(a™).

3Hvorfor ikke “Weil-formodningen” i entall? Weil-formodningene kan formuleres mer generelt
for algebraiske varieteter definert over Fy, og i den generelle formen er det naturlig a presentere
dette som flere underformodninger. For en elliptisk kurve er resultatet enklere, si vi dropper &
stykke det opp.
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Siden
2|Re(a™)| < 2|a™| = 2V/q",
sa er Hasses teorem et korollar av dette teoremet.

Fra a+a ! = ¢ og |a| = /4, folger det at o ma vaere en av de to konjugerte

rgttene til polynomet

% — €1T +q
og «a er derfor entydig bestemt av €;. Dermed er |E(Fgn)| bestemt for alle n straks

man kjenner |E(F,)|.

EKSEMPEL 6.31. Ta kurven definert av ligningen 32 = 23 — z. Denne er definert

over Fy (den er for sa vidt definert over alle K!), sé la oss ta ¢ = 5. Man sjekker at
|[E(Fs5)| =7,88 ¢ =1+5—|E(F5)] = —1. Dermed er « en rot av

22+ 9,
Sa
1 19
« 5 5 1,
og vi far
for alle n.

5.1. Beviset for Weil-formodningene. Pasamme méate som E(F,) = ker(1—
Fr,), har vi at
|E(Fyn)| = |er(1 — Frgn)| = deg(1 — Frgn).
Siden Frgn(a) = " for alle a € Fy, har vi at Fr,, = Fr{, hvor vi tenker pa Fr,
som et element i ringen End(E). For & bestemme deg(1l — Fryn) analyserer vi mer
generelt hvordan man kan beregne deg(1 — ¢™) for en vilkarlig ¢ € End(FE).

Vi har tidligere vist et teorem som sier at ringen End(E) enten er Z, en orden
i en kvadratisk kropp, eller en orden i en kvaternionisk algebra. I dette beviset
viste vi ogsad at for alle ¢ € End(FE), s er trasen T(¢) = ¢ + ¢ inneholdt i Z C
End(E).

LEMMA 6.32. For alle ¢ € End(FE) gjelder
¢* —T(¢)¢ + deg(¢) = 0,

BEvs. Bruk deg(¢) = ¢¢ = ¢¢ og skriv ut. O
For ¢ € End(F),la Ry C End(E) veere underringen av End(E) generert av ¢.
LEMMA 6.33. Hvis ¢ € Z, har vi Ry = Z[z]/(2® — T(¢)x + deg(¢)).

BEvis. Ringen Ry er bildet av avbildningen x: Z[z] — End(E) gitt ved z — ¢.
Ved lemmaet over, er 22 — T'(¢)x + deg(¢) € ker(x), s& (22 — T(¢)z + deg(¢)) C
ker(x).

Homomorfien y faktoriserer dermed gjennom en surjeksjon Z[x]/(xz? — T(¢) +

deg(¢)), og vi har at Z[z]/(z? — T(¢) + deg(¢)) har rang 2 som Z-modul. Siden

¢ ¢ Z, har Ry rang > 2 som Z-modul, og dermed méa surjeksjonen Z[z]/(z* —
]

T(¢) + deg(¢)) — Ry veere en isomorfi.
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La ¢ € End(E)\Z, og la a € C veere en rot av 22 —T(¢)x +deg(¢). Vi kan definere
en homomorfi t: Ry — C ved ¢(¢) = a.

LEMMA 6.34. For alle ¢ € Ry, sd er 1/3 € Ry, og

) = u().
__ Brvis. Siden Ry er genererert av ¢, holder det & vise at be Ry og at UP) =
o).
For den forste pastanden: ¢ = T(p) — ¢.

For den andre pastanden: Vi har at ¢(¢) = a er en rot av 22 — T'(¢)x + deg(¢), og
@ er den andre roten av dette polynomet. Dermed er & = T'(¢) — «, som betyr at

UP) = uT(¢) — ¢) = T(¢) — 1(¢) = T(¢) — . = & = 1(h).

O

PROPOSISION 6.35. Med o som over, har vi
deg(l—¢") = 1+ deg(¢)" — (" + a").
BEvis. Vi har .
deg(1—¢") = (1 —¢")(1—0").
Siden (1 — ¢™)(1 — ¢™) € Z, har vi
(1=¢™(1=¢") = u(1=¢")(1=9") = (1—a™)(1—a") = 1+ (a@)" — (a" +a"),
og siden deg(¢) = ¢d = aa, er vi i mal.

Bruker vi proposisjonen over p& ¢ = Frg, har vi vist Weil-formodningene for ellip-
tiske kurver.






KAPITTEL 7

Komplekse elliptiske kurver

Vi skal na se pa det spesielle tilfellet hvor K = K = C, og se at vi kan beskrive slike
komplekse elliptiske kurver pa en annen (og pa sett og vis enklere) mate.

Gitter i det komplekse planet
DEFINISJON. Et gitter i det komplekse planet er en diskret undergruppe A C C
hvor A = Z2.
TEGNING AV ET GITTER

Et gitter A C C er typisk definert ved & spesifisere to generatorer wi,ws av A.
Betingelsen at A er diskret er ekvivalent med at wq og ws ikke ligger pa samme linje
gjennom 0 i C.

EKSEMPEL 7.1. For et konkret eksempel, la Ay C C veere undergruppen av C
generert av 1 og i, det vil si

Ao ={a+bi|abez}

Vi kan se pa det topologiske kvotientrommet C/A. Vi skal forstd, og delvis vise:
Punktene til en elliptisk kurve E over C er i bijeksjon med C/A for et eller annet
gitter A.

TEGNING AV EN TORUS
For & relatere C/A til E, trenger vi noen funksjoner pa C/A.
DEFINISJON. En elliptisk funksjon (relativ til A) pa C er en meromorf funksjon
f: C — Cslik at for alle w € A, har vi
fz+w) = f(2)

Mengden av elliptiske funksjoner danner en kropp, som vi kaller C(A).

En elliptisk funksjon f definerer en funksjon pd C/A, som vi ogsa kaller f.

DEFINISJON. Et fundamentalomrade for A er en mengde pa formen
D= {a+t1w1 + tows ‘ 0< t1,ta < 1}
hvor a € C og {w1,ws} genererer A.

Hvis D C C er et fundamentalomréade, sa inneholder D ett element for hver rest-
klasse til A, s& den naturlige avbildningen D — C/A er en bijeksjon.

PROPOSISION. La f wvere en elliptisk funksjon. Huvis f er holomorf, sa er f kon-
stant.
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BEVIS. Velg et fundamentalomrdde D C C. Siden D er kompakt og f er holo-
morf, s finnes en N slik at |f(z)| < N for alle z € D. Men for alle 2 € C finnes en
w € A slik at 2z +w € D, og dermed er |f(z)| < N for alle z € C. Dermed er f en
holomorf, begrenset funksjon pa f, og dermed konstant (Liouvilles teorem). O

DEFINISJON. La f veere en meromorf funksjon pa C, og la w € C.
Vi lar ord,, (f) veere forsvinningsordenen til f i w, og lar res,,(f) veere residyen
til f i w.
Dvs. i Laurent-utvidelsen til f om w,
f(2) = an(z —w)" + ang1(z —w)" 4o

har vi ord,,(f) = n og res,(f) = a_1.

Hvis f er elliptisk, w € C og w € A, sé er

ordy 1w (f) = ordy (f), resy(f) =resptw(f).
Dermed gir det mening & snakke om ord,, (f),res, (f) for w € C/A.

PROPOSISION. La f vere en elliptisk funksjon.
(1) Ywecyaresw(f) = 0.
(2) >wecya ordw(f) = 0.

Bevis. 1): For alle fundamentalomréder D C C har vi
Z res, (f) = Z res, (f).
weC/A weD

Velg et fundamentalomrade D slik at f ikke har noen poler pa randa til D.

Cauchys residyteorem sier at

1
S resulf) = 5 [ )i,

men siden f er elliptisk, vil bidraget fra motstaende sider i parallellogrammet D
kansellere, s [, f(z)dz = 0.

’

2): Vi har at ord,(f) = resw(fT). Siden le er elliptisk, folger 2) da fra 1). O

DEFINISJON. Ordenen til en elliptisk funksjon f er antall poler til f i et funda-
mentalomréade, talt med multiplisitet.

Siden ¢ /5 0rdy (f) = 0, har en elliptisk funksjon av orden d ogsa d nullpunkter,
talt med multiplisitet.

PROPOSISION 7.2. En ikkekonstant elliptisk funksjon f har orden > 2.

BEvVis. Hvis f har orden 0, er den holomorf, dermed konstant.

Anta for en motsigelse at f har orden 1. Da har den en enkelt pol i et punkt wg € D.
Det betyr at
> resu(f) =resu, () #0,
weC/A
som er umulig. 0
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1. Eksempler pa elliptiske funksjoner
Vi vil né lage noen elliptiske funksjoner.

Vi veit at hvis f ikke er konstant, si ma den ha orden > 2, s la oss prgve a lage
en med orden 2. La oss si at den skal ha en dobbel pol i 0. Vi kan prgve

f(Z):Zig‘F Z ﬁ

weA\{0}

Denne formelen tilfredsstiller opplagt f(z) = f(z + w) for alle w € A. Ett problem:
Rekka viser seg & ikke konvergere.

I stedet ser man pa:

DEFINISJON. Weierstrass g-funksjon er funksjonen

ke 3 ()

weA\{0}
PRrROPOSISION. (1) Rekka som definerer o konvergerer uniformt, sd o er vel-
definert.

(2) @ er en jevn elliptisk funksjon.
Vi kan na lage en ny elliptisk funksjon ved & derivere:
o) =3 4@.
Siden g er elliptisk, s& er ¢’ elliptisk. Den er en odde funksjon.

MERKNAD. Alle elliptiske funksjoner kan uttrykkes som en rasjonal funksjon av p
og o' — med andre ord er kroppen C(A) generert over C av p og .

Relasjonen mellom g og g’. Siden p(z) er jevn og p(z) — Z% konvergerer
mot 0 nar z gar mot 0, har vi Laurent-rekke-utvidelsen

p(2) =272+ a2 +agzt + -,
og dermed at

O (2) = =227 4+ 2a92 + - - -

PROPOSISION. Det finnes tall g2, g3 € C (avhengig av A) slik at for alle z € C/A\
{0} har vi

p'(2)° = 4@(2)3 — g20(2) — g3-

BEvis. Gitt en meromorf funksjon f med Laurent-rekke

f(z) = Z anz",

n>ordo(f)

er prinsipaldelen P(f) leddene med negativ z-eksponent, dvs. Zg:ordg(f) anz".
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Det finnes dermed en go slik at h(z) = ©'(2)? — 4p(2)3 — g2p(z) har prinsipaldel 0.
Funksjonen h(z) er elliptisk, og kan bare ha poler i w € A. Men siden P(h(z)) = 0,
har h ikke pol i 0. Dermed er h holomorf, dermed konstant, og vi kan sette g3 =
u O

2. Divisorgruppa til C/A
Pa ngyaktig samme méte som for en algebraisk kurve, kan vi definere divisorgruppa

til C/A:

DEFINISJON. Gruppa Div(C/A) er gruppa av formelle linegere summer > n;(w;),
hvor w; € C/A.

Vi kan na gi parallelle definisjoner av alt det vi tidligere har definert ved diviso-
rer pa en algebraisk kurve, ved & la elliptiske funksjoner spille rollen til rasjonale
funksjoner:

e Graden til en divisor D = > n;(w;) € Div(C/A) er deg(D) = > n,.
Div’(C/A) = {D € Div(C/A) | deg(D) = 0}.
For en f € C(A)*, er

div(f) = > ordy(f) € Div’(C/A).

weC/A

Avbildningen div: C(A)* — Div?(C/A) er en homomorfi, og div(f) = 0
hvis og bare hvis f er konstant.

Picard-gruppa Pic(C/A) = Div(C/A)/div(C(A)*), og
Pic’(C/A) = Div?(C/A)/div(C(A)*).

LEMMA. Huvis wi,wy € C/A, sd er (wy) ~ (we) hvis og bare hvis w1 = ws.

Bevis. La f € C(A)* veere slik at div(f) = (w1) — (wz2). Da er f en funksjon
av orden < 1, altsa konstant, sa div(f) = 0. O

Noen prinsipale divisorer. For & forsta hvordan div(f) ser ut for generel-
le elliptiske f, begynner vi med & studere div(f) for noen f relatert til p(z) og

o' (2).

La wy,ws € A veaere en basis for A, og la w3 = w1 + ws.

LEMMA. Vi har
)= (3)+ (2) + (2) -0

BEevis. Siden g'(z) er en odde elliptisk funksjon, og
Ws Ws

—5 = ? (mOd A),

/()= (5) - ()

LEksplisitte formler for g2 og g3 som en funksjon av A kan gis, og disse viser seg & veere

har vi at

sakalte modulere former.
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/(5)-0

Siden g’ har orden 3, sa har g’ maksimalt 3 distinkte nullpunkter i C/A. Siden

b, %2, % er distinkte, har vi altsa at nullpunktene til ' er ngyaktig disse tre. [

Ssa

LEMMA. La w € (C/A)\ {0}, og la f(z) = p(z) — p(w). Da er
div(f(2)) = (w) + (-w) — 2(0)
BEvVIs. Ordenen til f er 2, s& f har to nullpunkter talt med multiplisitet. Vi
har alltid f(w) = 0. To caser

(1) w= % foreni € {1,2,3}: Daer f'(w) = p'(w) =0, sa dermed er w et
dobbelt nullpunkt.

(2) w # % for noen i: Da er w # —w, sa f(~w) = f(w) = 0 og —w er det
andre nullpunktet til f.

(]
LEMMA. For wy,wy € (C/A)\ {0}, sd finnes en elliptisk funksjon g slik at
div(g) = (w1 + wa) + (w1 — wa) — 2(wy).
BEVIS. Sett g(z) = f(z —w1) med f som i forrige lemma. O

PROPOSISION. Homomorfien Div?(C/A) — C/A gitt ved

Z ni(wi) — Z n;W;
er surjektiv, med kjerne div(C(A)*), dvs. at vi har en gruppeisomorfi

Pic’(C/A) = C/A.

BEvIS. Det vanskelige punktet er & vise
an(wl) ~0& Zniwi =0.
Gitt en divisor D = Y n;(w;), kan vi bruke den generelle relasjonenﬂ
(z1 4 22) + (21 — 22) ~ 2(21)
til & vise at D ~ (> n;w;) — (0), som er lik 0 hvis og bare hvis _ n;w; = 0. O

Mer konkret betyr dette at alle D € Pic’(C/A) kan representeres som
D= ()~ (0)
for en z € C/A, og (z1) — (0) + (22) — (0) = (21 + 22) — (0).

2Gitt a, b, c € C, far vi

(a) + (b) ~ 2(2E2

)

a+b
(e)+(a+b—c)~ 2(T
U
(@) +(b) = (c) ~ (a+b—0).
Med denne relasjonen kan man ved induksjon pa n vise at en divisor pa formen Z?:1(zl) -
Z:L:1(wi) er rasjonalt ekvivalent til (Z?Zl z; — Z:l w;) — (0).

)
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TEOREM 7.3. (1) Kurven Ey definert av y?> = 423 — go(A)x — g3(A) er ellip-
tisk.
(2) Avbildningen ¢: C/A — E definert av
¢(2) = [p(2) : ¢/ (2) 1]

er en bijeksjon.
(8) Avbildningen bevarer gruppestrukturene.
(4) Ealn] = Z/n®Z/n.
(5) Gitt en elliptisk kurve E, finnes det en A C C slik at E = E\.
(6) Avbildningen ¢ gir en bijeksjon mellom elliptiske funksjoner pd C/A og
rasjonale funksjoner pa Ey.
BEVIS. M4 sjekke at f = 42® — gox — g3 har 3 distinkte rotter. Siden '(2)? =
4p(2)% — gap(2) — g3, & har vi
@ (2)=0=p(2)erroti f.

Vi har vist at @'(%t) = 0 for i = 1,2,3, og at

&

)

}iz1,2,3 tre distinkte rotter av f.

o(2) — p(

har dobbelt nullpunkt i <. Dermed er {p(%*

|

~—

2) Bildet er opplagt inneholdt i Fy.

Vi viser forst at ¢ er surjektiv. La (x,y) € E, og se pa funksjonen p(z) — z. Denne
er elliptisk og ikkekonstant, s& det finnes en z slik at p(z) —z = 0.

Vi har dermed at p(z) = x, som siden (p(z), p'(2)), (x,y) € E betyr at '(z) = +y.
Hvis ¢'(z) = —y, har vi at

$(—2) = (p(=2),9'(=2)) = (p(2), —¢'(2)) = (z,y).
For injektivitet: La wy,ws € C/A \ {0} slik at ¢(w1) = ¢(wz). Vi har vist at
div(p(z) — p(w1)) = (w1) + (—w1) = 2(0),

sé

p(wQ) — p(wl) =0= wy = F+ws.
Hvis we = —wy, sd er @' (wz) = —p'(w1). Da mé p'(ws2) = p'(w1) = 0, som betyr
at wi,wp € {w1/2,w2/2,%*}. Men da er wy = —w; = wy.

3) Siden ¢ er en bijeksjon, holder det & vise at ¢~! er en gruppehomomorfi. La
Pl,PQEE,OglaP3:P1+P2.

Da finnes en f € C(E,) slik at
diV(f) = (P1 7O)+(P270)*(P370) =P +P,—P;—0.

Siden f o ¢ er en rasjonal funksjon av p, ', sd er den en elliptisk funksjon. Man
kan vise at for alle z € C/A, si er

ord,(f o ¢) = ordy(.)(f),

og dermed er
div(fod) = ¢ (P1) + ¢~ (P2) — ¢~ (P3) — (0),
som betyr at ¢~ (P3) = ¢~ (P1) + ¢~ (P2).
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4) Beregn gruppen av n-torsjonspunkter i C/A.
5) Vanskelig, vi viser ikke dette.

6) Hvis f € C(F), sd er f o ¢ et rasjonalt uttrykk i p(z), p’(2), og dermed elliptisk.
Vi har pastatt (uten bevis) at enhver elliptisk funksjon ¢ er en rasjonal funksjon i
©(2) og ©'(2), s& dermed er g o ¢! en rasjonal funksjon i z,y pa Ex. O






KAPITTEL 8

Oppgaver

Oppgaver vi gjennomgér:
3l

Oppgaver til siste forelesning 27. mai:
(*) = Vanskelig oppgave

(**) = Skikkelig vanskelig.

Kapittel [ -
G

2.1. La V veere en projektiv varietet, la P € V, ogla f = % € K(V), hvor

G,H € K|[V] er homogene elementer av samme grad. Vis at hvis G(P) # 0 og
H(P) =0, saer f ikke reguleer i P.

2.2. (*) La g,h € K[P"] = K[Xo,...,X,] veere homogene polynomer av samme
grad, og anta at disse ikke har noen felles ikkekonstant faktor i K[Xo,..., X,]. Vis
at den rasjonale funksjonen f = g/h er reguleer i P € P hvis og bare hvis h(P) # 0.
(Bruk at K[Xq,...,X,] er et UFD.)

2.3. (*) Vis at den rasjonale avbildningen ¢: P? — P! gitt ved
p=1X:Y]
ikke er reguleer i [0: 0 : 1] € P2

2.4. La C C P? vaere definert av ligningen ZY — X2. Vis direkte, uten & bruke
Proposisjon [3.16 at den rasjonale avbildningen ¢: C — P! gitt ved

p=[X:Y]
erreguleeri [0:0: 1) € C.
2.5. Hvis V' C P™ er en projektiv varietet definert over K, sa er V ogsa definert over
L for alle kroppsutvidelser L av K. Dermed gir det mening & snakke om V(L) for

alle slike utvidelser L. Vis at for alle P € V sa finnes det en endelig kroppsutvidelse
K — Lslikat P e V(L).

2.6. La V vaere en projektiv varietet, la P € V ogla f € K(V). Vis at vi kan skrive
f=g/h, hvor g,h € K(V) er regulaere i P.

Kapittel -
3.1. La E C P? vaere definert av y?> = 2% + Az + B med A,B € K. La ¢ =
[z :1] — Pt og v = [y: 1] — P Avgjer hvor ¢ og 9 er ramifisert og bestem
ramifikasjonsindeksene.

3.2. Vis Proposisjon i tilfellet Cy = P'.

7



3.3. Vis (1)-(5) i Proposisjon [3.45]

3.4. La C vaere en ikkesingulaer kurve. Vis at Pic(C) = Pic?(C) x Z.

3.5. Vis at hvis ¢: P! — C er en morfi, si er ¢(P) ~ ¢(Q) for alle P,Q € P!.
3.6. Vis at hvis ¢: P — C er en morfi og g(C) > 0, s er ¢ konstant.

3.7. Vis at hvis f,g € K(C)* er slik at div(f) = div(g), sd er f = ag for en eller
amnen a € K .

3.8. La C veere en ikkesinguleer kurve av genus g. Vis at hvis D € Div(C) har
deg(D) =2g — 2 og dim L(D) =g, sd er D ~ K¢.

3.9. (1) La C veere en ikkesingulaer kurve, la P € C, ogla 0 # f1, f2 € K(O)
vaere slik at ordp(f1) = ordp(fa) = n. Vis at det finnes a1,as € K, ikke
begge lik 0, slik at ordp(a; f1 + asfz) > n. Hint i fotnoteﬂ

(2) La D € Div(C) og P € C. Vis at I(D) < (D + (P)) <I(D) + 1. Hint for
I(D + (P)) <U(D) +11i fotnote]

(3) Vis at [(D) < deg(D) + 1 for alle D € Div(C) hvor deg(D) > 0.

3.10. La f € K(C)*, og skriv

div(f) = > ni(P) = > mi(Qy),

hvor alle m;,n; > 0 og alle P; og @; er distinkte. Definer ordenen til f som
ord(f) = Y n; = > m,. Vis at hvis g(C) > 0, s& er ord(f) # 1. (Jf. Proposisjon
7.2).

3.11. Vis at hvis ¢: C; — Cs er en morfi av ikkesingulaere kurver, sa er deg¢ = 1
hvis og bare hvis ¢ er en isomorfi.
3.12. La C veere en kurve av genus 0, og la P # @ € C.

(1) Visat (P - Q) = 1.

(2) La0# fel(P—Q). Visat ¢ =[f:1]: C — P! har grad 1.

(3) Vis at ¢ er en isomorfi, og altsd at C' = P*.

3.13. Bruk og til & vise Liiroths teorem: Hvis K C L C K(z) er en kjede
av kropper, s finnes det en y € L slik at L = K (y).

3.14. La C vere en ikkesingulzer kurve, og la w € Q¢ veere et differensial slik at
ordp(w) =0 for alle P € C. Vis at g(C) = 1.

LSkriv fi = t™g; hvor t er lokal parameter i P.
2La f1, f2 € £L(D + (P)) \ £(D), og bruk punkt (1).
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Kapittel 4 — Elliptiske kurver, én og én

4.1. Vis at kurven E C P? definert av X3 + Y3 + Z3 = 0 er isomorf til kurven
definert av
Y?Z =X+ 2%

4.2. La E C P? veere en kurve med ligning y* = 2* + Az + B. Bruk morfien
¢: E — Pl gitt av ¢ = [z : 1] til & vise at en rasjonal funksjon f € K(E) kan
skrives entydig som

f:f0+yf1v
hvor fo, f1 € K().

4.3. La E C P? vaere en kurve pd Weierstrass-form, la F' € K[X,Y, Z] veere et
irredusibelt homogent polynom av grad 2 og la C' C P? veere kurven definert av F.
Ved Bezouts teorem bestar snittet av C' og E av 6 punkter Pi,..., Ps, talt med
multiplisitet. Vis at

4.4. Generaliser oppgaven over til et polynom F' av grad d.

4.5. La E vere gitt ved y? = 2% + Ax. Beregn de fire punktene P, ..., P; slik at
2P; = (0,0).

4.6. La D veere en divisor pd E med deg(D) = d # 0. Vis at det finnes en P slik
at dP ~ D. Hvor mange ulike slike P finnes?

4.7. La E veere en elliptisk kurve, og la Eiors = (U,,~ E[n] C E vaere gruppa av
torsjonspunkter. B
(1) Vis at Eiors er tellbar uendelig.

(2) Vis at det finnes tellbart uendelig mange endelige undergrupper av E.

Kapittel [5] — Isogenier
5.1. Vis at hvis ¢ € End(E) er en isogeni og ¢(P) = P, sd er P et torsjonspunkt.

5.2. Si at E; ~ FEs hvis det finnes en ikkekonstant isogeni ¢: Fy — Fs. Vis at ~
definerer en ekvivalensrelasjon.

5.3. Vis at hvis K er overtellbart uendelig, og E er en elliptisk kurve definert over
K, & finnes det uendelig mange E’ slik at E # E’.

5.4. (*) La ¢: E — FE veere en isomorfi av kurver (hvor vi kan ha ¢(O) # O). Vis
at hvis ¢ ikke er lik 7p for noen P € E, sa har ¢ endelig orden.

5.5. La G, H vere abelske grupper, og la ¢: G — H vere en surjektiv homomorfi
slik at ker ¢ er endelig.
a) Vis at det finnes en homomorfi b: H— Gslikat o= | ker ¢.

b) Gi et eksempel pa to homomorfier ¢,v: G — H som over, slik at q§+ LZ) ikke er
lik ¢ + ) (s& Proposisjon er ikke en “formell” konsekvens av definisjonen).
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5.6. Fullfgr beviset for Korollar ved & vise fglgende lemma: La n > 0 og G
vaere en abelsk gruppe slik at ng = 0 for alle g € G. Anta at for alle divisorer d av
n,sder |[{g€G|dg=0} =d? Daer GXZ/n®Z/n.

5.7. La K(a,b) vaere kvaternionalgebraen fra Avsnitt Vis at
K(a,b) @ R = K
hvor K er ringen av kvaternioner
K =R+Ri+Rj+Rk
i =32 =k? =ijk = —1.

5.8. Vis at hvis Fy, Es er elliptiske kurver, s er Hom(F1, F3) en hgyremodul over
ringen End(FE7) og en venstremodul over ringen End(EQ)H

5.9. (*) Vis at rangen til Hom(FE7, Es) er delelig med rangen til End(F;) og med
rangen til End(E>).

5.10. Vis at P € F er et torsjonspunkt hvis og bare hvis det finnes en kurve E’ og
en surjektiv isogeni ¢: E — E’ slik at ¢(P) = ¢(0).

5.11. Fra obligen: La E C P? veere en elliptisk kurve. Et infleksjonspunkt er et
punkt P € F slik at tangentlinja gjennom P ikke skjeerer £ i noen andre punkter.
Vis at P er et infleksjonspunkt hvis og bare hvis P € E[3].

5.12. Vis at hvis I C P? er en linje som skjerer E i P, P, P; hvor P, P, er
infleksjonspunkter, sa er ogsa Pj et infleksjonspunkt.

5.13. (*) Sylvester—Gallai-teoremet sier: La S C R? vere en mengde av distinkte
punkter slik at linja gjennom to punkter ¢ S alltid inneholder et tredje punkt i S.
Da ligger alle punkter i S pa én linje.

La FE veere en elliptisk kurve definert over R, og bruk Sylvester—Gallai-teoremet til
a vise at E(R) inneholder enten 1 eller 3 infleksjonspunkter for E.

5.14. (*) Vis at hvis char K = 0, s er gruppa av torsjonspunkter Eyo-s = (Jr, E[k]
isomorf til Q/Z ® Q/Z.

5.15. La FE1, Fy vere elliptiske kurver, la P € Eq, og la ¢1, @2, ¢3, s, ¢5: E1 — Fo
veere isogenier, og la Q; = ¢;(P) for i = 1,...,5. Vis at det finnes aq,...,a5 € Z,
ikke alle lik 0, slik at

5
Z a;Q; = Os.
i=1

3En venstremodul over en ikkekommutativ ring R er en abelsk gruppe M utstyrt med en
avbildning R ® M — M som skrives r ® m — rm, slik at 1m = m og for alle r1,79 € R, m € M,
sa er
ri(ram) = (rire)m.
En hgyremodul er en abelsk gruppe M utstyrt med en avbildning M ® R — M som skrives
m ® r +— mr, slik at m1 = m og for alle 1,72 € R, m € M, sa er

(mr1)re = m(rire).
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Kapittel [6] — Endelige kropper og telling av punkter
6.1. La g1 = p™ og g2 = p"2, og se pa kroppene F,,,F,, C F,.
(1) Vis at F,, CF,, hvis og bare hvis n; deler no.
(2) Anta at F,, CF,,, og vis at da er Gal(F,, /F,,) = Z/n, hvor n = nay/n;.
6.2. La E veere en elliptisk kurve (ikke ngdvendigvis definert over en endelig kropp).

Tilpass beviset for Hasses teorem og vis at hvis ¢: F — FE er en isomorfi slik at
#(0) = O, og ¢ # idg, sa finnes det maksimalt 4 punkter P slik at ¢(P) = P.

6.3. La E veere en elliptisk kurve definert over Fy, og la P € E(F,). Vis at P/‘\rq(P) =
P hvis og bare hvis Fry(P) = ¢P.

6.4. La K = Fy, la E veere gitt av 42 = 23+, og la ¢ € End(FE) veere en automorfi
av orden 4. Vis at ¢ og Fr; ikke kommuterer som elementer av ringen End(FE).

6.5. La K = Fy, og la I veere en elliptisk kurve gitt ved y? = 2% + Az + B med
A, B € F,. Vi har en homomorfi Fr,[2]: E[2] — E[2]. Vis at Fr,[2] = idgz) hvis og
bare hvis 2° + Az + B har tre rotter i F,.

6.6. Vis at hvis E er en elliptisk kurve definert over F, og P € F, sd er P et
torsjonspunkt.

6.7. Vis at hvis E er en elliptisk kurve definert over F,, sd er End(E) = Z? eller
Z* (som gruppe).

Kapittel [7| — Komplekse elliptiske kurver

7.1. Bruk resultatene i dette kapittelet til & vise at hvis F er en elliptisk kurve over
C, sé er deg[n] = n? for alle n € Z.

7.2. Bruk resultatene i dette kapittelet til & vise at Ex[n] = Z/n & Z/n og beskriv
elementene i F[n] som punkter i C/A.

7.3. Gitt 21, z9 € C, beskriv p(z1+422) som rasjonal funksjoner av p(z1), p(22), 9’ (21), 9’ (22).

7.4. Bruk identifikasjonen ¢: C/A — T;(Ey), og gi en eksplisitt beskrivelse av et
ikketrivielt element av Tate-modulen til T;(E,) som en sekvens av punkter i C/A.

7.5. Vis at nar F er en elliptisk kurve definert over C, sa er torsjonsgruppa Eiors =
U_, E[m] isomorf til Q/Z & Q/Z.

m=1
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KAPITTEL 9
Hint

Bruk Avsnitt [5.8]til & gi en eksplisitt formel for ¢.
Vis fgrst at hvis G er en abelsk gruppe G slik at

Gln]={9€Glng=0}=Z/n,
og G =, Gn|, sder G = Q/Z.

Generaliser dette: La d > 1 veere gitt, og vis at hvis G[n] = (Z/n)? alle n og
G=U,>,Glnl, sd er G= (Q/Z)4.

[7-3t Bruk Teorem [7.3 og Avsnitt [3.2]
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KAPITTEL 10

Lgsninger

Anta for en motsigelse at f er regulser i P. Da kan vi skrive f = % = § hvor
I,J € K[V] er homogene av samme grad og J(P) # 0. Da er GJ = IH, og siden
H(P) =0, saer G(P)J(P)=1(P)H(P)=0. Siden G(P) # 0, ma J(P) = 0, som
gir en motsigelse.

Hvis h(P) # 0, s& er g/h per definisjon reguleer i P.

Anta nd at h(P) = 0. Vi kan faktorisere h som h = hy ... hy, hvor h; er homogene
primelementer i K[Xo, ..., X,]. Det m& da finnes en i slik at h;(P) = 0.

Vi har at f = g/h er reguleer i P hvis vi kan finne homogene ¢’, 1/ € K[Xo, ..., X,]
slik at g/h = ¢'/h’ og h'(P) # 0. Dette betyr at gh’ = hg'. Siden h; deler h, sa
ma h; dele gh’. Men siden g, h ikke har noen felles faktor, s& kan h; ikke dele g, og
dermed ma h; dele h'. Det folger at h'(P) =0, sa f er ikke reguleer i P.

Vi har ¢ = [ : 1], og lar P =[0: 0 : 1]. Vi m4 vise at det ikke finnes noen
f € K(P?)* slik at f%, f begge er reguleere i P og minst én er ulik 0.

Anta for en motsigelse at det finnes en slik f, og skriv f = { med g, h € K[X,Y,Z]
homogene av samme grad, uten felles faktorer i K[X,Y, Z]. Siden f er reguleer i P,

s er h(P) # 0, ved oppgave

Vi ser pa % f= %, og kan skrive % = % hvor ¢’, h' ikke har noen felles faktorer

(forkortingen av brgken). Siden % er reguleer i P, ma h/(P) # 0, og dermed er YV
ikke en faktor i A’. Da ma Y ha blitt forkortet bort, s& ¥ méa veaere en faktor i g.
Det betyr at £(P) = 0.

Dermed ma vi ha at %(P) # 0. Det betyr at X ikke er en faktor i ¢’, som betyr
at X ma ha blitt forkortet bort, som igjen betyr at X er en faktor i h. Men da er
h(P) = 0, som gir en motsigelse (puh!).

LaP=ag:...:a,] €V.Siden a; € K for alle 7, s er alle a; algebraiske over
K. Dermed er kroppsutvidelsen K < K(ao,...,a,) en endelig kroppsutvidelse.
Tar vi L = K(ag,...,ap), saer P e V(L).

La f = G/H, hvor G, H € K[V] er homogene elementer av samme grad. Velg
et homogent element E € K[V] slik at E(P) #0,0glag=G/E, h=H/E.

Vi har K(P') = K(x), s& en kroppinklusjon 1: K(x) — K(C}) er bestemt av
hvor den sender z. Vi ma ha at ¢ (z) ¢ K, siden ¢ er injektiv. Dermed er ()
en ikkekonstant rasjonal funksjon pa Ci, som vi kan tenke pa som en morfi til
P

Velg et punkt P € C. Visender (D,n) € Pic’(C) x Z til D+nP € Pic(C), med
invers avbildning D — (D — deg(D)P, deg(D)). Disse avbildningene er veldefinerte
og opplagt inverse, sa vi er ferdige.
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Vi bruker Korollar som sier at ¢.(D1) ~ ¢«(D3) hvis Dy ~ Ds. Ved
Eksempel veit vi at for alle punkter P, Py pd P!, sd er P, ~ P.

Ved oppgave veit vi at for alle P,Q € P!, s& er ¢(P) ~ ¢(Q). Men siden C
har genus 1, s& har vi ved Lemma [4.22} at ¢(P) ~ ¢(Q) < ¢(P) = ¢(Q).

m (1) La t € K(C) veere en lokal parameter i P. Ved Proposisjon kan vi da,
for ¢ = 1,2, skrive f; = t"g;, hvor ordp(g;) = 0. Dette betyr, at g1 og g2 begge er
reguleere i P og at g1(P), g2(P) begge er ulike null. Vi kan dermed ta a; = g2(P)
og as = —g1(P), slik at vi far
a1 fi +azfo =t"(g2(P)g1 — g1(P)ga)-

Funksjonen ga2(P)g1 — g1(P)g2 er reguleer i P, og vi har

(92(P)g1 — 91(P)g2) = g2(P)g1(P) — g1(P)g2(P) = 0,
sd ordp(g2(P)g1 — 91(P)g2) > 1. Men da er

ordp(ay fi + asf2) = ordp(t") + ordp(g2(P)g1 — g2(P)g1) > n.

(2) Vi viser forst
(6) (D) <UD + (P)).
Hvis f € L(D), sa er div(f) + D > 0, og det folger at div(f)+ D+ (P) > (P) > 0,
sa f € L(D + (P)). Dermed er £(D) C L(D + (P)), sa vi ma ha (D) < (D +
(P))-
For ulikheten (D + (P)) < (D) + 1, har vi to lgsninger:
Ellas losning: Ved Riemann—Roch (Teorem , har vi at
I(D+(P)) = U(Kc =D = (P)) =1-9(C) +deg(D + (P))
I(D) = l(Kc — D) =1-g(C) + deg(D)
Differansen av disse to ligningene gir oss at
I(D +(P)) = U(D) = deg(D + (P)) — deg(D) + (K¢ — D — (P)) = l(Kc — D)
=14+I(K¢—-D—-(P))—l(Kc—D) <1,
hvor vi forst bruker deg(D + (P)) = deg(D) + 1, og sd at (Ko — D — (P)) <
(K¢ — D), som folger av ligning ().

Alternativ lgsning: Vi bruker folgende lineser algebra-lemma: La V. C W veere
endelig-dimensjonale K-vektorrom, og anta at for alle par wy,ws € W\ V, sa

finnes det ay,as € K, ikke begge 0, slik at ajw; + asws € V. Da er dimW <
dimV + 1.

Bevis for linalglemma: La vy, ..., vqim v veere en basis for V', og utvid denne til en
basis Ve s Vdim Vs, W1y - - -, Wdim W —dim V. for W. Hvis dim W > dimV + 1, sa har
vi vektorene wy,wy € W \ V. Per antagelsen var, si finnes det a1,as € K, ikke
begge 0, slik at ajwi + aswe = v € V. Men dette gir en linezer relasjon mellom
w1, Wa, V1, - - -, Vdim V, S& Vi har en motsigelse.

For oppgaven holder det altsa & vise at hvis fi1, f2 € L(D + (P)) \ £(D), sa finnes
det a1,as € K, ikke begge 0, slik at ay f1 + agfo € L(D). La oss skrive

D=nP) n;P,
hvor P og P; € C alle er distinkte. Da er f € £(D) hvis og bare hvis
ordp(f) > —n,ordp, (f) > —n,, for alle 4, og ordp(f) > 0 for alle Q # P;.
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Tilsvarende er f € L(D + (P)) hvis og bare hvis

ordp(f) > —n — 1,ordp,(f) > —n;, for alle i, og ordp(f) > 0 for alle Q # P;.
Med andre ord er £(D) C L(D + ( )) underrommet av de f som tilfredsstiller
ordp(f) > —n.

Hvis fi1,f2 € L(D + (P)), ma vi dermed ha ordp(f1) = ordp(fz) = —n — L.
Ved punkt (1) i denne oppgaven kan vi finne a1,as € K, ikke begge 0, slik at
ordp(ay fi + asfz) > —n. Dermed er aq f1 + azfo € L(D), som var det vi trengte &
vise.

(3): La d = deg(D), ogla P € C. Divisoren D —(d+1)P har grad —1, og dermed er
I(D—=(d+1)P) = 0. Bruker vi ulikheten fra punkt (2) i denne oppgaven gjentatte
ganger, far vi

ID)<I(D—(P)+1<UD-2(P)+2<--<UD—(d+1)P)+d+1=d+1.

(1) Ved Riemann-Roch (Teorem [3.71)), er
I(P-Q) - (Ko —(P-Q)=1-9g(C)+deg(P - Q) =1.
Men Korollar gir at deg Ko =2¢(C)—2=—-2,sa deg Ko — (P — Q) = -2, og
dermed er I(Ke — (P — Q)) = 0. Det fplger at (P — Q) = 1.
(2): Siden div(f) + P — Q > 0 og deg(div(f) + P — Q) = 0, har vi at
div(f)+ P -Q =0.
Med andre ord har vi ordp(f) = —1,ordg(f) = 1, og ordr(f) = 0 for R #
P Q.
Vi bruker Proposisjon og studerer fiberen til ¢ over punktet [0 : 1] € PL. Vi

har da
dego= > eo(R).
Rep=1([0:1])
Siden ¢ = [f : 1], har vi ¢(R) = [0 : 1] hvis og bare hvis f(R) = 0, som skjer hvis
og bare hvis R = ). Dermed er
deg(¢) = e4(Q) = ordg(z 0 ¢) = ordq(f) =1,

hvor vi bruker definisjonen av e (Def.[3.30), og at x € K (P') er en lokal parameter
i[0:1].

(3): Folger av oppgave
To mulige lgsninger. Ved Riemann—Roch: Bruker vi at deg Ko = 2¢g(C) — 2

(Korollar [3.72)), og at

Ko=) ordp(w)(P) =0,
preC
far vi at deg Ko = 0 og g(C) = 1.

Uten Riemann—Roch: Pre definisjon av genus er g(C) = [(K¢), og vi har som over
at Ko = 0 € Pic(C). Vektorrommet £L(Kc) = L£(0) bestar av f € K(C) slik at
div(f) > 0, som betyr at ordp(f) > 0 for alle P € C. Men da er f reguleer, og
altsd konstant. Vi ser at hvis f er konstant, sd er f € £(0), s& £(0) = K, og vi far
9(C) =U(K¢) = 1.

Vi gjor variabelskifter, og kvitter oss forst med Y?3-leddet ved & substituere
Zw (Z-Y)3

X343+ 22~ X4 Y3+ (Z-Y) =X3-3YZ?+3Y?Z + Z°.
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Vi kvitter oss sd med Y Z2-leddet ved & substituere Y — Y + %:

3 Z 2 Z2 3 3 2 Z3
XP -3+ D)2 43(Y + 52+ 20 = X3P+

Ved & reskalere fgrst Z og sa Y far vi da ligningen pa formen
X34+ 73 -Y?Z =0,

som var det vi ville.

Det finnes flere méter a argumentere.

I: Vi kan forst vise geometrisk at morfien ¢ har grad 2, ved for eksempel & velge et
punkt P € P!, og s4 sjekke at
> e(@) =2

Qesp~1(P)
La P=[a:1] med a € K. Da er
¢ (P) = {(a, B) | B* = @’ + Aa + B},
s& hvis a ikke er rot i 23 + Ax + B, s& har vi to punkter Q1,Q2 = (o, £8) €
¢~ H(P).
Vi vet at * — « er lokal parameter i P. Man kan sjekke ved derivasjonskriteriet
(jf. oblig) at
ordg, (z — a) = ordg, (v — a) =1,
sd e4(Q1) = e4(Q2) =1, og dermed er deg ¢ = 2.

Kroppsutvidelsen

¢: K(P') = K(z) — K(O)
har dermed grad 2, si K(C) er et 2-dimensjonalt K (z)-vektorrom. Elementet y €
K(C) ligger ikke i ¢* (K (P')), s& dermed utgjor 1,y en basis for K(C) som K (P!)-
vektorrom, som er det vi trengte a vise.

II: Mer algebraisk kan vi si at vi vet at x, y genererer kroppen K(C) som en kropps-
utvidelse av K, og vi har K(z) C K(C). Siden y* = 2° + Az + B, si md kroppsut-
videlsen K (x) < K(C) ha grad 2, og vi kan argumentere videre som over.

La D' = D — dO € Div’(C). Da kan vi skrive D’ = Q — O for et unikt punkt
QeEk.

Betingelsen dP ~ D er ekvivalent til d(P — O) ~ D’ ~ Q — O, som er ekvivalent
til pastanden at dP = @) som elementer i gruppa FE.

Vi veit (men uff da, ikke egentlig for i Kapittel [5|) at avbildningen [d]: £ — E
har grad d?, slik at det finnes d? elementer P med dP ~ D (hvis char K = 0 eller
char K ikke deler d).

B.1} Hvis ¢(P) = P, sd er (¢ — [1])(P) = O, altsa er P € ker(¢ — [1]). Men
siden ¢ # [1], sd er ¢ — [1] # [0], s& ker(¢ — [1]) er en endelig gruppe. Dermed er
| ker(¢ — [1])|P = O, s& P er et torsjonspunkt.

Tre ting & vise:
o I/ ~ E: Isogenien idg, finnes og er ikkekonstant.

o Fy NEQ/\EQNE3:>E1 NE32 HViS¢1E1 — FEy Og’l/)ZEQ—>E3 er
ikkekonstante, sa er de surjektive, og dermed er ¥ o ¢: E; — Es3 surjektiv
og altsa ikkekonstant.
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e £y ~ Ey = FEs ~ Ey: Hvis ¢: E1 — Fs er en ikkekonstant isogeni, sa er
¢: Ey — FE; en ikkekonstant isogeni.

5.10f Hvis: Hvis ¢: E — E’ er en surjektiv isogeni slik at ¢(P) = ¢(O), sd er
P € ker ¢. Siden ker ¢ er en endelig gruppe, har vi da at |ker ¢|P = O, sa P er et
torsjonspunkt.

Bare hvis (Viktors enkle bevis): Hvis P € E er et torsjonspunkt, sa er nP = O for
en n, sa P € E[n] = ker[n], sa [n](P) = O.

Bare hvis (Jorgens ungdvendig kompliserte bevis): Hvis P € E er et torsjonspunkt,
sd er gruppa G = {nP | n € Z} C E en endelig gruppe. Ved Teorem finnes
det en surjektiv isogeni ¢: E — E’ slik at G = ker ¢. Dermed er ¢(P) = O, som
var det vi ville vise.

Vi har at P = ¢(P) hvis og bare hvis (¢ — [1])(P) = O, altsa hvis og bare hvis
P € ker(¢ — [1]). Ved Korollar har vi at
| deg(¢ — [1]) — deg(¢) — deg([~1])| < 2v/deg(¢) deg([-1]).
Siden bade ¢ og [—1] er isomorfier, har vi deg(¢) = deg([—1]) = 1, som gir at
| deg(¢ — [1]) -2 < 2.
Siden ¢ # [1], har vi at deg(¢ — [1]) # 0, sd vi far at deg(¢ — [1]) = 1,2,3 eller 4. I
alle tilfeller er da | ker(¢ — [1])| < 4.

Vi bruker at Fry er en bijeksjon. Dermed er ﬁrq(P) = P hvis og bare hvis
Fr,(Fr,)(P) = Fr,(P), men siden Fr, oFr, = [degFr,] = ¢, er dette hvis og bare
hvis gP = Fry(P).

Ved resultatene i Avsnitt [5.8] er alle automorfier av en Weierstrass-kurve E pa
formen ¢, : E — E, med ¢,(x,y) = (u?x,u3y), hvor u*A = A og uSB = B.

For kurven i oppgaven er A = 1, B = 0, s& vi krever at u* = 1. Hvis ¢, skal ha

orden 4, sd mé u? = —1, med andre ord er v en primitiv fjerderot av 1.

Vi fikserer en slik u € F7, og ser at automorfien blir
(j)u(:z:,y) = (u2:z:,u3y) = (71’7 7Uy)
Vi kan na beregne
(Fr7 00u) (2, y) = Fro(—xz, —uy) = ((—2)", (~uy)") = (=", —u"y") = (=27, uy").
og
(bu 0 Frr)(z,y) = ¢u(a”,y") = (=27, —uy"),
og vi ser at ¢, o Fry #£ Fry og,,.

La P € E. Ved oppgave sa finnes det en endelig kroppsutvidelse Fy, — L
slik at P € E(L). Siden L er en endelig utvidelse av F,, er den selv en endelig
kropp, sd mengden E(L) er endelig. Mengden FE(L) C E er en undergruppe, ved
Korollar s& dermed er |E(L)|(P) = O, og P er et torsjonspunkt.

Hvis E er definert over C, sd har vi, siden char C = 0, at deg[n] = | ker[n]|. Vi
kan finne et gitter A C C slik at E = E),, og dermed en gruppeisomorfi E = C/A.
Det holder dermed & vise at antall punkter P i C/A slik at nP = 0 er n?.

La wy,ws veere to generatorer for A. Da har vi at nP = 0 hvis og bare hvis P kan
representeres av et punkt z € C slik at det finnes j, k € Z slik at nz = jw; + kws.
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Dette er hvis og bare hvis det finnes j, k € Z slik at z = j*t + k2. Det fglger at
mengden punkter P € C/A slik at nP =0 er

{a%—i—b% 10<a,b<n—1}CC/A,
som har kardinalitet n2.
Siden avbildningen ¢: C/A — Ej gitt av
o(2) = [p(2) : 9'(2) : 1]
er en gruppeisomorfi, sé er
P21+ 22) = [p(21 + 22) 1 ' (21 + 22) 1 1] = [p(21) : ¢ (21) + 1] + [p(22) : 9/ (22) : 1],
hvor addisjonen pa hgyre side er addisjon av punkter pa Fj.

Vi har lyst til & bruke Teorem som sier at hvis F er en kurve pd Weierstrass-
form y? = 23 + Az + B, s er
(x1,91) + (22, 92) = (23, 93)
med
Y1~y g
(7) x3 = (12) — X1 — T,
X1 — T2
forutsatt at x7 # x».
Vi ma veere litt forsiktige, siden kurven E er gitt ved
y* = 42® — go(N)z — g3(A),

og dermed (pga. 4-tallet) ikke er pa vir Weierstrass-form. Vi kan i stedet definere
kurven E} C P? ved

2 _ .3 _ g92(A) _ 93(A)
y =z 1t T
Vi har en isomorfi ¢: Ey — EY} gitt ved

b(z,y) = (2, 2),

2
hvor ¢~ !(xz,y) = (z,2y).

Avbildningen 1 o ¢: C/A — E/\ er en gruppeisomorfi siden ¢ og ¢ er det, og er
konkret gitt ved

o)) = o) P12 s
Bruker vi na , far vi at

p(21 + 22) = (Wl(zl)ﬂ — ' (22)/2

p(21) — p(22)

)2 — (1) — plza).
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KAPITTEL 11

Noen gamle oppgaver

Disse oppgavene dreier seg om de fgrste delene av pensum — jeg vil anbefale & se
mer pa oppgavene i Kapittel [§]i forste omgang.

Kapittel 2| — Varieteter
1. Uke 15.2-21.2, Kap. 1.1-1.2. i [Sil09]

Fra Silverman, oppgaver 1.1, 1.2 og 1.3 (men se [EQ] side 137-141 for en grundigere
gjennomgang av pastanden i 1.3).

Noen oppgaver om varieteter definert over K og K-rasjonale punkter.

(1)

(2)

Beskriv de K-rasjonale punktene V(K) til varieteten V' C A? definert av
idealet I = (22 — 2y?) nar K er Q og nar K = Q(+/2).

La V' C A" veere en algebraisk mengde. Vi har definert I(V/K) = I(V) N
K[X1,...,X,]. Vis at V er definert over K hvis og bare hvis I(V) er
idealet i K[X1,...,X,] generert av mengden I(V/K). (Dette er Remark
1.2. i [Sil09].)

Vis at hvis V' C A™ er en affin varietet definert over K, sd er I(V/K) er
primideal av K[X7,...,X,].

Gi et eksempel pa en algebraisk mengde V C A!, definert over K, slik
at I(V/K) er et primideal i K[Xq,...,X,], men slik at I(V) ikke er et
primideal i K[X7,. .., X,]. (Med andre ord: For & sjekke at V er en varietet
holder det ikke & sjekke at I(V/K) er prim.)

For K = R,Q eller ), gi eksempler pa en ikketom algebraisk mengde
V c Al slik at V(K) = 2.

Vis at hvis K ikke er algebraisk lukket, sa finnes en ikketom algebraisk
mengde V C A! such that V(K) = @.

For K =R, gi et eksempel pa en ikketom affin varietet V slik at V(K) =
.

For K = F7, bevis at den algebraiske mengden V(X2 + Y3 —3) C A% er
en varietet og V(K) = @.

(*) Var definisjon av nér en algebraisk mengde V' C A" er definert over K
er en betingelse pa idealet (V). Det viser seg at dette ogsé kan formuleres
som en betingelse pa punktene til V', pa folgende mate.
La G = Galig K Ealois—gruppa til K over K, altsd gruppa av kroppiso-
morfier o: K — K slik at for alle € K, sd o(z) = x. Gruppa G virker
pa punktene til A™ koordinatvis

(o, (x1,...,2n)) = (o(z1),. .. 0(zp)).

91



La nda V C A" veere en algebraisk mengde. Da er V definert over K hvis
og bare hvis G-virkningen sender V' til V', dvs. “for alle 0 € G og P € V,
har vi o(P) € V™.

For eksempel, hvis K = R, sé er G gruppa med to elementer, og det ikke-
trivielle elementet virker pa C ved komplekskonjugering z + z. Dermed
er en algebraisk mengde V' C A" definert over K hvis og bare hvis for alle
(z1,...,2n) € V, har vi (Z1,...,Z,) € V.

La V C A™ vaere en algebraisk mengde.
e Vis at hvis V er definert over K, sa vil G-virkningen sende V til V.

e La K =R, og vis at hvis G-virkningen sender V til V', sa er V definert
over K.

e (**) La K veere vilkarlig, og vis at hvis G-virkningen sender V til V|
sa er V definert over K. Du blir ngdt til & bruke antagelsen at K er
perfekt.

Kapittel [3] - Kurver
Fra [Sil09): 1.6, 1.7, 1.8, 2.2, 2.3 a) ).

1 1.8, ta gjerne g = p forft primtall p for enkelhets skyld. I punkt d) trenger man
a vite at et element = € F, ligger i F, hvis og bare hvis 29 = x.

(1) La C veere en ikkesingulzer kurve, og la P € C. Vis at hvis f € K[C]p er

slik at dimy K[C]p/(f) = 1, sd er f en lokal parameter for C' i P.

(2) La C veere en ikkesinguleer kurve, og la P € C. Vis at hvis f € K[C]p, s&
er

ordp(f) = dimg K[C]p/(f).

Lokale parametere til plane kurver. For en plan kurve C, er det ofte lett
& sjekke om en funksjon f er en lokal parameter i ett punkt:

(1) For P = (a,b) € A%, la Ty2 p = K, vi kaller dette tangentrommet til A2
i P. La C C A? veere kurven definert av ligningen f € K|z, ], og anta at
P € C. Tangentrommet til C'i P er vektorrommet

0 0
To,p ={(a,B) € Ta2 p | a%(f(a,b)) + Bafy(f(a,b)) =0} C The p.
Vis at C er ikkesinguleer hvis og bare hvis dimzTc,p = 1.

(2) La f,g € K[z,y], 0og la C = V;, D =V,. La P = (a,b) € C N D. Vi sier
at C og D er transverse i P hvis dimzTc p NTp,p = 0.

e Anta at
(F[1‘7 y}/(fv g))(wfa,yfb) = Fv
og vis at
(z—a,y—b)?+(f9)=(z—ay—b) CKz,y]
Bruk dette til & vise at C' og D transverse i P.

e (*) Vis det motsatte av pastanden over: At hvis C og D er transverse
iP,saer

=

(?[l', y]/(fa g))(zfa,yfb) =
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Du vil trenge Nakayamas lemma fra kommutativ algebra.

(3) Vis at hvis C C A? er en ikkesinguler kurve, og f € K|[r,y], sd er f en
lokal parameter for C' i P hvis og bare hvis

e f(P)=0
o 5 (f(a,b))+ 85 (f(a,b)) #0nir 0 # (o, ) € To,p.
(4) La ay,...,a, € K. Sjekk at kurven C' € A? definert av
y' = (z—a)(z—az) - (z — an)
er ikkesinguleer hvis og bare hvis alle a; er distinkte.

(5) For kurven over, med a; distinkte, sjekk at y er en lokal parameter i
punktet (a;, 0)

(6) For kurven over, med a; distinkte, sjekk at x—a; tkke er en lokal parameter
i punktet (a;,0) (og beregn ord(q,, o)(x)).

(7) Hvis C € A? er en ikkesingulzer kurve og P = (a,b) € C, vis at funksjonen
a(x —a) + B(x —b) er en lokal parameter for C'i P sa lenge (8, ) & To,p
(dvs: De fleste linesere funksjoner som forsvinner i P er lokale parametere).

Morfier av ikkesingulaere kurver.

(1) Vi vet, men har ikke bevist, at en morfi av kurver ¢p: C' — D er enten sur-
jektiv eller konstant. Her finner vi et delvis bevis, gitt fglgende antakelse:
Anta at for ethvert punkt P € D, si finnes en g € K(D) slik at g har en
poli P og er reguleer i alle andre punkter (dette er ikketrivielt, men sant!).
Bruk dette til & vise at ¢ er surjektiv ved & se pa morfien ¢4 0 ¢: C — P*
og bruke at en morfi C' — P! er konstant eller surjektiv (som vi viste i
forelesning).

Hvis ¢: C — D er en morfi av ikkesingulaere kurver, har vi definert ramifikasjons-
indeksen til ¢ i P € C, med notasjon e,(P). Nar D = P!, kan vi tenke pd morfien
som en rasjonal funksjon, og se at dette

(1) LaC =D =Pogla¢ = [f:1, med f € K(P) = K(x). Skriv
f=1I_,(z — a;)™ med distinkte a;, og vis at

eg(lai : 1]) = ordpg,.1(f) = [nil.

(2) LaC=D =P ogla¢g=|[f:1], med f € K(P') = K(x). Vis at hvis f
er definert i P og f(P) = a, sa er

e¢(P) = ordp(f — a).

(3) La C veere en ikkesinguleer kurve, la D = P!, og la ¢: C — D veere en
morfi med ¢ = [f : 1] for en f € K(C). La P veere slik at f er definert i
P,oglaa= f(P). Vis at e4(P) = ordp(f — a).

(4) La ¢ = [f : 1]: P! — P! veere en morfi med f € K(P') = K(x). Skriv
f =g/h med g,h € K[z], og anta at g og h ikke har noen felles faktor.
Vis at for alle P € P! har vi

Z e4(Q) = max{deg g,degh}.
Qep=1(P)
Vis at
[K(z) : K(f)] = max{deg g, deg h}.
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