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Oppgave 1. La (X, C) være et målbart rom, og la f være en utvidet reell funksjon p̊a
X.

a) Hva vil det si at f er C-målbar?

b) Vis at hvis E ∈ C, s̊a er den karakteristiske funksjonen χE C-målbar. Er det
omvendte riktig (χE C-målbar ⇒ E ∈ C)?

c) Vis at hvis X = R og f en voksende funksjon p̊a X, s̊a er f Borel-målbar. Er hver
kontinuerlig funksjon p̊a X Borel-målbar?

d) Vis at hvis f er målbar p̊a (X, C), s̊a er {x : f(x) = α} målbar for alle reelle α.

e) Vi lar n̊a C være σ-algebraen av alle delmengder E av [0, 1] slik at enten E eller
komplementet, Ec, til E i [0, 1] er tellbar. La f(x) = x for alle x i [0, 1]. Forklar at
{x : f(x) = α} er C-målbar for alle α ∈ R, men at funksjonen f ikke er C-målbar.

Oppgave 2. I denne oppgaven lar vi λ være Lebesguemålet p̊a σ-algebraen B av alle
Borelmengder i R. Alle svar skal begrunnes.

a) La f(x) =

{
x−1/3, n̊ar x 6= 0

+∞ , n̊ar x = 0
.

Avgjør om f er Lebesgueintegrerbar p̊a intervallet [0, 1].

b) La fn(x) = ex−nx2
, n = 1, 2, . . ., x ∈ R. Finn lim

n→∞

∫
[0,1]

fndλ.

c) Regn ut

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn(x) cos
(x

n

)
dλ(x)

Sett hn(x) =

{
fn(x) cos(x

n
) n̊ar x er irrasjonal

1 , n̊ar x er rasjonal.

Hva er lim
n→∞

∫
[0,1]

hndλ ?
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