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Oppgave 1.

La (X, C, µ) være et målrom.

a) Vis at hvis (fn) er en avtakende følge av ikkenegative, µ-integrerbare
funksjoner p̊a X, s̊a eksisterer den punktvise grensen lim

n→∞
fn(x), x ∈ X,

og ∫
lim

n→∞
fn(x)dµ(x) = lim

n→∞

∫
fn(x)dµ(x).

b) Gi et eksempel p̊a en avtakende følge (fn) av ikkenegative, målbare
funksjoner, slik at identiteten i a) ikke gjelder.

(Fortsettes side 2.)
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Oppgave 2.

La λ være Lebesguem̊alet p̊a R.

a) Avgjør om funksjonen

f =
∞∑

n=1

(−1)n

n
χ

(n,n+1)

er Lebesgueintegrerbar p̊a R. Beregn ogs̊a det uekte Riemannintegralet∫ +∞

1

f(x)dx

b) La g(x, y) = x f(x)e−xy, (x, y) ∈ R2. Bestem positivdelen g+ og nega-
tivdelen g− til g.

c) Avgjør om g er integrerbar p̊a R2 med hensyn p̊a produktm̊alet λ× λ.
Beregn ogs̊a det itererte, uekte Riemannintegralet∫ +∞

1

∫ +∞

1

g(x, y)dx dy

Oppgave 3.

La λ være Lebesguemålet p̊a σ-algebraen L av alle Lebesguemålbare mengder
p̊a R. Nedenfor kan du f̊a bruk for at λ er ytre regulært, dvs. at for hver
E ∈ L, s̊a fins åpne Gn, Gn ⊇ E (n = 1, 2, . . .), slik at λ(E) = lim

n→∞
λ(Gn).

a) Anta at f, g ∈M+(R,L) og at∫
G

f dλ =

∫
G

g dλ < +∞,

for alle åpne mengder G ⊆ R. Vis at∫
E

f dλ =

∫
E

g dλ,

for alle E ∈ L.

La n̊a F : R → R være voksende og kontinuerlig deriverbar. La µF st̊a for
Lebesgue-Stieltjes målet tilordnet F .

b) Hva er µF (a, b] (a, b ∈ R) ?
Vis at µF � λ.

c) Vis at dµF

dλ
= F ′ (λ− n.o.a.), der F ′ st̊ar for den deriverte til F .

SLUTT


