UNIVERSITETET | OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT3300/4300/9300 — Mal-

og integrasjonsteori.
Eksamensdag: Tirsdag, 2. desember, 2008.
Tid for eksamen: 14.30 — 17.30.

Oppgavesettet er pa 3 sider.
Vedlegg: Ingen.
Tillatte hjelpemidler: Ingen.

Kontroller at oppgavesettet er komplett
fgr du begynner & besvare spgrsmalene.

Alle svarene ma begrunnes.

Oppgave 1 La X = [0,2] og la A vaere Lebesguemalet pa o-algebraen X
av Lebesguemalbare delmengder av X.

La
w(E) = / r3d)\
E

for £ € X.
La g(z) = z* pa X.
Finn

/gdu.
Oppgave 2

a) La (X, X) veere et malbart rom og la A veere et fortegnsmal (charge)
pa X.
Forklar hva vi mener med en Hahndekomposisjon og en Jordandekom-
posisjon av A, og sammenhengen mellom dissse begrepene.
Na, la X = [1, 0], la X veere o-algebraen av Borelmengder i X og la p
veere Lebesguemalet pa X.

(Fortsettes side 2.)
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La

o0

ME) =) (=n)"w(E N [n,n + 1)),

n=1
Vis at A er et fortegnsmal ved a finne en Hahndekomposisjon og Jor-
dandekomposisjonen til \.

b) Formuler Lebesgues dekomposisjonsteorem og forklar hva vi mener med
1 and <.
Finn Lebesguedekomposisjonen til 1 med hensyn pa A*, hvor At er
avledet fra A i a).

Oppgave 3 La X vare enhetsintervallet [0, 1], la X veere o-algebraen av
Lebesguemalbare delmengder av X og la A veere Lebesguemalet pa X.
La p veere produktmalet

p=AXA
pa X x X.

a) Vis at ethvert rett linjestykke, sett som en delmengde av X x X, vil
veere p-malbar og ha p-mal 0.

b) La F': X x X — R vaere definert ved

Vis at F' er p-integrerbar og beregn

/qu.

c¢) For hver n € N la

1

Fu(e,) = (e + ) = (y = )|

hvis = er irrasjonal,
Fo(w,y) = zny"
hvis z € Q.
Finn
lim [ F,dpu.

n—oo

(Fortsettes side 3.)
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Oppgave 4 La X vare en mengde, og la Zy veere en tellbar algebra av
delmengder av X.
Vi sier at Zg er kompakt hvis det hver gang

E = [OJ E,
n=1

med E og hver E, i Zg, finnes en k € N slik at

a) Vis at hvis Zg er en kompakt algebra pa X, sa vil enhver endelig additiv
funksjon
JV ZO — RZO

ha en entydig utvidelse til et mal p* pa o-algebraen Z generert fra Zy,
hvor R>( betegner de ikkenegative reelle tallene.

Na, la X veere mengden av funksjoner a: N — {0, 1}.
Hvis
o= (ay,...,a,)

er en endelig sekvens fra {0, 1}, la
B, ={ae X |a(i)=a;fori=1,...,n}.
La Xy veere mengden av endelige unioner
B, U---UDB,,

hvor hver o; er en endelig sekvens fra {0, 1}.
Som konvensjon lar vi X = B, hvor e er den tomme sekvensen, og vi lar ()
veere unionen over nar k = 0.

b) Vis at X, er en algebra.

¢) La X veere den minste o-algebraen som utvider Xg.
Vis at det finnes ett og bare ett mal u pa X slik at vi for alle n € N
har at
n(Bs) =27"

nar o = (ay,...,a,) er en sekvens av lengde n.
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