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Oppgave 1 La X = [0, 2] og la λ være Lebesguemålet p̊a σ-algebraen X
av Lebesguemålbare delmengder av X.
La

µ(E) =

∫
E

x3dλ

for E ∈ X.
La g(x) = x4 p̊a X.
Finn ∫

gdµ.

Oppgave 2

a) La (X, X) være et målbart rom og la λ være et fortegnsmål (charge)
p̊a X.
Forklar hva vi mener med en Hahndekomposisjon og en Jordandekom-
posisjon av λ, og sammenhengen mellom dissse begrepene.
N̊a, la X = [1,∞], la X være σ-algebraen av Borelmengder i X og la µ
være Lebesguem̊alet p̊a X.

(Fortsettes side 2.)
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La

λ(E) =
∞∑

n=1

(−n)−nµ(E ∩ [n, n + 1]).

Vis at λ er et fortegnsmål ved å finne en Hahndekomposisjon og Jor-
dandekomposisjonen til λ.

b) Formuler Lebesgues dekomposisjonsteorem og forklar hva vi mener med
⊥ and �.
Finn Lebesguedekomposisjonen til µ med hensyn p̊a λ+, hvor λ+ er
avledet fra λ i a).

Oppgave 3 La X være enhetsintervallet [0, 1], la X være σ-algebraen av
Lebesguemålbare delmengder av X og la λ være Lebesguem̊alet p̊a X.
La µ være produktmålet

µ = λ× λ

p̊a X ×X.

a) Vis at ethvert rett linjestykke, sett som en delmengde av X × X, vil
være µ-målbar og ha µ-mål 0.

b) La F : X ×X → R være definert ved

F (x, y) = |x2 − y|.

Vis at F er µ-integrerbar og beregn∫
Fdµ.

c) For hver n ∈ N, la

Fn(x, y) = |(x +
1

n
)2 − (y − 1

n
)|

hvis x er irrasjonal,
Fn(x, y) = x

1
n yn

hvis x ∈ Q.
Finn

lim
n→∞

∫
Fndµ.

(Fortsettes side 3.)
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Oppgave 4 La X være en mengde, og la Z0 være en tellbar algebra av
delmengder av X.
Vi sier at Z0 er kompakt hvis det hver gang

E =
∞⋃

n=1

En

med E og hver En i Z0, finnes en k ∈ N slik at

E =
k⋃

n=1

En.

a) Vis at hvis Z0 er en kompakt algebra p̊a X, s̊a vil enhver endelig additiv
funksjon

µ : Z0 → R≥0

ha en entydig utvidelse til et mål µ∗ p̊a σ-algebraen Z generert fra Z0,
hvor R≥0 betegner de ikkenegative reelle tallene.

N̊a, la X være mengden av funksjoner α : N → {0, 1}.
Hvis

σ = (a1, . . . , an)

er en endelig sekvens fra {0, 1}, la

Bσ = {α ∈ X | α(i) = ai for i = 1, . . . , n}.

La X0 være mengden av endelige unioner

Bσ1 ∪ · · · ∪Bσk

hvor hver σj er en endelig sekvens fra {0, 1}.
Som konvensjon lar vi X = Be hvor e er den tomme sekvensen, og vi lar ∅
være unionen over n̊ar k = 0.

b) Vis at X0 er en algebra.

c) La X være den minste σ-algebraen som utvider X0.
Vis at det finnes ett og bare ett mål µ p̊a X slik at vi for alle n ∈ N
har at

µ(Bσ) = 2−n

n̊ar σ = (a1, . . . , an) er en sekvens av lengde n.

SLUTT


