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Om notasjonen. Vi lar B(R) betegne o-algebraen som bestar av alle Borel
delmengdene av R. Videre, hvis X er en mengde og A er en g-algebra pa
X, sa betegner M(A) mengden av alle funksjonene fra X inn i R som er

A/B(R)-malbare, og M*(A) = {f € M(A)| f > 0}.

Hvis A C X, lar vi 1% : X — {0, 1} betegne indikatorfunksjonen til A (i
X). Dersom det ikke er fare for misforstaelse, skriver vi bare 14.

Oppgave 1

La X vere en (ikketom) mengde og la X', X” veere to disjunkte delmengder
av X.

La A’ veere en o-algebra pa X’ og A” veere en o-algebra pa X”.
Videre, la p/ veere et mal pa A" og u” veere et mal pa A”.

Vi definerer
A:{A/UA”‘A/GA/,AHEAH}.

a) Vis at A er en o-algebra pa X. Vis ogsa at den er den minste
o-algebraen pa X som inneholder A" and A", det vil si, A = o(A U A").

LaAe A Daer A= AU A" for (entydige) A’ € A", A” € A", og vi kan
derfor definere pu(A) € [0, 00] ved

u(A) = p/(A) + p"(A").

Ved a gjgre dette for hver A € A, far vi en avbildning p : A — [0, 00].

(Fortsettes pa side 2.)
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b) Sjekk at p er et mal pa A, som stemmer overrens med y' pa A’ og med
W pa A”. Sjekk ogsa at p er o-endelig dersom (' og i er o-endelige.

La f € MT(A).

La f’ betegne restriksjonen av f til X', f” restriksjonen av f til X".

c) Sjekk at f" € MT(A'). Tilsvarende har vi at f" € M*(A") (sa du

trenger ikke a argumentere for dette). Vis deretter at

/fdﬂz/f/dﬂl+/f//d/i/,
Hint. Sjekk forst at denne formelen holder for f = 1%, der A € A.

Oppgave 2

La f:[0,1] — R veere kontinuerlig, (X, A, u) veere et endelig malrom (dvs,
w er endelig), og la g € M(A) tilfredstille 0 < g(x) < 1 for alle z € X.

For hver n € N definer A, : X — R by
hn(z) = f(g(2)"), z € X

a) Vis at h, € LY(u) for hver n € N og at lim,, . [ h, dp eksisterer.

b) Beregn lim,, .o [ hy, dp nar:
X ={0,1,2,---,9}, A=P(X), pu er tellemalet pa A,
g: X —[0,1] er gitt ved

og du vet at f(0) =1, f(1) = —4.
Oppgave 3

La (X, A, p) veere et malrom og la { f, }nen veere en folge i £1(1) som
konvergerer punktvis p-n.o. mot en f € M(A). Anta at det fins N € N og
CeR,C>0,slikat ||f,— falli <C for alle n € N.

Vis at f € L' (u).
Oppgave 4

Sett A={A € B(R)|AC (0,1] } og la x betegne restriksjonen av Lebesgue
malet pa B(R) til A.

(Fortsettes pa side 3.)
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La v veere malet pa A gitt ved

a) Lal <p < oo and definer ¢(x)
og bare hvis p < 4.

=z 2 € (0,1]. Vis at p € L7(v) huis

Lana f € L(v).
Sett D ={ (z,y) e R*| 0 <z <y <1} og definer F': (0,1] x (0,1] - R

ved
_zfy)
Y

F(xvy) 1D(£7y>7 (ZE,y) S (07 1] X (07 1]'

b) Vis at F € LY X ).
(Du kan her droppe den delen av beviset som forklarer hvorfor

FeMARA))

c) Vis at
/ W) du(y) < oo forall x € (0,1].
(1] Y
Forklar sa hvorfor det er meningsfult a definere g : (0,1] — R ved

g(z) = 2/1(x,1](y)7du(y), z € (0,1].

d) Visat g € LY(v) og [gdv = [ fdv.

SLUTT



