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Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner a besvare spgrsmalene.

Bemerk: alle svar ma begrunnes!

Oppgave 1

(20 poeng) La L*([—m,n]) veere Hilbertrommet av ekvivalens klasser av
kvadratisk integrable funksjoner pé [—7, 7] med hensyn til Lebesguemalet og
med indre produkt gitt ved (f,g) = [ f(x)g(z)dx for f,g € L*([—m,n]).

Det antas som kjent at funksjonene en(x) = \/1276””” for n € Z danner en

ortonormal basis av L*([—, 7).
Bestem Fourierrekken til funksjonen

f@):{o hvis —m <z <0

r hvisO <z <.

Angi svaret ved hjelp av trigonometriske funksjoner.

Oppgave 2

La k(xz,y) = cos(zx — y) veere definert pa [0,27] x [0,27]. La H vere
Hilbertrommet L?(]0, 27r]) av ekvivalens klasser av kvadratisk integrable
funkSJoner pa [O 27r] med hensyn til Lebesguemalet og med indre produkt gitt
ved (f, g) fo x)dz for f,g € L3([0,27]). La K veere den kompakte
operatoren pa H gltt Ved

(K f)(x) = / ", ) ().

2a
(10 poeng) Finn egenverdiene til K. Beskriv tilhgrende egenvektorer.

(Fortsettes pa side 2.)
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2b

(10 poeng) Finn to ortogonale egenvektorer svarende til den egenverdien som
er # 0.

Oppgave 3
La H veere Hilbertrommet [?(N) med indre-produkt (x,y) = Z]oil z;y; for
v ={j}>1 08y ={y}=1 1 H.

3a

(10 poeng) La T € L(H) vaere en Hilbert-Schmidt operator, med andre ord
en operator slik at 3~ [|[Tu;[|* < oo for en ortonormal basis {u;};>1. Vis
at T™ ogsa er en Hilbert-Schmidt operator.

3b

(20 poeng) La {67};>; veere den kanoniske ortonormale basen i H gitt ved
6 =1narj=kogd, =0nar j#k. LaT: H— H veere gitt pa formen

1 . ‘
Tf= —(&, o7,
2; S0, 1)
J_
Vis at T er en selv-adjungert Hilbert-Schmidt operator.

Oppgave 4

La ¥ veere en o-algebra av delmengder av R. For en funksjon f: R — R og
et a € R vi lar f, betegne funksjonen f,(x) = f(x — a) for alle x € R.

4a

(10 poeng) Anta at f : R — [0,00] er pa formen f = x4 hvor A € ¥, og la
A+a={r+al|x e A}. Vis at f, = xa., for alle a € R. Vis at f, er en
malbar funksjon.

La p veere et mal pa (R, X) slik at folgende gjelder: for ethvert A € 3 og
a € Rvihar A+a € ¥ og u(A) = u(A+a).

4b

(10 poeng) La f : R — [0,00] veere en malbar funksjon pa formen f =
> iy f hvor fj = ajxa; der a; > 0 og A; € X for alle j = 1,...,m og slik

(Fortsettes pa side 3.)
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at A;jN Ay =0nar j #k (sa f er en enkel, malbar, ikke-negativ funksjon pa

standard form). Vis at
/fdu = / Fadp (1)
R R

for alle @ € R.

4c
(10 poeng) For vilkarlig malbar f: R — [0, 00] vis at (1) er oppfyldt.

SLUTT



