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Oppgave 1.

a) La X veere vektorfeltet pa R? gitt ved

0 0
X(z,y) = (v + 2?/)@ + (2 + y)a—y

Vis at avbildningen o : R x R? — R? gitt ved
alt, z,y) = (:L‘ —;- y€3t X x ; yeft, T ‘2|— yegt I ?615)
er flow til dette vektorfeltet.

b) La Y vere vektorfeltet pa R? gitt ved

0 0
Y(x,y) =9 oy

Regn ut den Lie deriverte av Y med hensyn pa X, L XY’ direkte ved
a bruke flowen i a).

Vis sa ved direkte utregning av LxY = [X, Y] der [X, Y] er kommutator
produktet XY —Y X. Vis tilslutt at L xY = —LyX ved a finne flowen
til Y og beregne Ly X direkte utifra dette.

¢) LaZ = (z—2y)2 + (—2x+y)%. La py = (w9, y0) € R? der x¢ # +yp.
Vis at det fins et lokalt koordinatsystem rundt pg slik at koordinatvek-
torfeltene blir henholdsvis X og Z (det er ikke meningen du skal finne
noe uttrykk for et slik koordinatsystem).

(Fortsettes side 2.)
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Oppgave 2.

La F : R?® — R3 vaere gitt ved

a)

F(z,y,2) = (x +y + 2,0y + yz + 22, vy2)

Vis at de kritiske punktene til F' er {(x,y,2)|z = y eller z = z eller
y =z}

b) La F(zo, 0, 20) = (o, vo, wo).
Vis at polynomet g(t) = (¢t — zo)(t — yo)(t — 20) bare avhenger av
(ug, vo, wo) og bruk dette til & finne F~'(ug, vy, wy) og graden til F'.
(Du kan her uten bevis ga utifra at F er proper og at R? har standard
orientering.)
Oppgave 3.

a)

La M veere en C* mangfoldighet av dimensjon n. La p € M. Forklar
hva som menes med en lokal derivasjon i p (det som i Spivak betegnes
med “derivation at p”). Vis at om ¢ er en lokal derivasjon i p og g er
en konstant funksjon pa M sa er ¢(g) = 0.

La na N veere en annen C'* mangfoldighet av dimensjon m. La f :
M — N veere en C* avbildning. La p € M ogla f(p) = ¢ € N. Vi
definerer na tangentrommene M, og N, som vektorrommene av lokale
derivasjoner i henholdsvis p og q.

Gi definisjonen av den deriverte avbildningen

fo : M, — Ny .

La na qo € M og definer i, : M — M x N ved i4(p) = (p,qo) for
p € M. Vis at 44, er en immersjon dvs. at ig, : M, — (M X N)(pq) €T
injektiv.

La (po,qo) € M x N og definer
F: M x N ved F(p,q) = (p, %) og
G:MxN— Mx N ved G(p,q) = (po, q).

Lamy : M x N — Mogny: Mx N — N vere projeksjonene pa
henholdsvis M og N. Vis at den linesre avbildningen

F.+G,: (M X N)(po,qo) - (M X N>(p07‘10)

er lik identitetsavbildningen, og at hver £ € (M x N)(p, 4,) kan skrives pa
en éntydig mate som en sum ¢ = {14/, der {1 € ker my, og {5 € ker my,.

(Fortsettes side 3.)
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d) La oss anta at det fins w € Q*(M) og n € Q™(N) slik at w(p) # 0 og
n(q) # 0 for alle p € M og g € N.
Vis at (m5,(w)) A (7 (n))(p,q) # 0 for alle (p,q) € M x N. Forklar
hvorfor M x N er orienterbar.

e) La oss na anta at M og N er orienterte, kompakte og uten rand og at
w og n er differensialformer som beskrevet i punkt d).

Visat [ (m3(@) A (wi(p) = [w [0 der M x N gis en passclig
MxN M N
orientering.

f) Vis mh,(w) A wiy(n) ikke er eksakt, der w og n er formene beskrevet i
punkt d) og M, N er som i e).

SLUTT



