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mangfoldighet M. Fins det en o € Q¥~1(M) slik at dov = w? Merk fgrst
at dersom det fins en slik o sa har vi

dw = d(da) = d?a = 0.

S3 en ngdvendig betingelse er at dw = 0. Det viser seg at dette ikke er en

tilstrekkelig betingelse, og det generelle svaret avhenger av topologien til
M. Vi begynner med 3 se pa noen eksempler.

(1) Se pa 1-formen w(t) = f(t)dt (der f er glatt) pd R. Da er for det
fgrste dw = 0 av dimensjonsgrunner, og hvis vi setter

g(t) = /Ot £(s)ds

s& har vi at g(t) = f(t), s3 dg = w.
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X2 _|_y2 X2_|_y2’

w(X7y):

en glatt 1-form p3d R?\ {0}. Da er dw = 0, og vi lurer pd om vi kan Igse
df = w for en glatt funksjon f p& R?\ {0}.
| sa fall ville vi hatt

/ w = £(1,0) — £(1,0) = 0.
51

Men man regner lett ut at fsl w = 2m, og det vil si at det ikke fins noen
slik f.
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(3) La nd ¢ : St — R? vaere inklusjonsavbildingen, og sett & = 1*w. Av
samme grunn som fgr er det n3 ikke mulig 3 Igse df = & pa S*.

Na skal vi se at i en viss forstand sa genererer & alle moteksempler til 3
lgse df = o p3 St.

La o vaere en glatt (lukket) 1-form pa S!. Akkurat som i Eksempel (1)
kunne vi nd prgvd & definere

Men da kan det tenkes at fsl a=c # 0, sd f er ikke en veldefinert
funksjon. Men nd har vi at

c
— —w =0.
/5104 o
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24.0 Introduksjon

(3) S3 0
£(6) = /0 a— iw

er veldefinert pd St. S3
c .
o= —w—+ df.
21

Det vil si at dersom vi introduserer ekvivalensrelasjonen ~ definert ved
a~ & a— = df pa vektorrommet Z'(S?) av alle lukkete 1-former p3
S1, s& har vi at

HY(SY) .= (Z}(SY)/ ~) = R.
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(det vil si w € BK(M) & w € ZK(M),w = da, a € Q" 1(M)).

e Vi definerer de Rham kohomologien til M av grad k (k > 0) som

H*(M) = ZK(M)/B*(M).

Da er HX(M) et (ikke ngdvendigvis endeligdimensjonalt) vektorrom.
e Vi lar [w] betegne klassen til w € ZX(M).

e Vi ser at w er kohomolog med w’ dersom [w] = [w'] hvilket da betyr
at W’ = w + da.
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M = Ujlle M;. Da er H(M) ~ R¥, og elementer i H°(M) er k-tupler
(ri,...,rx), der rj er assosiert til M;.

Bevis: La f € Z%(M). Da er f en glatt funksjon pd M, og kan
representeres av et k-tuppel (fi,...fx) av glatte funksjoner, der f; er en
glatt funksjon pa M;. Videre har vi at df = 0, hvilket vil si at df; = 0 for
alle j, s& det vil si at f; = r; € R, og vi har at Z°(M) = RX.

Til slutt har vi at BO(M) = ), s3 vi har at

HO(M) = Z°(M) /B (M) = Z°(Mm).
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24.1 De Rham-kohomologi

Proposition

24.2 [a M vare en glatt mangfoldighet av dimensjon n. Da er
H*(M) = 0 for alle k > n.

Bevis: Vi har at QX(M) = 0 for alle k > n. O]
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24.2 Eksempler pa de Rham-kohomologi.

Vi har allerede sett i introduksjonen at

H'(R) =0
og s3 har vi n3 sett at H2(R) = R og at HX(R) = 0 for k > 1.
Vi har ogsa sett i introduksjonen at

HY(SY) =R

og s har vi nd sett at H%(S!) = R og at H*(S') =0 for k > 1. S3 i
begge disse tilfellene er bildet komplett.
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24.3 Tilbaketrekning av kohomologiklasser

La nd f: M — N vare en glatt avbilding mellom mangfoldigheter M og
N. Vi skal nad se at f induserer en avbilding

i HK(N) — HK(M).

Vi definerer rett og slett f#[w] = [f*w]. Merk at df*w = f*dw s dersom
w e ZK(N) sd er f*w € ZK(M).
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24.3 Tilbaketrekning av kohomologiklasser

La nd f: M — N vare en glatt avbilding mellom mangfoldigheter M og
N. Vi skal nad se at f induserer en avbilding

i HK(N) — HK(M).

Vi definerer rett og slett f#[w] = [f*w]. Merk at df*w = f*dw s dersom
w e ZK(N) sd er f*w € ZK(M). Og hvis w = da, s3 har vi at

df*a = f*da = f*w, sa tilbaketrekningen respekterer kohomologiklasser,
og vi ser at ¥ er veldefinert.
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at

(i) anBeZ-(M).
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at
(i) anp e Zk+’(M).
(i) [+ dF] A [B + dg] = [a] A [B].
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at

(i) anBeZK(Mm).

(i) [+ df]A[B + dg] = [a] A [B].
Vi viser (ii):
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at

(i) anBeZK(Mm).

(i) [+ df]A[B + dg] = [a] A [B].
Vi viser (ii):

[ + df] A [B + dg]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at

(i) anBeZK(Mm).

(i) [+ df]A[B + dg] = [a] A [B].
Vi viser (ii):

[ + dfI AN [B + dg] = [(a + df) A (B + dg)]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at

(i) anBeZK(Mm).

(i) [+ df]A[B + dg] = [a] A [B].
Vi viser (ii):

[ + dfI AN [B+ dg] = [(a+ df) A (B + dg)] =

[a A B+ aAdg+df NS+ df A dg]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at

(i) anBeZK(Mm).

(i) [+ df]A[B + dg] = [a] A [B].
Vi viser (ii):

[ + dfI AN [B+ dg] = [(a+ df) A (B + dg)] =

[aANB+aANdg+df NG+ df ANdg| =

[aNBEdlanB)+d(f AB)+d(f Adg)]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

La nd M vare en glatt mangfoldighet, og la [a] € HX(M), [8] € H'(M).
Vi definerer na
[2] A 8] := [ A 8] € HF(M).

Da ma vi vise at

(i) anBeZK(Mm).

(i) [+ df]A[B + dg] = [a] A [B].
Vi viser (ii):

[ + dfI AN [B+ dg] = [(a+ df) A (B + dg)] =

[aANB+aANdg+df NG+ df ANdg| =

[aNBEdlanp)+d(f AB)+d(f Adg)] =[aApf].
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter na
H*(M) = @i_oH*(M).
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd

H*(M) = @f_oH"(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer
multiplikasjon via [a] A [3] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M.
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[a] A Bl = [a A B
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[a] A 8] = [a A Bl = [(-1)“B A
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[a] A 8] = [a A B = [(-1)“B A a] = (=1)F[B A

Erlend Fornaess Wold (Universitetet i Oslo)

De Rham-kohomologi May 11, 2020 12/12



24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

] A[B] = [an Bl =[(-1)8Aa] = (1) B Aa] = (-1)F[B] A o]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

] A[B] = [an Bl = [(-1)"BAa] = (=1)[B Aa] = (-1) B A [al,

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[e] A8l = la A Bl =[(=1)“B Aa] = (1) [B A a] = (-1)TH[B] A la],

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.

Merk at dersom f : M — N er en glatt avbilding, siden
f*(anpB)=FfaNnfpB,

sa har vi

F([a] A [8])
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[e] A8l = la A Bl =[(=1)“B Aa] = (1) [B A a] = (-1)TH[B] A la],

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.

Merk at dersom f : M — N er en glatt avbilding, siden
f*(anpB)=FfaNnfpB,

sa har vi

F([a] A [8]) = F([a A B])
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[e] A8l = la A Bl =[(=1)“B Aa] = (1) [B A a] = (-1)TH[B] A la],

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.

Merk at dersom f : M — N er en glatt avbilding, siden
f*(anpB)=FfaNnfpB,

sa har vi

Fi([e] A [B]) = Fi(fa A B]) = [F*(a A B)]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[e] A8l = la A Bl =[(=1)“B Aa] = (1) [B A a] = (-1)TH[B] A la],

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.

Merk at dersom f : M — N er en glatt avbilding, siden
f*(anpB)=FfaNnfpB,

sa har vi

Fi([] A [B]) = Fi(la A B]) = [F(a A B)] =

[ffa N 0]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[e] A8l = la A Bl =[(=1)“B Aa] = (1) [B A a] = (-1)TH[B] A la],

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.

Merk at dersom f : M — N er en glatt avbilding, siden
f*(anpB)=FfaNnfpB,

sa har vi

Fi([] A [B]) = Fi(la A B]) = [F(a A B)] =

[ffanf*B] =[ffa] A[f5]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[e] A8l = la A Bl =[(=1)“B Aa] = (1) [B A a] = (-1)TH[B] A la],

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.

Merk at dersom f : M — N er en glatt avbilding, siden
f*(anpB)=FfaNnfpB,

sa har vi

Fi([] A [B]) = Fi(la A B]) = [F(a A B)] =

[Fan FB] = [Fra] A 8] = Fila] A FA[B]
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24.4 Ring-struktur pa de Rham-kohomologi

Vi setter nd
H*(M) = @i_oH“(M).
Dette er i utgangspunktet et vektorrom over R, og hvis vi innfgrer

multiplikasjon via [a] A [5] som over, og linearitet, far vi en gradert ring
som vi kaller kohomolgiringen til M. Vi har at

[e] A8l = la A Bl =[(=1)“B Aa] = (1) [B A a] = (-1)TH[B] A la],

sa den graderte ringen er anti-kommutativ.

Merk at dersom f : M — N er en glatt avbilding, siden
f*(anpB)=FfaNnfpB,

sa har vi

Fi([] A [B]) = Fi(la A B]) = [F(a A B)] =

[F"a A 8] = [Fra] A[F*B] = F[a] A (8],
s3 1 ®f_ HK(N) — ®7_,H*(M) er en ring-homomorfi.
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