Kapittel 1

Felt 1 naturen, skalar- og
vektorfelt, skalering

Oppgave 1

To vektorer u og v er parallelle hvis vi kan skrive w = cv, der ¢ er en skalar.

2a—1b:c 1b—3a
6 4

Vektorene er altsa parallelle.

Oppgave 2
Gitt vektorene a = {a1,az,as3},b = {b1,b2,b3},c = {c1,c2,c3} og skalarene o og f.
a) Visat a-a > 0:
a-a = (a1t+ azj + ask) - (a1i + asj + ask)
= a%+a%+a§20.
b) Vis at @ - @ = 0 hvis og bare hvis a = 0:

a-a = (amt+azg+ask)- (a1i+ azj + azk)

= a%—l—a%—kagzo & a;=ag =az =0.
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c) e Visataa-b=a(a-b):

aa -

b

= (aa1t 4+ aazj + aask) - (b1t + bej + bsk)
= aa1by + aasby + aasbs

= afa1by + azby + asbs)

= a(a-b).

e Visat a- b= f(a-b):

a-fb = (a1i+azj+ ask)- (Bbii+ Bbag + Bbsk)

= a18b1 + azBbs + a3 b3
= B(aibi + agbs + asbs)
= fp(a-b).

d) eVisata-(b+c)=a-b+a-c

a-(b+c) =

(a1% + azj + ask) - ((b1 +c1)i+ (b +c2)j + (bs + 03)k>
ay(by + c1) + as(be + c2) + ag(bs + c3)

a1by + ajcy + agba + agey + asbs + ases

a1by + agbs + asbs + ajc1 + azca + ases

a-b+a-ec.

e Visat (a+b)-c=a-c+b-c

(a+b)-c =

e) Visata-b=b-a:

((ar +b1)i + (a2 + b2)j + (as + by)k) - (3 + 2 + k)
(a1 +b1)er + (ag + ba)ea + (a3 + b3)cs
ajci + bicy + ascp + bacy + ages + bses
ajcy + azcp + ages + bicy + baca + bscs

a-c+b-c

= (a1t +azj + agk) - (b1i + baj + b3k)
= a1by + agbs + asbs
= biai + bsas + bsas

= b-a.



Oppgave 3
Gitt en partikkelbane 7(t) = ro + vt der ro = {a,b,c} og v = {vy, vy, v, }.
a) Banen pa komponentform:
r(t) = (a +v.t)i + (b+vyt)j + (c + vit)k.

b) Her kan vi sette 79 = 5 = {0,1,0} og v = v,k = {0,0,v,}. Likningen for banen blir
da
r(t) =ro + vt = j + v, tk.

c¢) Vi skriver om r(t):

r(t) = (=Tt+3)i—2j+ 4tk
= 3t —2j +t(—T7i+4k)
= 7o+ vt.

Retningen er gitt ved v = —7¢ + 4k.

d) Hvis de to banene skal skjeere hverandre ma det finnes to tall ¢; og to slik at r1(t1) =
r9(t2). Dette gir tre komponentlikninger:

t1 = 3ta+1 (11)
—6t1+1 = 2to (1.2)
260 —8 = 0 (13)

(1.3) = t1 =4
11) = ty=1

23

(12) = ta=-73

Her har vi ingen entydig lgsning for t; og to, altsa skjeerer banen hverandre ikke.

e) Ved tiden ¢ = 0 gar banen igjennom punktet Py = (3, —1,5) og ved tiden ¢t = 1 gar
banen gjennom punktet P, = (—4,3,0). Vi vil finne banen uttrykt pa formen

r(t) = ro + vt.
Vi kan na sette inn for t =0 og t = 1:
r(t=0) = ro=23i—7+ 5k
rit=1) = ro+v=-4i+3j
= v = —4i1+35—19
= —4i1+35—-3t+7 -5k
= —Ti+45 -5k

= r(t) = (B=T0i+ (=1+4t)j + (5 —5t)k.
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Oppgave 4
a) Normaliser vektoren a = 31 + 25 — 4k:
oo~ % lal = /32 + 22+ (—4)2 = V29
a

- \/%_9<3i+2j —4k:).

b) Tre vektorer med samme lengde som er slik at a + b = ¢ utgjer en likesided trekant.
For a finne et uttrykk for a, b og ¢ ma vi plassere vektorene (trekanten) i et koor-
dinatsystem. Dette kan gjgres pa mange mater, men det lgnner seg & legge en av
vektorene langs en av koordinataksene. I figur 1.1 har vi valgt & plassere trekanten
slik at ¢ = 2. De andre vektorene er da gitt ved

1
1
b = §i_hj'
Vi finner h: /3
T h h 3
smg—m—T—h = h—7

og lgsningen er gitt ved

F——— -3 - - - -

Figur 1.1: Tre enhetsvektorer plassert slik at a + b = c.

Oppgave 5

Skalarproduktet av to vektorer er definert ved

a-b=|al||lb|cosb



der 0 er vinkelen mellom a og b. Vi lgser for cos 6:

a-b
cosf =
|a|[b]
a-b = —3-6-8=-17

la|] = V9+4+16=v29
b = Vi+9+4=V14

cosf = —

Denne likningen gir to mulig lgsninger: 6 ~ 147.53° og 6 ~ 212.47°. Siden vinkelen mellom
to vektorer ikke kan overstige 180°, blir riktig vinkel her 6 ~ 147.53°.

Oppgave 6

Projeksjonen ava =1+ 2j pab=1—jer
b-a, 1-2 1
N

Som vi ser av figur 1.2 kan projeksjonen av a pa b tolkes som den delen av vektoren a

som gar i b-retning.

Figur 1.2: Projeksjonen av 2 + 27 pa i — j.

Oppgave 7

Bruk hgyrehandsregelen eller definisjonen av kryssproduktet.
x| i j Kk
1| 0 k -—j
jl—-k O 2
k| 7 —
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Oppgave 8

Gitt vektorene a = {ay, az,a3},b = {b1,b2,b3},c = {c1,c2,c3} og skalaren a.

a) Vis at a X b =0 hvis og bare hvis a og b er parallelle eller hvis a = 0 eller b = 0:

Anta at a og b er parallelle. Da eksisterer det en « slik at @ = ab. Da har vi a1 = aby,
as = abs og az = abs. Dette gir oss folgende uttrykk:

al a2 as
o= _ _

b by by
La oss na se paa xb=0:
i j k
axb = a1 as ag
b b b3

= ’i(agbg — a3b2) — j(a1b3 — agbl) + k(a1b2 — agbl) =0.

Dette gir tre likninger:

a2b3 = a3b2 (14)
a1b3 = a3b1 (15)
a1b2 = agbl. (1.6)

(14) = a9 = %bg = OébQ
bs

(15) = a3 = ﬂb:g = abg
by

(16) = a1 = %bl = Oébl
by

Altsa er a og b parallelle. Hvis enten @ = 0 eller b = 0 er det opplagt at a x b = 0.
b) Visat a x b= —b x a:

ik
—bxa = —b1 —by —bg
aq a9 as
= i(—b2a3 + bgag) — j(—b1a3 + bgal) + k(—b1a2 + bgal)
= i(a2b3 — agbg) — j(a1b3 — agbl) + k(a1b2 — agbl)

= axb.
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c) Visatax (b+c)=axb+axec:

1 j k
ax((b+c) = ay az as
bi+c1 by+co bz+cs
= i<a2(b3 +¢3) —as(bs + C2)> -7 (al(bs +¢3) —as(by + C1)> +
k<a1(bg + CQ) — ag(bl + Cl)>
= i(a2bs — azby) — j(a1bs — azb1) + k(a1by — asbi) +
i(a203 — agcg) — j(a103 — agcl) + k(alcg — agcl)

= axb+axec

d) Visat (a+b) xc=axc+bxc:

i j k
(a+b)xc = a1 +bi as+ by asg-+ bs
C1 C2 C3

= i<(a2 + ba)ez — (a3 + b3)02> -3 ((a1 +b1)cz — (az + b3)C1> +

k((al +b1)ca — (a2 + b2)01>
= i(a203 — agcg) — j(a103 — agcl) + k(alcg — agcl) +
i(bgCg — bgCQ) — j(b103 — bgcl) + k(b102 — bgcl)

= axc+bxe.

e) Vis at (aa) x b= a(a x b):

i J k
(@) xb = | aay way «ag
by by b3

= i(aa2b3 — Oéa3b2) — j(aa1b3 — Oéagbl) + k(aa1b2 — Oéazbl)
= a[i(agbg — agbg) — j(a1b3 — a3b1) + k(a1b2 — agbl)

= oafa xb).

f) Visat (a xb) xc=(a-c)b— (b-c)a.
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La oss se pa den venstre siden forst:

i j k
axb = ay az as
b1 b2 b3

= 1:((121)3 — a3b2) — j(a1b3 — a3b1) + k(a1b2 — agbl)
i j k
(a X b) X c = a2b3 — a3b2 a3b1 — a1b3 a1b2 — a2b1
C1 (&) C3

= i((a:sbl —a1bz)cz — (aiby — a251)02> -
j<(a253 —agby)cg — (a1by — a2b1)c1) +

k<(a2b3 — a3b2)02 - (a3b1 - albg)cl) . (17)
Den hgyre siden ledd for ledd:

(a-c)b = (ajc; + azco + ages)b

( )

= (@101 + agea + asce3)bii +
(arc1 + agea + azes)bag +
( )

aici + asca + azcez)bsk

bici + baca + bzcz)b

( )

= (bic1 + baca + byes)agi +
(brcr + bacy + bsez)azg +
( )

bic1 + baco + bsez)ask.
Vi samler leddene:

(a-c)b—(b-c)a = i(arc1by + azceby + azesby — byicrag — bacgay — bscsay) +
J(arciba + azeabs + azesby — biciaz — bacaas — byczaz) +
k(aic1bs 4+ agscabs + azesbs — bycras — bacoag — bscsas).

En enkel opprydding her gir oss (1.7).

g) Visat (a x b) x ¢ =a x (b x ¢) hvis og bare hvis (a x ¢) x b =0.

(a x b) X ¢ regnet vi ut i deloppgave f (likning 1.7). Pa tilsvarende mate far vi

a X (b X C) = ’i(ag(blcg — bgcl) — a3(6301 — blcg)) —
J (a1(b162 —bacr) — az(bacs — b302)) +

k(al(bgcl - blcg) — ag(bQC;g — bgCQ)) . (1.8)

Setter vi likning 1.7 og likning 1.8 lik hverandre far vi fglgende



13

t-retning:
asbics — a1bscs — a1bacy + asbico = asbica — agbacy — azbsey + agbics
=  —aibscs — a1bacy + agbocy + asbse; = 0. (1.9)
J-retning:
—agbscs + asbacs + a1bacy — asbie; = —aibico + a1bacy + aszbacs — asbscs
=  —agbgcg — asbicy + arbico + agbscy = 0. (1.10)
k-retning:

asbsca — agbaca — agbicr + arbzcr = arbzcy — arbics — asbacs + azbses
=  —agbaco — aszbicy + arbicg + agbacs = 0. (1.11)
Vi kan na regne ut (a x ¢) X b:

(G, X C) xb = ’l,<(—a163 + agcl)bg — (a162 — agcl)b2> —
j<(a203 — ascp)bz — (ajcy — a201)b1) +

k((QQCg — agcg)bQ — (—a163 + CL301)b1>
Settes dette uttrykket lik null far vi likningene (1.9) - (1.11).

h) Visat (axb)xc+(bxec)xa+(cxa)xb=0:
(a x b) x ¢ regnet vi ut i deloppgave f (likning 1.7). De to andre leddene gir

(b X C) xXa = i((b;»,q — blcg)ag — (blcg — bgcl)a2> —
J ((5203 —bsca)az — (bicy — b201)a1) +

k((bQCg — b362)a2 — (bgCl — b163)a1)
og

(C X G,) xb = i<(a103 — agcl)bg — ((ZQCl — (IlCQ)bg) —
j<(a302 — azcs)bs — (azer — a102)b1> +

k<(a302 — agcsg)by — (ajes — agcl)bl>.
Summerer vi opp leddene far vi
t-retning:
aszbics — ajbges — arbaca + agbica +
agbsc1 — agbicg — asbica + asbacy +
a1bscs — agbzer — agbacy + arbaco

= 0.
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j-retning:

k-retning:

Oppgave 9

—agbscs + asbacs + arbacy — asbicy +
—agbacs + asbscy + ar1bica — arbacy +
—asbzcy + agbzcs + asbicy — arbico

= 0.

agbgco — aszbocy — agbicy + a1bsey +
asbocg — asbscy — arbser + a1bics +
aszbaco — agbacs — arbics + agbicy

= 0.

Arealet av parallellogrammet utspent av a og b er |a x b:

i § ok
axb = | 3 -1 2
~1 4 3

= i(—3-8)—j(942)+k(12—1)
= —11i— 115 + 11k

Arealet = |a x b| = v/121 + 121 + 121 = 11V/3.

Oppgave 10

Gitt tre punkter P = (-2,

Py til Pg)

Py

P

2

Figur 1.3: En trekant er halvparten av et parallellogram.

a = 4i+j—k
b = 4i+3j— 2k

-1,2), P, =(2,0,1) og P3 = (2,2,0). Arealet av trekanten er
halvparten av arealet til et parallellogram dannet av vektorene a (fra P; til P») og b (fra
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i 3 k
axb = 4 1 -1
4 3 =2

= i(—243)—j(-8+4) + k(12— 4)

= 1+47 + 8k
1 1 1 9
Arealet:§|a><b|:§\/1+16—|—6 25\/8 =5
Oppgave 11
Generelt har vi:
x = rcost
y = rsinf
r = 1/562_{_y2
0 = arctany/x, x>0,y>0

(+mhvisz <0, + 27 hvis z > 0 og y < 0).

Alternativt kan man bruke funksjonen atan2(y,x) som finnes i diverse programmerings-
sprak (f.eks. Matlab) og som er lik arctan y/z i forste og fjerde kvadrant, arctany/z + 7 i
andre kvadrant, og arctany/x — 7 i tredje kvadrant.

A

+ r
o L
+ 7 + 27

Figur 1.4: Plane polarkoordinater og enhetssirkelen.

a) Kartesiske koordinater: (6,2+v/3). Polarkoordinater:
ro= Va2+y?=+36+4-3=V48=4V3

0 = arctany/x:arctan\/g/?):%.

Punktet uttrykt i polarkordinater er (4v/3,7/6).
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b) Polarkoordinater: (3,7/2). Kartesiske koordinater:
xr = rcosf = 3cosg =0

. . T
y = rsinf =3sin—- = 3.

De kartesiske koordinatene til punktet er (0, 3). Posisjonsvektoren uttrykt i kartesiske
koordinater er 3j.

Oppgave 12

Gitt formelen for hgyden (h) som funksjon av tiden (¢) til en rakett som skytes vertikalt
oppover i tyngdefeltet:

1
h(t) = vot — 59152. (1.12)

a) Den stgrste hgyden (t,,) finner vi ved a derivere funksjonen og bestemme ekstremal-

verdiene.

Wt)=vw—gt=0 = t=-2

W (t) S P

tm = vo/g er et makspunkt for h(t). La oss sjekke dimensjonen til ¢, for sikkerhets-
skyld:
] = 2 = L
T lgl m/s?

Den maksimale hgyden er na lett a regne ut:

2 2 2
v _Lwvw _w_ 1w

b = h(tm) = 2 — g Yo
(tm) g 2°¢* g 2g

Dimensjonen blir
[hm] _ ’U_g] _ m2/522
lg] — m/s

=m.

b) Vi innferer to nye dimensjonslgse parametere (variable):

h

o= h=hhy
he

* t *

t = — = t=tty.
tn
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Insatt i likning 1.12 gir dette:
h*hm

h*

h*

1
Vot — 5915*2151211

vot*tm 1 gt t2

he 2 hy
2
vot*%o 1 t*2;—3
12 2971
29 29
2w — ¢

Figur 1.5: Funksjonen h* = 2t* — t* .



18

Felt i naturen, skalar- og vektorfelt, skalering




