Kapittel 10

Feltlikninger for fluider

Oppgave 1
Gitt et to-dimensjonalt strgmfelt
v = —wyt + wrj.

a) Den konvektive akselerasjonen for et to-dimensjonalt felt er gitt ved

v-Vvo = v a—v—i-v v
- T ox Yoy
= —wywj + wx(—wi)
= —w2(ac'i—|—yj).

b) Bevegelseslikninga (Euler-likninga):

ov 1
E—i—v-Vv-—;Vp—Fg.

Feltet er uavhengig av tiden og trykkraften er den eneste kraften som virker slik at

0
(9_175) = 0 og g = 0. Bevegelseslikninga forenkler seg til

. . 1
—w? (m + y_]) = —;Vp
og trykkgradienten blir
Vp = pr(ac'L' + y_])
Trykket finner vi ved & skrive ut trykkgradientens komponenter

dp.  Op

op - 2 . .
5T 8y] pw”(zi + yj).

Dette er ei vektorlikning med to likninger for & bestemme p:

) 1

% =ptz = play) = Hpwa? + fiy)
o _1 2
il p(z,y) = 5pwy” + fo).
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96 Feltlikninger for fluider

For & fa en entydig p ma vi velge

1 1
fily) = gpw2y2 +C, folx)= §pw2x2 +C

slik at det generelle utrykket for trykket blir

1
p(z,y) = gpoﬁ (2® +¢?) + C.

Trykket i origo skal veere lik po: p(0,0) = C = py slik at

1
p(z,y) = §pw2 (z® + y*) + po.

Oppgave 2

Prisen per kilo for et parti laks er gitt ved formelen
P=40+5-10"2z — 10¢.
a) Endringen i verdien per tid av laksen er gitt ved den partikkelderiverte til P:

DP 0P .
- = v
dt ot
Hastighetsfeltet kan skrives som v = 600z der 2 er en enhetsvektor i retning sgrover
fra Trondheim. Vi far da

-VP.

oP
— = -10
ot
oP
v VP = 6003—:600-5-10_2:30
T

og endringen i prisen per dggn per kilo blir

pr_ 104+ 30 = 20
dt -

b) Prisendringen pa grunn av alder er gitt ved den lokalderiverte av P med hensyn pa

tid: — = —10. Prisendringen pa grunn av forskjell i markedspris er gitt ved den
konvektivt deriverte: v - VP = 30.

DP
c) For at laksen ikke skal avta i verdi ma — > 0, dvs.

dt
P
v-VP > —8— = 10.
ot
La v, veere (gjennomsnitts)hastigheten til traileren. Vektorfeltet kan da skrives som
vV = v, Og
v, -5-1072 > 10

vy > 10-571.10%

v

Vg 200.

Traileren ma altsa kjgre i minst 200 km per dggn for at verdien av laksen ikke skal
avta.
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Oppgave 3

Et punktvirvelfelt er gitt ved

Ay Ax
2 2, .2
Ve =g V=g, TT=0 + -

a) Den konvektive akselerasjonen er gitt ved

a = v-Vv
= va—v—l—va—v
- Yoz Yoy
Ay[Ay-Z:U, A($2+y2)—A$-2$,:|
= T2 i 1 J
r r r

Az [—A(ﬁ +42) + Ay - 2y, Av- 2y3}

rd rd

A2 22y + 23 —ay? . Y3 —ya? 4 222y .
3 r3 K r3 J

AQ _I(JEQ + y2)

2, .9

_ Loyt +y0) .
= N v+ -3 J}

ATz . .
= ——= —z+g_7

r3 | r r
B AZr
- r3r

b) Sentripetalakselerasjonen ma ha retning normalt pa en sirkelbue inn mot origo. Ret-
ningen til @ er —r som peker inn mot origo.

c) Trykkgradienten kan finnes fra Euler-likninga:

0 1
—v+'v-V'v:——Vp+g.
ot P

Feltet er stasjonaert (uavhengig av tiden) og det er ingen ytre krefter som virker inn.
Euler-likninga forenkler seg da til

v-Vv = —=Vp
p
A? 1
A g,
rs r p
A’ r
Vp = p—5-—.
rdr

Vektoren r kan vi uttrykke i polakoordinater som r = r¢,. Gradientvektoren i po-

larkoordinater er 5 5
D . 10p .
Vp=— ——19.
P=o7 D"
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Vi far fglgende likninger for lgsning av p:

op A o 11
Berl = )=t (= 55 ) +10)
10

?agzo = p=pr) = [fO=C

Med betingelsen om at trykket uendelig langt fra origo er py far vi p(r — oo) =
po = C = pg og trykket blir

) =m0 25
r)=p)— —5.
P PO 9
Oppgave 4
Gitt hastighetsfeltet
T 2y 3z
= ) | — k. 10.1
YTt T T (10.1)
Den lokale akselerasjonen:
ov z . 2y 3z

o - T axor Tasort

1 . .
= —(1 e [az'L+2y_7 — 3zk].

Den konvektive akselerasjonen:

(%+ (9'1)+ Ov
Vp=— + Uy + vy —
T Oz Yoy 0z
x 1 . 2y 23 3z 3k
1+t14+t 1+t14+t 1+t 1+1¢

v-Vv =

1 . .
= e [:m +4y3 + 9zk].

Oppgave 5

Gitt et hastighetsfelt:
v = axt + 2ayj — 3azk, a>0.

a) Strgmmen til en inkompressibel vaeske ma veere divergensfri:
V-v=a+2a—3a=0.
b) Feltet er stasjoneert slik at akselerasjonen er gitt ved den konvektive akselerasjonen.

1
Det nye feltet er identisk med feltet i likning 10.1 hvis vi setter a = 71 Vi har da

regnet ut den konvektive akselerasjonen for:

a= aQ[mi—i—élyj +9ak].
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c¢) Euler-likninga for et stasjonaert felt som ikke er pavirket av ytre krefter:
1
v-Vv = —-Vp
p
Vp = —pv-Vov
= —pa’ [azz + 4y + 9ak].

Sterrelsen til trykkgradienten:

IVp| = pa®/x2 + 162 + 8122.
Retningen:
- [m + 4dyj + 9zk].
Oppgave 6
Vi har gitt et to-dimensjonalt hastighetsfelt
Q, . .
v= ﬁ(m +y3)

der @Q er en konstant.

a) Vi har en strgm for en inkompressibel veeske dersom divergensen er null:

_ 0 x 0 Y
Voo = Q8x<m2+y2>+Q3y<x2+y2>

22 +y? -2 -2 24+ =2y
(2% +9°)? (2% +9°)?

= @Q

4

= Q
= 0.

r

Strgmlinjene finner vi fra likninga v x dr = 0, som blir v, dy = v, dx:
%x dy = %y dx.
r r

Denne differensiallikninga er separabel, for vi integrerer forkorter vi s& mye som
mulig og sgrger for at alle x’ene er pa samme side som dx og alle y’ene er pa samme
side som dy:

idy = idm
Inlyf = Injz|+C
y| = emlalC

_ Chnlal
y = Ax

Strgmlinjene er altsa rette linjer som gar gjennom origo. Retningen avhenger av
fortegnet til konstanten Q).
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b) Massestrommen er gitt ved integralet

M:/,o'v-nda

der n er normalvektoren til flaten o. Pa en sylinderflate er n = i,.. La oss uttrykke
vektorfeltet i polarkoordinater:

Q, . N )
v = ﬁ(m +yj) = ﬁmr = ?zr.
Massestrgmmen blir dermed

M = /pgir-irda

o T
= pg/da
/rO'
9,
r

der A er arealet til sylinderflaten: A = 27rh (h er hgyden til sylinderen).
M = pQQﬂ'Th
r
= 2mpQh.

c) Akselerasjonen for en vaeskepartikkel i feltet er gitt ved den konvektive akselerasjonen
siden feltet er stasjoneert.

e,
@ = vm&r Uyay
2,2y _ . —Ou -
_ %x[Q(m —i—yr)4 Qx 2xi+ inl ij}
L@ [—st?y Qz* +y°) —Qy-2y ]
2 A A

o x? 492 yx2+y2j
- L i +)
Oppgave 7
For en inkompressibel vaeske i en stasjoneer strgm har vi
V-v=0 og 8_1; = 0.

ot
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Massestrgmmen 1 A:

My = /pv-nda, v-n=U

= pU/da

= pUA.

Massestrgmmen i a:

Ma:/pv-ndJ:pUaa
g

der U, er stromhastigheten i a som vi gnsker a finne. Siden vi har en inkompressibel vaeske
ma det stromme like mye gjennom A som a:

My = M,
pUA = pUja
A
= U, = U—
a

Vi gnsker na & finne trykket i a. Hvis vi fglger en strgmlinje fra A til a vil H fra Bernoullis
likning veere konstant og vi far

1 1(UA\?
D024 = &%——(—) + 9z
p 2 a

p 2
1 1 A?
= —pU? — ~pU? =
Pa Po+5p 5PV 3
1 A?
= p0+§pU2|:1——2:|

Oppgave 8

a) Massestrgmmen i a:

/pv-nda:pU/da:pUa.

Massestrommen i b (et av rgrene):

/pv-ndJ:pUb/daszbb.

(e

Vi har en inkompressibel vaeske s massestrgmmen méa vaere konstant:

pUa = 2pUpd

Ua

U= g
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b) Vi folger en stromlinje fra a til b (et av rgrene):

2
Do 1 5 Py 1/Ua
D4y N T el
p+2 + gz p+2<26 + gz
1 1 U?a?
= —pU? — =
1 a?
= —pU? |1 — —|.

Oppgave 9

a) Hvis vi bruker Bernoullis likning pa en strgmlinje fra overflaten av vannet (O) til
tappestedet (P) far vi:
po 1o pp 1,
— 4+ -vg=—+-vp—gh
+ 5 P + 5 P—4

der vi har lagt nullpunktet for hgyden langs vannets overflate. Vi antar na at trykket
ved P er tilnzermet lik lufttrykket ved vannets overflate (pg) og at stromhastigheten
ved overflaten (vy) er mye mindre enn strgmhastigheten i regret (vp) slik at vy <
vp = vy ~ 0. Bernoullis likning forenkler seg dermed til

1
0 = §v123—gh

vp = 2gh.

b) Vi fglger na en stromlinje gjennom rgret fra det hgyeste punktet (A) til tappestedet
(P). H er konstant og vi far

AL gth—H) =P 22 g,
gtk —g(h = H) =D ik —g

Siden massestrgmmen er konstant ma v4 = vp (vann er inkompressibelt og tverr-
snittet i roret antas konstant) og likninga over forenkler seg til

pa = po—pgh+pg(h—H)
= po— pgH.

c¢) Vi har at lufttrykket er gitt som pg = 1.01325 - 105Pa. Vi gnsker at trykket i A
(pa) ikke skal bli lavere enn vannets damptrykk pa 2.335 - 103Pa. Vi ma altsa lgse
ulikheten p4 > 2.335 - 103Pa:

= po—pgH > 2335.10°Pa

H

IN

p—lg(po —2.335 - 10°Pa)

1
— (1.01325 - 10°Pa — 2.335 - 10°Pa)
Py

H

IN

1
H < 9.899-10*Pa —.
pg
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Oppgave 10

Fra oppgave 9.8 har vi strgmkomponentene til en strgm omkring en sylinder i polarkoor-

dinater

Ur

Vo

2
U[l—a—Q] cos 6
r

2
-U [1 + a_Q} sin 6
r

der v = v,1, + Vyig og a er radius til sylinderen. La oss kalle et punkt pa sylinderflaten for
A og et punkt langt oppstrgms fra sylinderen for B. Fglger vi en strgmlinje fra A til B vil
‘H fra Bernoullis likning vaere konstant og vi far

p—;—i——vi—i—gz: — + svp F g2 (10.2)
I punktet A:
v(r=a) = 0
vg(r=a) = —2Usin6.
I punktet B:
r>a = v, =Ucosf, wvy=—-Usinf
=0 = v, =U, v9=0
bB = Po
Innsatt i likning 10.2 gir dette
% + %(—2Usin9)2 — % + %UQ

pA

1
po + §pU2 —2pU?%sin? 6

1
po+ 50U [1 — 4sin? 9].



