Kapittel 2

Gradientvektoren, vektorfelt,
stromlinjer, feltlinjer

Oppgave 1
Gitt funksjonen f(x,y, z) = 2%y + 22x. Vi regner fgrst ut de partielt deriverte med hensyn
pa x, y og z:
of 2 of _ 5 of
P Ty + 27, 2y x“, gy ZT
De dobbeltderiverte blir na
0% f *f
dwoy ~ " 0z02
O f 0% f
=2 = 2z.
Oyox “ 020x :

Oppgave 2

Taylor-approksimasjonen av fgrste orden til en funksjon f = f(x) om punktet xg er gitt
ved

Ti(z) = f(xo) + f(w0)(z — x0).
For funksjoner av to variable, g = g(z,y), om punktet (z¢,yo) har vi
Ti(z,y) = g(z0,yo) + gx(z0, o) (x — x0) + gy (0, Y0) (¥ — Yo)
der g, og g, betegner de partielt deriverte av g med hensyn pa henholdsvis = og y.

a) f(z)=sinz, zy=0, [f'(z)=-cosz.

Ti(x) = sin0+cos0-(x—0)
= 0+1-2
= x.

b) f(x)=cosz, x9=0, f'(z)=—sinz.

Ti(z) = cos0—sin0-(x—0)
= 1-0-2
= 1
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z9=0: Ti(z) = 4+2-0-x—0)
= 140-(z—0)
=1

ro=1: Ti(z) = e +2-1-el(z—1)
= e+2e(z—1)

= e(2x—1).

d) f(z) =sinyz, x9=7% f'(z)= %x_% cos /.
Ti(x) = sinm+ %(772)_% cos m(x — )

= 0+ %%(—1)(56 — %)

1
= —%(CE — 7).

e) g(z,y) =sinxzcosy, (xo,y0)=(0,0), g, =cosxcosy, gy, = —sinxsiny.
Ti(z,y) = sin0cos0+ cos0cos0(z —0) —sin0sin0(y — 0)
= 0+1-(x—0)—0-(y—0)

= XT.

f) g(z,y) = ay® — e,  (mo,y0) = (1,—1), g, =y>— e, g, =2zy— "V,

Ti(z,y) = 1-(=1)? =4 (1) = -1+ (2-1- (1) =)y +1)
= 1-140-D@-1D+(=2-1y+1)
= —3y—3.
Ty
g) g(x,y) = Tra2 42 (z0,y0) = (—1,2).
99 y(+2’+y?) —ay-20  y—aPy+y°
ox (1+.7]2+y2)2 (1+m2+y2)2
g B x(1+x2+y2)—xy-2y_ m—xy2+x3
Ay (1—|—x2+y2)2 (1+x2+y2)2
-2 2—248 —14+4-1
T = N4+ —— " (y—2
1(2,y) TTiaa T 5g @t (-2
1 2 1
= 4 @4+ —(y—2
gt )+ gu-2)
dor +y—4
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Oppgave 3
Taylor-approksimasjonen av andre orden til en funksjon f = f(x) om punktet xg er gitt
ved 1
To(z) = f(wo) + f'(@o) ( = w0) + 5 f" (w0) (2 — o).
a) f(x)=sinz, zy=0, f[f'(z)=cosz, f[f"(z)=—sinz.

Tr(z) = 0+1-(x—0)+%-0-(x—0)2

= X.

b) f(¢) =cosz, x9=0, f'(x)=—sinz, f"(z)=—-cosz.

To(x) = 1+O-(.%'—0)+%(—1)(.%’—0)2
= 1—1562.
2
O f@) =tz w=2 f@)=1, f@)=-

Oppgave 4

Vi fglger hintet og rekkeutvikler teller

2 23

1 Do 4+ 2 4.
nz+1) ==z 5 T3t

0og nevner
: z?
sme = — —/—+---

6

Sa utfgrer vi en polynomdivisjon og beholder kun ledd til andre orden

x x 2

Sa kan vi sette inn verdien z = 0.01

log(1.01)

- ~ 0.99505.
sin(0.01)

Legg merke til at det er ngdvendig & rekkeutvikle bade teller og nevner til tredje orden
for at sluttresultatet skal bli ngyaktig til andre orden, det skyldes at rekkeutviklingene til
bade teller og nevner starter med ledd av fgrste orden.
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Oppgave 5

Gradienten til et skalarfelt 5, ogsa kalt gradientvektoren, er definert ved

05, 05 08
Vi = ax'H— 6y'7+ azk'

Vi skal i denne oppgaven benytte oss av r-vektoren:
r=xi+yj+zk, |r|l=r= (:Uz—i—yQ—i—zQ)%.

a) B=a®+xy+ 2%

B
% _ .
oy
B
& = 2z

= VB = (2e+y)i+azj+2zk.

b) B = e+,

6/8 — e—(xy—f—z) . (_y)

Oz
08 _  ~ay+2)
ay = ¢ ( .YJ)
o8 ~(ay+2)
i zy+z) (1
% € (1)
= VB = —e @) (yi+aj+k).
c) B=+22+y>+ 2%
6_5 B 2x
Oz 2¢/x? 4 y2 + 22
98 _ 2y
dy 2\/ 22 + y? + 22
% B 2z
0z 222 + y2 + 22
1 T
= v = - ﬂj'l:—{— .+Zk = —.



Vo= +1y2+z2‘ = @yt )
% = —%(ﬂ:Z—l—yQ—l—zQ)_%-Qx
% = —%(m2+y2—|—22)_%-22
= VB = @4yt 4+ ity + k) = -

¢) B=B(r), r=(a?+y*+ 22

= VB = %%(m‘jtyjjtzk):%;

Vi kontrollerer ved a sammenlikne resultatene fra deloppgavene c) og d):
c) B=r = Vp=1-

d)ﬁ:% = VfB=-

Oppgave 6

Gradienten til et skalarfelt 8 er definert ved

05, 05 08
Vi = ax'H— 6y‘7+ azk'

a) VB =yzi + xzj + zyk:

0
a_i = yz = B(r,y,2) =xyz+ f1(y, 2)
% = zz = fBz,y,2) = 2yz+ fa(x, 2)
0
a_f = Ty = 5(£C,y,2) =$y2+f3(55ay)

For a fa en entydig 8 ma vi velge fi1 = fo = f3 = C' (= konstant) slik at

B(z,y,z) = zyz + C.
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b) V3 = cos(yz)i — zzsin(yz)j — xysin(yz)k:

g_i = cos(yz) = p(z,y,2) =zcos(yz)+ fi(y,=z)

g—g = —azsin(yz) = B(z,y,2) = zcos(yz) + fa(w,2)
op .

% = -y Sln(yz) = ,8(.%', Y, Z) = .%'COS(yZ) + fg(.%', y)

Entydig 5 krever f1 = fo = f3 =C
B(x,y,z) = xzcos(yz) + C.
c) VB=—e"i—eYj—e "kt

% = —e7 = ﬁ(x’y’z) :e_$+f1(y,z)

ox
0
G = e = Bl = o)
0
Woo et = By = Sy,
Her ma vi velge funksjonene f1, fy og f3 slik at
fily,z) = eV+e7+C
fo(x,z) = e*+e*+C
f3(zy) = e +eV+C
= Blx,y,2) = e 4+eV+e*+C.
Oppgave 7
Definisjonen av gradientvektoren av en skalarfunksjon 3 er
_ _ﬁ 9.+ 9.
VB = + 8 + 9%
a)
0 0 0
Vietp) = 5 (a+p)i +8—(04+5) +o-(a+ Bk
_ o, o, Odap OB, OB, 0B,
T D ”a Ftaet oyt T ok
= Va+Vp
b)
V() = (eBli+ (Bl + o-(ch)
) y
0B 9B . s
= caxz—i-cayj +C@zk
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der Ty og R er konstanter og r = (xQ +y2+ 22)

a)

V(as) = goad)it 5 @0+ 5ok

= (@reea)ie (o red)i (oo v o)

_ (0, 00, 0aN (05, 05 05,
= B( x'L+ y_7+ zk>+a<8 +8 +8 )

0 0 0
= pBVa+aVp
d)
1 o (1\. o(1\. O0/[1
() = w6 a )G
_ 195, 196, 198
- B20x ﬁ28 B2 0z
_ 1 (oB, 9B, 9B,
- _52<3 "y’ +az>
_ 52v5
Oppgave 8
Vi har gitt temperaturmodellen
T:%? (2.1)

1/2

Vi regner forst ut temperaturgradienten i et vilkarlig punkt:

1
VT = V(T()%) = TORV<;>.

Den siste likheten far vi fra oppgave 8b. Fra oppgave 5d far vi fglgende resultat:

1 r
V(?) =3

som gir oss temperaturgradienten

ToR
vr— TR,
r
Ved jordoverflaten er r = R og
To
VT = —ﬁ’r.

Retningen er her —r, dvs. fra jordoverflaten og inn mot sentrum av jorden, mens
stgrrelsen blir

To To
IVT| = palrl =+

MERK: Oppgaven spgr om retning, men ikke om retningsvektor med enhets lengde.
Det er derfor valgfritt om vi angir retningen ved en vektor med vilkarlig lengde.
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b) Vi skalerer T' med temperaturkonstanten 7 og r med avstandskonstanten R. Da far
vi to nye dimensjonslgse variabler:

=T =g
Vi kan na sette T'= T*Ty og r = r*R inn i likning 2.1:
R
Ty = Ti
0 R
" 1
r
Oppgave 9
Et fjellpass er beskrevet ved
a
h(z,y) = ho + B2y (2.2)

der hg, R og a er konstanter.

a) Heoydekonturene finner vi ved a sette h(z,y) = C' = konstant:

a

C = ho—l—ﬁxy
—h

Ty = ¢ O R2.
a

Hvis C = hgy har vi at zy = 0 som gir z = 0 og y = 0. Bade z- og y-aksen er altsa
hgydekonturer. Hvis C' # hg har vi:

o pChel

a X

Forx =Rogy=R:

C—h
R=— °R = C=hy+a (=1450m)
For x = Rogy=—R:
C—h
~R= aoR = C=hy—a (=950m)

0.S.V.

b) Gradientvektoren peker mot stgrre verdier av skalarfunksjonen:

oh .  Oh .

Vh = %l+a—y

(yt + 7).

a
T R?
Sterrelsen til gradientvektoren sier hvor bratt stigningen er:

a
|Vh| = ﬁ\/aﬂ + 12

Stigningen er altsa like bratt pa sirkler med sentrum i origo og det blir brattere jo
lenger vekk fra origo vi kommer.
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Figur 2.1: Konturlinjene til fjellpassmodellen (2.2)

c) Det er mange mater a lgse denne oppgaven. En opplagt mate er a innfgre nye di-
mensjonslgse variabler:

= — €T = — = —.
ho’ R YR
Vi kan na sette h = h*hg, = 2*R og y = y*R inn i likning 2.2:
* a * *
h*ho = ho+ Yook Ry*R
a
= 14+ —z*y".
ho

Brgken a/hg er dimensjonslgs siden bade a og hg har dimensjon meter. Vi markerer
dette ved a innfgre a* = a/hg slik at den dimensjonslgse likningen blir

K =1+a"z"y".

En bedre mate er a innfgre

pro b «_ T [a «_ Y [a
= — xr = — — = — —_—.
ho’ R\ e Y TR\ h

Da oppnar vi at konstanten a blir borte slik at den dimensjonslgse likningen blir
h* =1+ z"y".

En enda bedre mate er a innfgre

profzhe 2o Y
a R’ R’

Da oppnar vi at bade konstanten a og konstantleddet blir borte slik at den dimen-

sjonslgse likningen blir

*

h = x*y*.
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Oppgave 10

a) v=ai+bj, u=a, v=h.

udy = wvdr
ady = bdx
/ady = /bd:ﬂ
ay = br+C
y = éx—i-C.
a

(C er en vilkarlig konstant = C/a = C.)
b) v =ayi + bxj, u=ay, v=bx.

udy = wvdzr

aydy = bxdx

/aydy = /bxdm

1 1
—ay? = -2*+C
2
b
v = -2 +C
a
b
y = +/-22+C.
a
Hvis a er negativ far vi
b
Vt+a?=C, a=-=->0
a
og strgmlinjene blir ellipser med sentrum i origo.
c) v=ait+brj, u=a, v=obx.
udy = wvdzr
ady = brdx
/a dy = /bx dx
L o
ay = =bx*+C
2
b
y = —z?+C
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Figur 2.2: Konturlinjene C' = —8, —6,...,6, 8 til vektorfeltet v = ai + bj der a = b = 1.
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Figur 2.3: Konturlinjene C' = —15,—5,0, 5, 15 til vektorfeltet v = ayi+ bxj der a = b = 1.
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Figur 2.4: Konturlinjene C' = —4,—2,0, 2,4 til vektorfeltet v = ai + bxj der a = b = 1.

Oppgave 11

Gitt vektorfeltet

y y . .
T TR+ T2yt

Vi finner som vanlig strgmlinjene ved a sette inn i formelen u dy = vdx. Fgr vi integrerer
ma vi huske pa & forkorte sa mye som mulig.

cy cx
dy = d
21y 212
—ydy = xdx
—/ydy = /xdm
Lo 1,
QY = 5T +C
2?4+ = 20

Strgmlinjene blir sirkler med sentrum i orgio.
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Oppgave 12
La oss forst finne v uttrykt ved hjelp av j3:
i 3 k
wekxVi=| 0 0 1|=_98;, 95
98 98 | oy ox
ox y
Strgmlinjene er gitt ved likningen
udy = wvdzr
LBy = 9B
oy - Oz
op ap
—d —d 0
3 T+ 9y

Venstresiden over kjenner vi igjen som df, tilveksten i 8. Hvis tilveksten i 8 er null ma
veere konstant. Strgmlinjene til vektorfunksjonen v er altsa gitt ved

B(x,y) = By = konstant.

Oppgave 13

Vi har gitt et hastighetsfelt

v = 2kxt + 2kyj — 4dkzk, k> 0.

a) I zz-planet har v komponentene u = 2kx og w = —4kz. Likningen for strgmlinjene
blir
udz = wdx
2kxdz = —4kzdx.

Fer vi gar lgs pa integreringen, ma vi forkorte sa mye som mulig og sgrge for at alle
uttrykk med z er pa samme side som dx og alle uttrykk med z er pa samme side

som dz.

rdz = —2zdx

ldz = 2 dx

z x

/ldz = —2/ldx

z T

Inz = 2lnz+C

Jnz _ —2la+C
L — e’ O
z =
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Figur 2.5: Konturlinjene C' = —25, —10, —1,0, 1, 10, 25 til vektorfeltet v = 2kxi —4kzk der
k=1.

b) Det er tre mater strgmmen kan veere aksesymmetrisk pa: om z-aksen, om y-aksen
eller om z-aksen. Strgmstyrken i zy-planet er gitt ved:

lv| = Vu2 4+ 02 = \/Ak222 + 4k2y? = 2k+\/22 + 2.

Vi har samme strgmstyrke pa sirkler med sentrum i origo. Retningen er gitt ved
v = 2k(zt 4+ yj) = 2kr. Vi har altsa symmetri om z-aksen.
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Figur 2.6: Vektorfeltet v = 2kxi 4+ 2kyj er symmetrisk om z-aksen.



