Kapittel 4

Vektorfluks og sirkulasjon,
divergens, virvling,
stromfunksjonen

Oppgave 1

Gitt et vektorfelt
v = ut +vj + wk.

Divergensen til v er definert som

B ou Ov Ow

V'U—%ﬁ-a—yﬁ‘a

og virvlingen er gitt ved determinanten

N §’|Q: B
e Qos.

val

g Yo

a) v =y’ + xy?235 + 29?23k,

Divergens:
Vv =922 + 2zy23 + 3xy?22
Virvling:
7 J k
0 0 0
Vxv = G By 92

[
[
[

vy’ xy?d wy?s
= (Qxyz?’ — 3xy222>i — <y223 — 3:Uy222)j + (y2z3 — 2:Uy23>k.
b) v = e¥%i + e"*j + e"Vk.

Divergens:
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Virvling:

| &

J
9
Oy

Q

&

1

_ el

Vxov = 3z
evz Tz

e e

= (xexy — xem)i — <ye$y — yeyz>j + (zem — zeyz)k.

¢) v=e""i+sin(zy)j — cos(z?)k.

Divergens:
V.v=2z" +u cos(zy) + 2zsin(2?).
Virvling:
2 J k
o) 0 o)
Vxv = 8_12 3y 9z
e”" sin(zy) cos(z?)
= ycos(zy)k.

d) v=(z+y+2)%+ Lk

Divergens:
v 2w +y+2) —
cv=2(x z)— —.
Y 22
Virvling:
1 ]k
0 0 0
Vxov = oz 9y 0z
(z+y+2?* 0 =
X . Yy .
= Jt- (; —Q(x—i-y—l-z))g —2x+y+2)k.
Oppgave 2
Upz?

a) v=u(z)i, u(z)= 0<z<h, Uy=konstant, h = konstant.

h2 "’

Vi antar at problemet er to-dimensjonalt i zz-planet.

Divergens:
ou  Ow
Viv=—+—=0
Y= bz * 0z
Virvling:
A
u(z) 0 0 &
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Upz?

Figur 4.1: Vindprofilet til v = 5z "

Strgmfunksjonen ¢ (x, z) finner vi ved a lgse likningssystemet

oY
- = _ 4.1
o u (4.1)
oY
Fra (4.2) far vi
9
9 0 = Y=vY()
Vi setter inn for w i (4.1) og integrerer:
6_’[/1 _ U022
0z h?

Siden v her er en funksjon av bare z far vi en integrasjonskonstant C' i stedet for en
funksjon f(z). Strgmlinjene finner vi ved a sette 1 = 1)y = konstant:

.3 —3h*(¢o — C)
Uo

= (C® (Brgken er konstant)

= z = C.

Dette gir rette horisontale linjer (se figur 4.2). Volumstrgmmen er gitt ved

Q:/J'v-nda
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w
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w
©
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o
o

Figur 4.2: Strgmlinjene til v = u(z)? er rette horisontale linjer.

der n = 1 er en normalvektor til snittet (se figur 4.1). v -4 = u(z) slik at vi far

Q = A%@Mz

Vi skal til slutt vise at volumstrgmmen er lik differansen i strgmfunksjonens verdi
mellom bakken og z = h:

Q = ¥(==0) - ¥(z=h)

= Ctgah’—C

1
= ZUoh.
340

z+h

b) v =u(2)t, u(z)=Upln < ), 0<z<h, Up=konstant, h = konstant.

Vi antar at problemet er to-dimensjonalt i zz-planet.

Divergens:
ou  Ow
Vv=—+—=0
Y= o * 0z
Virvling:
i J k 9
u . Up .
Vxv=| 2 0 2 |="j= J.
oz 0z
w(z) 0 0 0z z+h
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h
Figur 4.3: Vindprofilet til v = Uyln (Z il )’L

h

Strgmfunksjonen ¢ (x, z) finner vi ved a lgse likningssystemet

W _
0z
W o_ oy
oxr
Fra (4.4) far vi
oY B

Vi setter inn for w i (4.3) og integrerer:

6—1/} = —Upln <z—}:h>

0z
= YP(z) = —Uo/lnudz
der " p )
z+ U
U = o il dz = hdu.

Videre blir strgmfunksjonen
P(z) = —Uoh/lnudu
= —Uyh [ulnu— — ]+C

= —Uoh[u 1nu—1] +C

= ~Uo(z+h) {m <“h'h> —1} +C.
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Vi har her brukt substitusjon og delvis integrasjon til & lgse integralet. Siden 1 her er
en funksjon av bare z far vi en integrasjonskonstant C i stedet for en funksjon f(x).
Strgmlinjene finner vi ved & sette ¥ = 1y = konstant. Siden ¥ = 1 inneholder kun
en variabel, z, og resten konstanter, far vi at z = konstant som gir rette horisontale
linjer som i oppgave a (se figur 4.2).

Q:/Uv-nda

der n = % er en normalvektor til snittet (se figur 4.3). v - ¢ = u(z) slik at vi far

Volumstrgmmen er gitt ved

Q = /Ohu(z)dz
_ U0/0h1n<z;gh>dz
e [in(252) |

0

= 20Uph(In2—-1) — Uph(In1 —1)
= Uoh(2In2—-1).

Vi skal til slutt vise at volumstrgmmen er lik differansen i strgmfunksjonens verdi
mellom bakken og z = h:

Q = ¥(z=0)—y(z=h)

= —Uoh[ln (%) —1] —|—C'—|—U02h[ln (%) — 1} - C
= Uph+2Uph(In2 —1)
= Uph(2In2-1).

Oppgave 3
v = azr’i+o(z,y)j
ou Ov ov
vo= L opp Y
AV ) I + ay ar + 3y

Skal feltet veere divergensfritt ma

0
an—l—a—z =0

ov

a_y = —2azx.

Vi integrerer med hensyn pa y:

o(w,y) = —2azy + ().



43

Feltet er na divergensfritt for et hvert valg av f(z). Videre i oppgaven skal vi begrense oss
til tilfellet v(0,0) = 0, da ma vi velge f(x) =0, slik at

Strgmfunksjonen ¢ (x,y) kan vi finne fra likningene

Dette gir

R
(15): 5
R
(46): o

vV =ax

oY
dy

i
ox

—CL,I2

—2azxy

1 — 2axyj.

U(z,y) = —az’y + fi(z)

= Y(z,y) = —az’y + fo(y).

For a fa en mulig v ma vi velge fi(x) = fa(y) = C, og strgmfunksjonen blir

U(z,y) = —az’y + C.

Strgmlinjene finner vi ved & sette ¢ = q:

Y

_C—o

ax?

C

z2’

w

\
\

1

-3

o

T

=
j

D

—1

(4.5)

(4.6)

Figur 4.4: Vektorfeltet v = ax?i — 2axyj med strgmlinjer for @ = 1. Strgmlinjen som gar
gjennom origo og langs y-aksen er markert med litt tykkere linje for & understreke at her
er hastighetsfeltet lik null v»(0,y) = 0.
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Oppgave 4

Vi skal finne volumstrgmmen til vektorfeltet
v =3zt + yJ

gjennom et rektangel med sentum i origo og sidekanter Az og Ay (se figur 4.5). Vo-
lumstrgmmen er definert som

AQ:/v-nda

der o er den samlede overflaten til sidekantene og do er et lite flateelement med normal-
vektor n. Vi deler opp rektangelet i fire deler:

AQ = 'v-nda+/ v-nda+/ 'v-nd0+/ v - ndo.
AB BC cD DA

Y
A

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figur 4.5: Et rektangel med sidekanter Az og Ay. Vi antar at tykkelsen er lik en.

AB: n=4, x=Ax/2, do=dy-1:

Ay/2 Ay/2
A
/'u-nda: / 3xdy:3Tx / dy:gAxAy.
AB —Ay/2 —Ay/2

BC:n=j3, y=Ay/2, do=dx-1:

Az /2 Az/2

/’U-’ndU: /yd:v:% / d$:%A$Ay.

BC —Azx/2 —Azx/2
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CD: n=—i, x=-Ax/2, do=dy-1:

Ay/2 Ay/2
A
/'v-nda = / —3zdy = 3Tx / dy = gAasz.
CD —Ay/2 —Ay/2

DA: n=—-j, y=-Ay/2, do=dzx-1:

Ax/2 Ax/2
A 1
/'v-nda = / —ydr = 72/ / dr = §A:UAy.
DA —Azx/2 —Azx/2

Legger vi sammen disse leddene far vi

AQ = 4AxzAy.
Volumstrgmmen per arealenhet blir
AQ
pu— p— 4
@ AxAy

Vi kontrollerer ved & beregne divergensen:

ou  Ov
dr Oy
For at en strgmfunksjon skal kunne eksistere ma vi ha et to-dimensjonalt divergensfritt
felt. Divergensen er her 4, altsa eksisterer det ikke noen strgmfunksjon for dette feltet,
men vi kan alltid finne strgmlinjene ved

udy = wvdr
3xdy = ydx
dy _ dw
y 3z
dy _ [do
y 3x
1
Inly| = 3 In|z|+ A
6ln|y\ _ 6%1n|m|JrA
Jnlyl _ nlz3 A
1
y = (Cx3.

Oppgave 5

Vi har gitt det to-dimensjonale vektorfeltet v = axt, der a er en konstant.
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Figur 4.6: Strgmlinjene til feltet v = 3zt + yj.

a) Divergens:
v, Ov
Vov=——"4+""=a.
v B + oy a
b) Vi skal beregne volumstrgmmen, AQ = fo v - ndo, gjennom det samme rektangelet
som i oppgave 4 (se figur 4.5). Vi deler ogsa her opp integralet i fire deler:

AB: n=4, z=Az/2, do=dy-1:

Ay/2 Ay/2
A
/v-ndaz / axdy = a2x / dy = gAxAy.
AB —Ay/2 —Ay/2

BC:n=j, y=Ay/2, do=dx-1:

Ax/2
/v-nda: / v-jdr = 0.
BC —Az/2
CD: n=—i, z=-Az/2, do=dy-1
Ay/2 Ay/2

/'v-nda = / —axdy = aéx / dy = gAxAy.

CD —Ay/2 —Ay/2
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DA: n=—-j3, y=-Ay/2, do=dzx- 1

Az /2
/'v-ndaz / v-(—j)dr = 0.
DA —Az/2
Volumstrgmmen blir
AQ = aAxAy.

¢) Sammenlikner vi resultatene fra oppgave a og b far vi

AQ

Vv = AzAy

Divergensen er altsa lik volumstrgmmen per arealenhet.

Oppgave 6

Et to-dimensjonalt strgmfelt i xy-planet er gitt ved v = —ayt + axj, der a er en konstant.

a) Virvlingen:

i j k
Vxv=| & & 0|=40-0)-50-0)+k(a+a)=2ak.
—ay ax 0

b) Sirkulasjonen til v langs den lukkede kurven A er definert ved

AC:%v-dr
A

der dr er et lite buelement. Vi deler linjeintegralet inn i fire deler (se figur 4.7):

AC = v-dr+/ v-dr+/ v-dr+/ v-dr.
AB BC cD DA

AB: dr = jdy, == Ax/2:

Ay/2 Ay/2
/v-dr = / (—ayi +azxj)-jdy = gAﬂv / dy = gAxAy.
AB —Ay/2 —Ay/2

BC: dr = —idz, y=Ay/2:

Az/2 Az /2
/’U-d’l" = / (—ayt + axj) - (—i)dx = gAy / dx = gAasz.
BC —Az/2 —Az/2

CD: dr = —jdy, x=—-Ax/2:

Ay/2 Ay/2
a

/’U-d’l" = / (—ayt +azxj) - (—3)dy = §A£U / dy = gA:UAy.

D —Ay/2 —Ay/2
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DA: dr =idx, y=—-Ay/2:

Az /2 Az /2
/'v-dr = / (—ayt + azj) -idx = gAy / dr = gAacAy.
DA —Az/2 —Az/2

Sammen gir disse leddene sirkulasjonen:

AC = 2aAzAy.
Y
A
C —1 B
)
. -7
—J
D B A

Figur 4.7: Et rektangel med sidekanter Az og Ay.

¢) Sammenhengen mellom sirkulasjonen og virvlingen:
AC
AzAy

Virvlingens storrelse er altsa lik sirkulasjonen per arealenhet.

|V xv| =

Oppgave 7

Vi har gitt et to-dimensjonalt strgmfelt i zy-planet: v = xyi + vy (z,y)J.

a) For at feltet skal veere divergensfritt ma vi kreve V - v = 0:

vy
Vv = y—i—a—y—O
vy
E
1 2
= vy(x,y) = —-y* + fi(z).
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Hvis feltet skal veere virvelfritt ma V x v = 0:

i j k
0
Vxv = |2 2 0 :<%—x>k

vy vy(z,y) O

vy

o "
1 2

= ylry) = o + fa(y).

1 1
For a fa en mulig v, (z,y) ma vi velge fi(z) = 5:62 + C og faly) = —§y2 + C hvor

C er en vilkarlig konstant, slik at

(352 —y2) +C

DO =

Uy(xay) =

2 2
v = xyi+(%—%+0)j.

b) Stremfunksjonen ¢ (x,y) er gitt ved likningene

¥ _

oy Y

0 1

a—:ﬁ = vyzi(xQ—yQ)—{—C.

Integrasjon av likningene med hensyn pa henholdsvis y og = gir

Y(z,y) = —%wy? + f1(x)
Y(z,y) = éw?’ - %wyz +Cz + fo(y).

1
En mulig lgsning krever at vi velger fi(z) = 6563 + Cx+ D og fa(y) = D hvor D er

en vilkarlig konstant. Stremfunksjonen blir da

1 1
V(@ y) = —gay’ + ém?’ +Cz+ D.
Strgmlinjene finner vi ved a sette ¢ = 1y = konstant. For eksempel, for ¥y = D og
C = 0 far vi de tre rette linjene

Ned

Det er interessant & finne stagnasjonspunktene til vektorfeltet, der hvor v = 0. Vi ma
skille mellom tre kvalitativt forskjellige tilfeller: C' < 0 gir to stagnasjonspunkt langs
x-aksen, C' = 0 gir ett stagnasjonspunkt i origo, og C' > 0 gir to stagnasjonspunkt
langs y-aksen.

z=0, y==%
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%\//¢\\7
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1
Figur 4.8: Strgmlinjene til feltet v = xyi + 3 (3:2 — y2)_7 Stagnasjonspunktet er vist med
et kulepunkt.
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Figur 4.9: Strgmlinjene til feltet v = xyi + (% — % — 1)_7 Stagnasjonspunktene er vist
med to kulepunkt.
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Figur 4.10: Strgmlinjene til feltet v = zys + (%

med to kulepunkt.

2

— % + 1) j. Stagnasjonspunktene er vist

Oppgave 8
For et vilkarlig skalarfelt 5 = §(x,y, z) har vi
op. 9. OB
=—1+ — —k
VB axl—i_ 3y'7 + 0z
0og
t 3 k
o) o) o)
VxVp = 9z 9y 0z
98 98 9B
r Oy Oz

_ i(ﬁ%_i%> _ -(3%_3%> +k<3 o6 9 55)

(08 P8\ (0%
920y  oyoz) I\ 0zox

For partielt deriverte gjelder det generelt at

Oxr 0z 0z 0x

Oxr dy Oy ox

_ 9B Tk 0’ _ 9’
0x0z Ooydoxr  0xdy )’

P 9P P8 9P P8 B
0xdy  Oyoz’ 0x0z 020z’ dydz  0z0y
slik at
V xVp=0.
Oppgave 9

a) Stagnasjonsstrgm:
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[x,y] = meshgrid(-5:.1:5);
psi = x.x*y;

[C,h] contour(x, y, psi);
clabel(C, h)

axis square

b) Punktvirvelfelt:

[x,y] = meshgrid(-5:.1:5);

psi = 2xlog(sqrt(x.”2 + y."2));
[C,h] = contour(x, y, psi);
clabel(C, h)

axis square

c¢) Dipolfelt:

[x,y] = meshgrid(-6:.1:6);

psi = y./(x.72 + y.72);

[C,h] = contour(x, y, psi, [-1 -.56 -.35 -.2 0 .2 .35 .5 1]1);
clabel(C, h)

axis square

» o
ok 70,
1L -5 5
0 0 0 0 0
s 5
,2—70 =
o
B o © &1
/ A

Figur 4.11: Stagnasjonsstrem ¢ (x,y) = xy.
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Figur 4.12: Punktvirvelfeltet ¢ (x,y) = 21In /2?2 + y2.
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Figur 4.13: Dipolfeltet ¥ (z,y) = PR
Zz Y
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