Kapittel 7

Integralsatser: Green, Stokes og
Gauss

Oppgave 1
Vi har gitt stremfeltet v = —wyi + wxy der w er en konstant.

a) Stromfarten:
[v] = Vw2 + w2a? = wr, =22 +y>

Langs sirkelen r2 = 22 + y? er r konstant og dermed ogséa |v| konstant.

A
v

|

Figur 7.1: En sirkel v som omslutter en sirkelskive S i xy-planet.

Sirkulasjonen er gitt ved likningen

C:%v-dr.
¥

Fra oppgave 3, kapittel 6, har vi enhetsnormalen til en sirkel

Y

€. .
n=-t+=-j
r r
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66 Integralsatser: Green, Stokes og Gauss
og folgelig
r r
Strgmfeltet v er altsa tangensialt til sirkelen . Denne opplysningen kan vi bruke
ved beregning av sirkulasjonen:
v-dr =wrds
der ds er et lite element av sirkelen . Sirkulasjonen blir
2mr 2mr
C:%v-dr:/ wrds:wr/ ds = wr 2mr = 2nwr?.
¥ 0 0
Alternativt kan vi parametrisere sirkelen r(0) = ¢r cos 6 + jrsinf for 0 < 6§ < 27. Vi
far da dr = r(—tsinf + j cos0)df og v = wr(—isinf + j cosh), og folgelig
2m
C:j{v-dr:wTQ do = wr? 2.
0 0
b) Vi regner forst ut virvlingen:
% Jj k
o) o)
Vxv= I By 0 | = 2wk.
—wy wx 0

Integralet av virvlingen over sirkelflaten:

/vXuda:/2wkda:2wk/da:2wm2k.
S S S

/S(va)-nda:%/v-dr

der n er normalvektoren til sirkelflaten S (ikke sirkelbuen 7). For sirkelflaten S har
vi n = k som er en konstant vektor som eventuelt kan tas utenfor integralet.

Greens sats:

/(V x v) - kdo = 2mwr?.
S

Siden |v| er konstant for en gitt r, og v er tangent til sirkler med radius 7, har vi

/v-dr:/v-dr:/v-dr:/v-dr.

AB BC CD DA

ved symmetri

Sirkulasjonen er derfor gitt ved

C = jé c-dr:4/v-d7‘.

ABCD AB
Langs linjestykket AB er x = Az /2, dr =dyj og —Ay/2 <y < Ay/2:
S
C=14 / wzdy = 4w% / dy = 2wAzxAy.
Ay

AB y
2
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D A

Figur 7.2: Et kvadrat med sentrum i origo og sidekanter Ax = Ay.

Greens sats:

/S(va)-nda: 7{ v-dr

ABCD

hvor S na betegner firkantskiven avgrenset av ABCD. Den venstre siden over kan
na regnes ut
= / 2wk - kdo = Qw/ do = 2wAxzAy.
S S

Oppgave 2

Delelinjen A

Y

a) Stokes’ sats:

/J(va)-ndazjiv-dr.
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Integralsatser: Green, Stokes og Gauss

Stokes’ sats sier at summen av virvlingsvektoren for hver halvkule er lik sirkulasjonen
rundt A. Siden halvkulene har samme form og volum er lengden av sirkulasjonen lik,
men fortegnet ulikt. For hver ny pa den gvre halvkulen har vi en ny pa den nedre
halvkulen slik at n7 = —mn9. Summen av sirkulasjonen av de to halvkulene blir derfor
lik null.

Radius av jordkloden: 6370 km, atmosfaeretykkelsen: 10 km. For en kule med radius

1 meter har vi en atmosfaerestgrrelse pa meter &~ 1 mm. Vi har en tilnsermet

1
. . o . 6370
to-dimensjonal situasjon og det vil derfor veere rimelig & bruke modellen fra oppgave

a).

Oppgave 3

Vi har gitt et tre-dimensjonalt stromfelt v = a(xi + yj + zk) der « er en konstant.

a)

Enhets normalvektor er n = r/r hvor r = zi + yj + zk og r = /22 + y> + 22. Vi
ser at v = ar. Da far vi

Q:/v-ndazar/ do = (ar)(4nr?) = damrs.

Alternativt bruker vi Gauss’ sats:

Q:/v-nda:/v-vdT:/?)adT:?)a/dT

der 7 er volumet innenfor kuleflaten.

4
Q=3a- gﬂr?’ = Jamrs.

b) Vi antar na at o er en vilkarlig flate. Volumstrgmmen blir

Q:/V-vdT:3aT

der 7 er volumet o omslutter.

Oppgave 4

En vektor med konstant lengde og retning kan skrives som

A=ai+bj+ck

der a, b og c er konstanter. Flateintegralet av normalkomponenten av A over en lukket,
sammenhengende flate o kan vi beregne ved a bruke Gauss’ sats:

/A-ndaz/V-AdT.

Divergensen til A:

_8@ 0b 80_

A=
v 8x+3y+32

og flateintegralet blir fglgelig

/A-ndazO.

g
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Oppgave 5

Flateintegralet av en skalar § ganger enhetsnormalvektor til en lukket, sammenhengende
flate o kan vi beregne ved a bruke Gauss’ sats:

/gﬂnda:/TVBdr.

Gradientvektoren Vj:

_9B. 096, 0B, _
vg_axz+ayg+azk_o

og flateintegralet blir derfor

/Jﬁnda =0.

Oppgave 6

a)

Vi tenker oss at vi deler opp volumet 7 i sma delvolumer 7; med overflate o;. Trykket
pa et slikt volum er —pn;, der n; er flatenormalen til o; og minustegnet angir at
trykket er rettet inn mot flaten. Trykkraften blir na —pn; do; og hvis vi summerer
opp for alle delvolumene og lar i — oo (og do; — 0) blir den totale trykkraften:

F:—/pnda.

Vi bruker Gauss’ sats pa trykkraften:

F:—/pndaz—/VpdT.

Trykket er gitt ved den hydrostatiske trykkformelen p = pg+pgz og gradientvektoren

0
til p blir Vp = ka—p = pgk. Vi setter dette inn i uttrykket for trykkraften:
z

F:pgk/dT = pgtk = mgk

der m = p7 er massen av den merkede vaesken.

Oppdriftskraften (trykkraften F') avhenger kun av tettheten til veesken (p) og volu-
met av den fortrengte veesken (7), ikke av egenskapene til objektet som fortrenger
vaesken. Trykkraften blir altsa uforandret.

Oppgave 7

Et kraftfelt er gitt ved

F = (y> +5)i + (2zy — 8)j.

a) Kraften ma veere virvelfri:

i J

0 o)

Vx F = Dz dy
y?+5 20y —38

O Yo =
Il
o



70 Integralsatser: Green, Stokes og Gauss

Kraftpotensialet, V', kan vi finne fra F = —VV:

oV _ — 5p +

or ~(y*+5) = Vi(ey) =-—ay’ 5+ fily)
oV —
oy —(2zy—-8) = V(z,y) xy® + 8y + fo(x).

For a fa en entydig V(x,y) ma vi velge fi(y) = 8y + C og fa(x) = —bx + C slik at

V(z,y) = —xy® — 5z + Sy.
b) Arbeidet er gitt ved

WEiAF-MfiA@z+®dm+[khy—&dy

A=0AB:
W = / F.-dr = /F-dr+/F-dr.
OAB OA AB
Langs linjen OA er y = 0 og dy = 0 og langs linjen AB er x = 1 og dx = 0.
Dette gir

1 1
W = /5dx+/(2y—8)dy
0 0
= 5+(1-8)
= —2.

A = OB: Langs linjen fra origo til B er x = y og dx = dy og arbeidet blir

W o= / (2% 45+ 222 — 8) dx
OB

1

= /(3x2—3)dx
0

- 1-3

= —2.

w = F.-dr=— VV-dr:—/ 1%
OB OB OB

= V(L) +V(0,00=1+5-8—-C+C = -2,

Arbeidet for en kraft som kan avledes av et kraftpotensiale er uavhengig av veien og
kun avhengig av verdien til potensialet i endepunktene.

d) Vektorfluksen til F' kan skrives som

Q:/F-ndoz F-ndo+ F -ndo+ F -ndo+ F -ndo.
o OA AB BC CcO



1
F-ndo = / 8dr =8
OA 0

1
AB 0

1
F-ndo = /(2x—8)d:v:—7
BC 0

1
F-ndo = —/(y2—|—5)dy:——.
coO 0

Vektorfluksen blir derfor

La oss bruke Gauss’ sats pa vektorfluksen:

/F-ndU:/V-FdT.

Divergensen til F er V - F = 0 + 2z og vektorfluksen blir

Q= [2ear

T er na en kube med sidekanter lik 1:

1,1 p1
Q = /// 2xdrdydz
0070
1,1 1
://[xZ]dydz
0J0 0
1,1
://dydz
0J0
1
:/dz
0

= 1
e) Sirkulasjonen rundt kurven A kan skrives som

C:/F-dr: F -dr+ F -dr + F-dr+ F -dr.
A 0A AB BC co

1
Fodr — /5dx:5
OA 0

1
F.dr = /(2y—8)dy:—7
AB 0

1
F.dr = —/ 6dx = —6
BC 0

1
F-dr = / 8dy = 8.
co 0
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Integralsatser: Green, Stokes og Gauss

Sirkulasjonene blir derfor

C=5-7-6+8=0.

Vi skal na beregne sirkulasjon ved hjelp av Stokes’ sats:

Ath:LWXF)nM.

La oss regne ut virvlingen:

7 7 k
VxF=| Z & 0 |=Q@y-2mk=0.
> +5 2zy—8 0

Siden virvlingen er null blir ogsa sirkulasjonen lik null.



