Kapittel 8

Polarkoordinater

Oppgave 1

Vi har gitt skalarfeltet 5(x,y) = zy i kartesiske koordinater.

a) For polarkoordinater (r,6) og kartesiske koordinater (z,y) har vi sammenhengen
x=rcosf og y=rsind. Innsatt i 5 = zy:

B =r?cosfsinb.

b) Gradientvektoren i kartesiske koordinater:

a8, 0B, .
VB = 2" + 8_yj =yt +xj. (8.1)

Gradientvektoren i polare koordinater:

%' _|_ 1%
or T T e

= 2rcos@sinfi, + r(—sinfsind + cos d cos )iy

VB =

= 2rcosfsinbi, + r( cos® f — sin? 0)ip. (8.2)

For a vise at (8.1) og (8.2) er samme vektor kan vi gjgre om (8.1) til polare koordi-
nater. Vi trenger da sammenhengen mellom enhetsvektorene i kartesiske og polare
koordinater:

2 = cos0i, —sinfiy
j = sin0i, 4 cosfig.
Vi setter dette inn i likning 8.1:
VB = wyi+uzg
= rsinf(cosbi, — sinbig) + r cos f(sin Oi, + cos Hig)
= 2rcosfsinfi, + r( cos? 0 — sin? 9) 9.

c¢) Divergensen til V3 i kartesiske koordianter:
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Divergensen til V3 i polare koordinater:

V.-Vg

1
1o 7(2r cos 0 sin §)
ror

10
=

90 (TCOSQG—rsin29>

|

1 1

—4r cos 0sin § + — (2r cos 6(— sin ) — 2r sin 6 cos 6)
r T

4cosfsinf — 2sinfcosf — 2sinf cos b

0.

d) Virvlingen til Vg i kartesiske koordinater:

V x

1 k
ox 0
_| o 2 _ (9 %\ =
VB=| 5 By 0 _<8:r3 ay)k—o.
y x 0

Virvlingen til V3 i polare koordinater:

V x Vg

Oppgave 2

A
Vi har gitt skalarfeltet 5(r) = — der r = (xZ + 2+ z2)
T

10

T or

10 .
k— —%(27" cosfsinf)k

20 2
[r(rcos 6 — rsin 9)] "
%(27" cos? 0 — 2r sin? H)k: — %27“( — sin” 6 + cos? 9)k
(200829—281n29+28in29—2(:0829)k:

0.

1/2 og A er en konstant.

a) Gradientvektoren V3 i kartesiske koordinater:

o8
Ox

Uttrykkene for
dy

og

Vp

(

o8, 0B, 0B
Vg = 3 7+ ay] + 3
_ 9Bor
- Or Ox
_ Ao
20z
Al _1
=~y )
1
_ —Ax(x2+y2+22)71(x2+y2+22)75
3
= —Am(mZ + %+ 22)_5.
5 kan regnes ut pa tilsvarende mate slik at
3
= —A(2® +y* +2) 2 (zi+yj + zk).
A A
= —A’I"_?”T' = —ET”I:T = —ﬁ’Lr>
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Gradientvektoren V3 i sfeeriske polarkoordinater:

op . 13ﬁ 1 0p8.

VB =5t L0 T rema 9,

b) Divergensen til V3 i kartesiske koordinater:

0?8 0’8  0°B
0x2  Oy? 022

V.V =

0?B 0 -3
Frolie Bx[ Am(m + 92 —|—z) ]

L0868
Tilsvarende utregning kan gjgres for — og 9.2 slik at

y?

VVE = A4yttt [3(902 R I Ca A T I 3}

MICO

= A(:U2—|—y2—i—z) [3 3]
= 0.

Divergensen til V5 i sfeeriske polarkoordinater:

A
= n

190 A
V-V = ﬁ&[ﬂ(_ﬁ)]ww

10
2o

= 0.
Oppgave 3

Vi har gitt et hastighetsfelt i kartesiske koordinater:

v = —wyt +wrj.

a) For a finne uttrykket for v i polarkoordinater ma vi bruke likningene:

T = rcosf
y = rsinf
1 = cosbi, —sinfiy

J = sinfi, 4 cosOig.

L.
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v = wrsinf(cos i, — sinhig) + wr cos O(sin O, + cos Oiy)
= wr(—-sinfcosf + cos O sin 0)i, + wr(sin O sin O + cos  cos )1y

= wriy.

A
v
(% iT
r
T -

T 3 k
v=wkxr=w|0 0 1 |=—-wyt+wz].
z y 0

Y
A
d
a
C
Ar
2
1

b) Sirkulasjonen kan deles opp i fire deler:

C = 7{'v-dr:/v-dr+/v-dr+/v-dr+/v-dr.

abed ab be cd da



7

e ab: dr er her et lite bueelement pa sirkelen med radius r og har retning —#y. Langs
ab er v konstant lik wr i 4g-retning. dr og v er altsa parallelle.

/v ~dr = —wr-rAy (lengden av v - lengden av ab).
ab
e bc: dr peker na i retning %, og v - dr = wrig - dri, = 0.

e cd: Her kan vi benytte oss av et tilsvarende argument som for linjestykket ab, men
na er dr et buelement pa en sirkel med radius r+Ar og peker i positiv ég-retning;:

/v ~dr =w(r+ Ar) - (r+ Ar)Ay (lengden av v - lengden av cd).

cd
e da: dr peker na i retning —i, og v - dr = wrig - (—dri,) = 0.
Vi legger sammen leddene og far

C = —wriAp+ w(r2 + 2rAr + (AT)Z)Ago
= wArAe(2r+ Ar).

c) Stokes’ sats:

/(va)-ndazj{'v-dr:a
o A

Vi regnet ut C' for et flateelement abed i oppgave b). Hvis vi na lar r = 0 og Ap = 27
far vi sirkulasjonen C for en sirkelflate med radius Ar:

C = wArAp(2r + Ar) = 2nw(Ar)?.

Dette er virvlingen for hele sirkelflaten. Deler vi C' pé arealet far vi virvlingen i et
vilkarlig punkt i feltet:
 27mw(Ar)?

= =2
¢ T(Ar)? v

med retning normalt sirkelflaten. For & regne ut virvlingen direkte bruker vi polar-
koordinatformen:

1 r
v=wrig, Vxv= —|:—(T’Ug) _ ]k
r
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Oppgave 4

Et hastighetsfelt er gitt ved

’U—£< Y 1+ x )
= 242 2t g2)

der C er en konstant.

a) For a finne uttrykket for v i polarkoordinater ma vi bruke likningene:

x = rcosf
y = rsinf
1 = cosbi, — sinfiy
J = sinfi, + cosOig.
v — % ( B T2(COSZ salrjr Hsm2 55 (cos Vi = sin i)
7,,2((:087; (;OiesinQ 5 (sin 04, + cos 9’i9)>
= i — sin 0 cos 04, + sin® Oig + cos 0 sin 04, + cos? 01 )
o r 0 r 0
C .
= 5

b) Som i tilfellet i oppgave 3b) har vi ogsa denne gangen at
/'v-dr:/'v-drzo
be da

siden v star normalt pa %, (v er tangent til sirkler med sentrum i origo). Sirkulasjo-
nen, her kalt S, er derfor gitt ved

S = jév-dr:/v-dr+/v-dr.
abed ab cd

Fra oppgave a) kan vi slutte at v er konstant langs sirkler med sentrum i origo og
de to kurveintegralene kan regnes ut (som i oppgave 3b) ved a gange lengden av
vektoren v med lengden av kurven:

C C
- —— . rA . ArA
5 27r " S04_2 (r+ Ar) (r+Ar)Ay
_ CAp CAyp
a 2 27
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¢) Virvlingen i polarkoordinater:

Vxv = 1[g(rvg) — (%r}k
r

d) Sirkulasjonen av v langs en sirkellinje A:

S:]év-dr
A

der dr kan uttrykkes som dr = dsig med ds som en liten buelengde.
S = 7{ i’l:g - dstg
A 2rr
C

= —}{ds
2rr Jy

C

= — - 27r
27r m

= C.

Vi har et singuleert punkt i origo der |v| — oo.

Oppgave 5
Et strgmfelt i jordatmosfeeren er gitt ved v = f(0)i,,.
a) Divergensen til v (i sfeeriske polarkoordinater):

af(6) _

V-v=0+0 —_—— =
Y * +7“sin9 dy

b) Vi setter na f(f) = C'sin36 der C er en positiv konstant. 6 tilsvarer breddegradene
der § = 0° er nordpolen, § = 90° er ekvator og 8 = 180° er sydpolen. Hvis vi tegner
v inn pa en kule far vi vindfeltet i figur 8.1.

c¢) Sirkulasjonen kan deles opp i fire deler:

S:j{v-dr:/v-dr—i—/v-dr—i—/v-dr—i—/v-dr.
A

ab be cd da

hvor vinkelkoordinatene for punkt a er (6, ¢p), for punkt b er (6p + Af,p), for
punkt ¢ er (g + A8, oo + Ay), og for punkt d er (6y, o + Ayp).

De fire delintegralene blir som folger:
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Nordpolen

Figur 8.1: Passat- og vestenvindsfeltet.

e ab: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius r og har retning iy, fglgelig er
v-dr = f(0)i, - igrdd = 0.

e be: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius rsin(fy + Af) og har retning
i,. Langs be er v konstant lik f(6y + Af)i,. Da er dr og v parallelle.

/’U ~dr = f(6y + Af)rsin(fy + Ab)Ap
be

e cd: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius r og har retning —1ig, folgelig
er v-dr = —f(0)i, - igrdd = 0.

e da: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius 7sinfy og har retning —i,.
Langs da er v konstant lik f(6p)i,. Da er dr og v parallelle.

/'v ~dr = —f(6p)rsinOpAyp
da

Vi legger sammen leddene og far

S = r{sin(6y+ AO)f(6y + Ab) —sinbyf(6y)} Ap

Q

A Ap.

0
— Iq 9 0
g GmOrOy)

Stokes sats:

/(va)-nda:%v-dr:S.
o A

Sirkelflaten har areal r2sin #y A@ Ap og har normalvektor m = 4,. Innsatt i Stokes
sats

(V x ) -4,72sin 0y A Ap = r% {sin@f(0)} A0 Ap
Vertikalkomponenten av virvlingen blir

)
 rsinf 06

cos 6

S1n

(V xv) -1, {sinff(0)} = ¢ [3005394—511139
r
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Oppgave 6

Newtons gravitasjonslov er gitt ved

der r = zi+yj+ zk og r = |r|.
a) Fra likning 4.20 pa side 67 i kompendiet finner vi:

VXF:—GmMer+V<—GmM> X P

3 3

Vi ser pa hgyresiden ledd for ledd:

i § k
GmM b ) 8 GmM . .
— ’1“3 oz 8_y 92 = — ’1“3 (0’L+0_7+0k)=0
T Yy z

For a regne ut det andre leddet bruker vi fgrst resultatet fra oppgave 8b i kapittel 2
for a regne ut gradientvektoren:

v(-G”gM> - —GmMV<i3>
T T
0 _3 0 _3
- _ M| = 2 2 2 2z Y2 2 2 5
Gm [895(96 +y° 4 2°) z—l—ay(x +y°+2%) 2+

%(ﬂ:Z +y° + z2)_%k]

2

Vi krysser na gradientvektoren med :

= —GmM[— §(CE2 + 2+ 22)_3 (221 + 2yj + sz)]

i 7 k

GmM _5
V(— m3 >><r = 3GmM(x2+y2+22) 2l x oy =z
" Ty z

_5
2

= 3GmM (2* +y* + %) 2 [(yz—2y)i — (zz—22)j + (xy—yw)k]

= 0

= VxF = 0.

b) Gravitasjonspotensialet V' er definert ved F' = —VV. I sfaeriske koordinater kan vi
skrive
GmM GmM
F=— T Tl = ———5 .
r r
Gradientvektoren i sfaeriske koordinater er gitt i kapittel 8 som
ov
VvV = Eir +ledd i 4, og ig-retning
L _ GmM
or 72
GmM

Vo= -t
r
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Gm . . .
c) Vr=R)=0 = VW= 7 og gravitasjonspotensialet kan skrives som
1 1 —
V= —GmM<— - —> = —GmMRR a5

W =




