Kapittel 9

Divergens- og virvelfrie felter.
Potensialstrgm

Oppgave 1

Det eksisterer et hastighetspotensiale ¢ hvis feltet er virvelfritt. For et to-dimensjonalt felt
v = V% + v,J er virvlingen gitt ved

i j ok
v ov

o) o) T

vy vy 0

Uttrykket for ¢ kan finnes fra likningen v = V¢. Hvis det ogsa skal eksistere en stremfunksjon
1 ma feltet vaere divergensfritt (V - v = 0).
a) v=axt+yj:
oy O

.VX’U:(%_a_y)k:O = ¢ eksisterer.

e V-v=1+1=2 = ingen 1.

Hastighetpotensialet kan na finnes:

0
8_ﬁ —u=z = fa,y) = %m2+f1(y)
0
6_(5 = f()y = y = ¢($,y) == %ZJQ + fQ(x)

Vi gnsker en entydig ¢ slik at vi ma velge

1 1
hy) =50 +C og fo(x) = 52° +C.

Potensialet blir derfor

o(z,y) = = (a® +y*) + C.

DO =

b) v = 2?yi — 2y°%5:
e Vxv=(—y>-2%)k = ingen ¢.

e V-v=2zy—2xzy=0 = 1 eksisterer.
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84 Divergens- og virvelfrie felter. Potensialstrgm

Vi lgser to likninger for & finne strgmfunksjonen:

o L
% = Uy = —.%'y2 = w(way) = —§$2y2 + fl(y)

6_1[)__ .2 __122
oy = =Y = Y(z,y) = 52y + fa(x).

For a fa en entydig lgsning ma vi velge f1(y) = f2(z) = C slik at stromfunksjonen
blir )
¢($,y) = —§$2y2 + C.
¢) v= (2% +y?)i + 2zyj:
e Vxv=(2y—2y)k=0 = ¢ eksisterer.
e V.-v=2x+2x=4r = ingen .
Vi finner uttrykket for ¢:

0 1
9 =ty > oy = i Pt Ay)

ox 3

g_(; =vy =2y =  B(z,y) =2y’ + f2().

For a fa en entydig ¢ ma vi velge

) =C og fole) =55 +C

slik at 1
o(z,y) = gacg +xy* 4+ C.
Oppgave 2
a) ¢ = xy. Vi finner forst vektorfeltet, v = v,¢ + v, 7, til hastighetspotensialet:
0¢ 0¢
U == - = vV, —  — = X
v ox W oy
= v = yi+xj.
Er vektorfeltet divergensfritt?
Voo e 0w
ox y

Vi kan na innfgre stromfunksjonen ):

o 1
9r vt = w(x,y)=§w2+f1(y)

Y _

oy

Vi velger fi og fo slik at

1
—vy,=—y = Y(zy) = —§y2 + falz).

W) =57 +C. D) = 32>+ O
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Figur 9.1: Ekviskalarlinjer for hastighetspotensialet (bla, heltrukken linje) og strgmlinjene
(red, stiplet linje).

og stromfunksjonen blir

Y(z,y) = 5 (2* —y°) + C.

DO =

b) ¢ = zy? — 2%y. Vektorfeltet v = v,i + vyJ til hastighetspotensialet blir:
o¢ o¢

2 2
Vg o Y TY, Uy By Yy — T
= v = (y2 — Zwy)i + (2xy — mQ)j.

Er vektorfeltet divergensfritt?

v, Ov

Vov=—"+4 2 =-2y+2z.

ox * oy y+ oz

¢ er ikke et hastighetspotensiale for en divergensfri strgm. Det eksisterer ingen

strgmfunksjon.

Strgmlinjene kan néa finnes ved a lgse differensiallikningen v x dr = 0. Denne diffe-
rensiallikningen er imidlertid vanskelig a lgse.

¢) ¢ =z*—y?. Vi finner forst vektorfeltet, v = v, + v,j til hastighetspotensialet:

@ =2r, vy, = @ =2
o T Y oy 4
= v = 2zxt—2yj.
Er vektorfeltet divergensfritt?
Voo Wy o
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Vi kan na finne strgmfunksjonen ):

0
a—f:vy:—%/ = Y(z,y) = 22y + f1(y)

(9_y = —vy, = —2x = Y(z,y) = —2zy + fa().

Vi ma sette fi = fo = C og stremfunksjonen blir

Y(z,y) = —2zy + C.

Figur 9.2: Ekviskalarlinjer for hastighetspotensialet (bla, heltrukken linje) og strgmlinjene
(red, stiplet linje).

Oppgave 3
a) Strgmlinjene finnes ved a sette stromfunksjonen lik konstant (¢ = 1y):
do(2® +y°) = Ay
Ay
2, .2
r“+y ' —— = 0.
YT %

A
Vi gnsker & fa leddet y? — ¢_y over pa formen (y — c)?, der c er en konstant.
0

A (@)
Y Yo Y 290 299

<) - ()
Vo) T \240)
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b) En kilde/sluk plassert i origo har potensial ¢ = Clnr der C er styrken til kil-
den/sluket og fortegnet bestemmer om det er en kilde eller et sluk. I kartesiske
koordinater har vi

¢=Cln (3:2 + y2)1/2.
For et sluk i punktet (a,0) med styrke A/2a blir potensialet
A 1/2
_ 2 { RN 2}
¢1 g ™ (x—a)+y
og potensialet til en kilde i (—a,0) med samme styrke blir
P = %ln {(m%—a) +y } .

Dipolfeltet faes ved & addere feltene over:

A 1/2 1/2
¢=¢1+ ¢ = ——1D[(~’U—a)2+y2} ] :

A
+%ln [(:U+a)2—i—y2
c) Regel: Inz®* = alna:

A 2 2
¢p=——1In [(ﬂc—a) +y ] +—1In
Regel: Inz —Iny = 1n —yx:

(x4 a)? + y? 22 4 2az + a® + y?
(x —a)? + y? x? — 2ax + a? + y?

22 + y% 4 2ax + o?
72 4+ y2 — 2ax + a?

2ax
1 + $2+y2 x2+y
1—

1‘2 +y2 1‘2 +y
2

Siden z2 4+ y? > a® kan vi gjgre tilnsermingen % ~ 0 og brgken blir
e Ty
~ 1+$22f;/2_1+%6
~ 2 - 1_°
[T
e) Vi innfgrer funksjonen
1+ e
flo =+t
€

og lager en rekkeutvikling til fgrste orden av f om punktet €q:

T; = fleo)+ f'(e0)(e — €0)

o - 4=29%50+59 1
(1-3¢)? (1-30)?
1 1—|—%60 € — €

— T = .
Y 1-— %60 (1 - %60)2
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Siden € er en liten stgrrelse:

4ax
Gzﬁ, x2—|—y2>>a2
r“+y

s, vil Tf1 vaere en god tilngerming til f(€) i omegn av € = 0. Vi velger derfor ¢y = 0.
Dette gir T} =1+4+¢€og
1+ 35

1
€

% ~1+e
1—56

f) Vi innferer funksjonen f(e) = In(1 + €). Taylorutviklingen til forste orden av f om
punktet €y blir
Tj = f(eo) + f'(e0)(e — €0)

€ — €
1—|—60.

= In(1+¢)+

Vi velger ¢g = 0 med samme begrunnelse som i oppgave e) og far T} = € som gir
In(1+e¢€) ~e.

Vi kan na finne det gnskede uttrykket for hastighetspotensialet:

A 1 (x4 a)? + y?

¢ = 4a n(m—a)2+y2
A 1+1Le
d = —1 2
oppg.d) T
A
oppg.e) = o d+e
A
x = —
oppg.f) 1aE
B Ax
- x2_|_y2'
Oppgave 4
Vi har gitt to potensialfelt 1); = Uy (translasjonsfelt/rettlinjet strom) og 1y = —A#

(kilde). For at vi skal kunne superponere feltene ma bade 1)1 og 19 vaere beskrevet i samme
koordinatsystem. Vi skriver 1 i polarkoordinater: ¢; = Ur sin 6. Det sammensatte feltet
kan skrives som

Y =11 + 1y =Ursinf — A6.
Strgmlinjene finnes ved a sette strgmfunksjonen konstant (t):
o = Ursinf — Af
Yo n A0
Usinf  Usinf’
Se figur 9.3: Legg spesielt merke til at det er et stagnasjonspunkt like til hgyre for origo,
og at en strgmlinje som gar igjennom stagnasjonspunktet krummer seg som en “skal” mot

= r =

venstre.
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-2

-3

-4

Figur 9.3: Strgmlinjene ¢g = —4, —3,—-2,—1,—.5,0,.5,1,2,3,4. Konstantene er satt til a

vere U = A =1.

Oppgave 5

En kilde i origo er gitt i polarkoordinater som

¢ = Alnr
= —A6.

Fra x = rcosf og y = rsinf far vi

r=+/x2+y?,

se kommentar pa side 94 for en beskrivelse av funksjonen atan2.

Dette gir hastighetspotensialet og strgmfunksjonen i kartesiske koordinater:

¢ = Alny/x2+y2

= —Aatan2(y,z).

Strgmvektoren v = v,% 4 v,J kan finnes fra likningene

(1)

(2)

o W

i P A

06 00

0 = atan2(y, x),
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Her er det valgfritt om vi bruker (1) eller (2), og (3) eller (4). (1) gir

Vp = ——

—_
+
|<E
)

8 |

(3) gir

Oppgave 6

Fra oppgave 5 har vi ¢ og v for en kilde med styrke A i origo i kartesiske koordinater. For
a finne uttrykket for en kilde utenfor origo trenger vi bare a justere koordinatene.

e En kilde i punktet (0, a):

¢ = Aln (xQ + (y — a)2)1/2

= —Aatan2(y — a,x).

e En kilde i punktet (0, —a):

¢ = Aln(:c2+(y+a)2)1/2
= —Aatan2(y + a,z).

Se figur 9.4, og legg spesielt merke til at det er problematisk a tegne konturplott for
1 med Matlab sin contour-funksjon fordi atan2-funksjonen har et diskontinuerlig hopp
mellom —7 og 7 rett til venstre for det singulaere punktet. Se kommentar pa side 94 for
en beskrivelse av funksjonen atan2.



91

Figur 9.4: Strgmlinjene til kilden i punktet (0, —a) med A =a = 1.

Oppgave 7

En punktvirvel i origo er i polarkoordinater gitt ved
p = Ab
Y = Alnr.

For a skrive ¢ og v i kartesiske koordinater kan vi bruke likningene

r=+ax%2+y? 60 =atan2(y,x),

se kommentar pa side 94 for en beskrivelse av funksjonen atan2.
Hastighetspotensialet og stromfunksjonen blir dermed

¢ = Aatan2(y,x)
W = Alny/x2+ 92

Komponentene til stremvektoren kan vi finne pa samme mate som i oppgave 5:

o - 99 _ Ay

T 9 2
09  Ax

Uy = a—y—ﬁ

Oppgave 8

Vi har gitt stremfunksjonen til to potensialfelt:

Ay

f —U = —
wl Y, ¢2 12 +y2
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Det superponerte feltet har stromfunksjon

Ay
=-U ——.
¥ Ut m L
a) Vi innfgrer polarkoordinater ved x = r cosf og y = rsinf:
a?Ursin 0

¢ = —Ursinf + 5

r
2

= —U[l — a—Q]rsinﬁ.
r

b) Strgmkomponentene kan finnes fra likningene

T o0 T o
1 a?
v = —;(—U) [1 — ﬁ}rcose
2
= U[l - a_z} cos
r
2
vp = —Usinf— —5-sinf
r
2
= —U[l + a_Q] sin 6.
r
Pa sirkellinjen r = a blir stremkomponentene v, (r=a) = 0 og vp(r=a) = —2U sin 6.

Oppgave 9

Den elektriske feltstyrken utenfor en elektrisk ladet partikkel er gitt ved

Q.
E:ﬁzr.

Potensialet, V, er gitt ved E = —VV. I denne oppgaven ma vi bruke kulekoordinater, og
vi har at

VV = 8—Vir + la—vig + ,;a—viq,.
or r 00 rsing Oy
%:—%—‘; = V=g+f1(9,80)
0=—1% = V=hry)
Oz_rsilneg_‘; - V= Js(r6)

Potensialet blir derfor

hvor C er en vilkarlig konstant.
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e

Figur 9.5: Strgm rundt en sylinder (r > a)

0.8t 05

0.6

0.2r

~2

g0

Figur 9.6: Feltet for r < a blir et dipolfelt.



94 Divergens- og virvelfrie felter. Potensialstrgm

Kommentar om funksjonen atan2(y, )

Et punkt i xy-planet har posisjonsvektor r = z¢ + yj. Vinkelen mellom posisjons-
vektor og positiv xz-akse er gitt ved atan2(y,z). Dersom puktet ligger i forste eller fjer-
de kvadrant har vi atan2(y,x) = arctan(y/x). Dersom punktet ligger i andre kvadrant
har vi atan2(y,x) = arctan(y/x) + 7. Dersom punktet ligger i tredje kvadrant har vi
atan2(y, x) = arctan(y/z) — .



