Forelesning 7/2-2017

Rotasjon som fast legeme

Repetisjon fra sist: Rotasjon som fast legeme betyr at et sett med punkter som
opprinnelig er i visse avstander fra hverandre vil fortsette a veere i de samme av-
standene fra hverandre mens de roterer. Vinkelhastighetsvektor w er orientert langs
rotasjonsaksen. Dersom vi lar origo ligge langs rotasjonsaksen, sa vil hastigheten til
et punkt med posisjonsvektor r vaere

dr

RT

=W XT.

Vi definerer begrepet “nord” som en angivelse av en rotasjonsbevegelse:

Legg de fire fingrene pa hgyre hand langs rotasjonsbevegelsen, da peker hgyre
tommel | w sin retning og tuppen pa tommelen er “nord”.

Akselerasjonen til et punkt med posisjonsvektor r vil veere

dv d (w % 7)
a=—=—(wxr).
dt dt
Dersom vinkelhastigheten er konstant sa er det kun posisjonsvektor som skal deri-
veres

dr 9
a:wxazwx(wxr):ww-r—wr.

Eksempel: Hvilken vei beveger vi oss og hvilken vei er vi akselerert?

Finn retning mot nord, hvordan star jordas rotasjonsakse orientert, og hvordan
star jorda sin w-vektor orientert? Finn var hastighet, og finn var akselerasjon! Hint:
Vi er akselerert vinkelrett inn mot rotasjonsaksen til jorda.

Kurveintegral

Dette burde veere kjent fra MAT1110.

Vi har et vektorfelt v som skal integreres langs en kurve . Kurven er para-
meterisert av parameter ¢ (vi kan tenke oss at ¢ er tid, men parameteren trenger
ikke a veere tid). I lgpet av tiden fra ¢ til ¢ + At forflytter vi oss langs kurven
Ar =r(t+ At) — r(t) =~ At I grensen at At — 0 skriver vi dr = 924t

Vi skal na veere interessert i a regne ut kurveintegral av typen

/v'dr
Y

Eksempel: arbeid = kraft ganger vei

Vi vet at for rettlinjet bevegelse Ar med konstant kraft F' sa vil arbeidet utfort
av krafta veere W = F'- Ar. Det er greit a ha klart for seg de fysiske enhetene: arbeid
er energi og males i Joule (J), kraft males i Newton (N) og vei males i meter (m).

langs en kurve ~.



Dersom krafta ikke er konstant, eller veien ikke er rett, sa vil uttrykket for arbeid
bli uttrykt ved kurveintegralet

W:/F-dr
v

To spgrsmal om kurveintegraler

Dersom kurven starter i et punkt ry og ender opp i et annet punkt 7, sa er det
mange veier for a komme seg fra r( til 1, og det er mange mater a parameterisere
hver vei:

e Gir forskjellige veier samme svar?

e Gir forskjellige parameteriseringer av samme vei samme svar?

Kurveintegralet langs en gitt vei avhenger ikke av parameteriseringen
LH setning 3.3.6 sier at to parameteriseringer av samme kurve skal gi samme
svar for kurveintegralet.

Eksempel: La v = 2t + yj og la v vaere x-aksen fra x = 0 til x = 2.
Parameterisering 1: 7(t) =t for 0 <t <2

Vi har dr = #dt og v = t2, og folgelig fv v-dr = fOQtdt = 2.
Parameterisering 2: r(t) = 22 for 0 <t <1

Vi har dr = 4tidt og v = 2t%4, og folgelig fy v-dr = fol 8t3dt = 2.
At vi far samme svar stemmer med LH setning 3.3.6.

Eksempel: La v = xi+yj og la vy vaere halvsirkelen med sentrumi (z = 1,y = 0)
fra origo til (x = 2,y = 0) i gvre halvplan. Dette er altsa samme vektorfelt som
ovenfor, og samme start- og endeunkt for integralet, men kurven gar en annen vei.

Parameterisering: r(t) = (1 — cost)é +sintj for 0 <t <

Vi har dr = (sinti + costj)dt og v = (1 — cost)i + sintj, og folgelig f7 v-dr =
Jy sintdt = 2.

I dette eksemplet ser vi at samme vektorfelt v gir samme kurveintegral mellom
to punkter for forskjellige veier mellom punktene.

Eksempel: La v = —yi + zj og la oss integrere fra origo til (x = 2,y = 0) langs
to forskjellige veier:

Vei 1: z-aksen fra = = 0 til x = 2, velg parameterisering r(t) = t¢ for 0 < ¢ < 2

Vi har dr = tidt og v = tj, og folgelig f7 v-dr =0.

Vei 2: halvsirkelen med sentrum i (z = 1,y = 0) fra origo til (x = 2,y = 0) i
gvre halvplan, velg parameterisering 7(t) = (1 — cost)t +sintj for 0 <t <7

Vi har dr = (sinti + costj)dt og v = —sinti + costj og folgelig fvv ~dr =
Jo (cost —1)dt = —m.

I dette eksemplet ser vi at samme vektorfelt gir forskjellig svar nar kurveintegralet
mellom de samme to punktene gar langs forskjelige veier mellom punktene.



Eksemplene ovenfor illustrerer at kurveintegralet mellom to punkter kan avhenge
av vei, men ikke av parameterisering.

Definisjon av sirkulasjonen
Sirkulasjonen til v er rundt en lukket kurve v er gitt ved kurveintegralet

C’z%'v-dr
Y

Sirkelen rundt integraltegnet indikerer at kurven ~ er en lukket kurve.

Vi skal na definere hva vi mener med et “konservativt” vektorfelt. Vi har imid-
lertid den noe spesielle situasjonen at vare tre leerebgker definerer dette pa tre for-
skjellige mater:

e M (s.28): v er konservativ dersom sirkulasjonen 567” -dr er lik null for en
vilkarlig lukket kurve 7.

e GF (s.93): v er konservativ dersom kurveintegralet mellom to punkt er uav-
hengig av veien mellom punktene, f% v-dr = fw v - dr, hvor v, og s er to
kurver som gar mellom samme start- og sluttpunkt.

e LH (s.202): v er konservativ dersom den kan skrives som gradienten til en
skalar, v = V¢, vi sier at ¢ er et skalarpotensial.

Vi skal etterhvert vise at alle disse er ekvivalente, og det kommer i tillegg en
fjerde variant som ogsa er ekvivalent.

Eksempel: Er tyngdekraften F' = mg konservativ?

Her er m en masse som er utsatt for tyngdens akselerasjon g. Her skal vi ta
den enkleste representasjonen av tyngdekraft, nemlig at tyngdens akselerasjon g er
konstant innenfor et avgrenset omrade.

La oss prgve GF sin definisjon: Skriv fgrst g = —gk hvor = og y-aksene er
horisontale og z-aksen peker vertikalt oppover. La + vere en kurve fra et punkt
ro = Tt +YoJ + 2ok til et punkt vy = z12+1y17 + 21k. Vi trenger ikke parameterisere
kurven i det hele tatt, vi trenger kun a bruke dr = idx + jdy + kdz, som gir
[ F-dr= [7' —mgdz = mg(z — 21).

Kurveintegralet avhenger kun av start- og sluttpunkt, felgelig vet vi at tyngde-
kraften er konservativ.

Er friksjonskraft konservativ?

La oss anta at vi er utsatt for en friksjonskraft som kan beskrives ved formelen
F = —pv hvor o > 0 er en friksjonskoeffisient og v er hastigheten vi beveger oss
med.

I dette tilfellet kan vi prove M sin definisjon: La tiden ¢ veere parameter for en
lukket kurve v som vi skal bevege oss langs, r(t). Hastigheten er v = ‘31—’;, derfor har vi
at dr = vdt. Fglgelig ma vi regne ut sirkulasjonsintegralet 557 F-dr = § —plv]rdt <
0.

Sirkulasjonen er alltid negativ fordi integranden alltid er negativ, folgelig vet vi
at friksjonskraft ikke er konservativ!

(men friksjonskraft er mer problematisk enn som sa, det skal vi se pa neste gang)



