Forelesning 28 den 3/5-2019 ved Karsten Trulsen

Divergens i krumlinjede koordinater
Vi skal “definere” divergensen i et punkt (ry) med fplgende grenseoppgang

V—=0

1
dive = lim—/v-ndo (1)
Vs

hvor S er en lukket flate som omslutter et volum V', og hvor grenseoppgangen er slik
at volumet skrumper inn til punktet ().

Vi skal na tenke oss at volumet vi skal integrere over kan ha en komplisert form
i de “opprinnelige” kartesiske koordinatene, men dersom vi representerer volumet i
“nye” krumlinjede koordinater {«, 3,7} er det en boks med sentrum i {«y, 5o, 70} 0g
med sidekanter {Aa, A5, Ay}. Poenget med de nye koordinatene er & fa en enklere
parameterisering av volumet.

Nar vi snakker om “volumet”, s mener vi det opprinnelige volumet i det kartesiske
koordinatsystemet, dette skal vi na regne ut ved hjelp av de nye koordinatene

V= /dT = /// hohghydadBdy ~ hohghy AaABAy

La oss nummerere sidene som en vestlig terning (hgyrehands terning med sum 7
pé motstaende sider), og splitte opp fluksintegralet i bidrag fra hver side

6
v-ndo = /’u-nda

1. Flaten er « = o + %, enhetsnormalvektor n = 2., pa flaten har vi v - n =
va (g + %,6,7) og do = hgh,dpdy, den integrerte fluksen ut av flaten er

omtrent [hghyva] ) ABAY.

A
ao+5%,80,70

/ v-ndo~ [hﬂh’yva](ao-&-%,ﬂoﬁo) ABA’Y
S1

2. Flaten er 5 = 5y + %, enhetsnormalvektor n = i3, pa flaten har vi v - n =
vg(av, Bo + %,’7{)) og do = hoh,dady, den integrerte fluksen ut av flaten er

omtrent [hahﬁ,vg](aoﬁﬁ%%) AaAry.

3. Flaten er v = v + %, enhetsnormalvektor n = i,, pa flaten har vi v - n =
vy (g, Bo, Y0 + %) og do = hyhgdadf, den integrerte fluksen ut av flaten er
omtrent [hqhgv,] WAGZAVCS

(a0,B0,70+ 52

4. Flaten er v = vy — %, enhetsnormalvektor n = —1,, pa flaten har viv-n =

—v, (o, Bo, Y0 — %) og do = hyhgdadf, den integrerte fluksen ut av flaten er
omtrent [—hahgv,] 2y AaAS.

ao,B0,70— 5

5. Flaten er g = By — %, enhetsnormalvektor n = —ig, pa flaten har viv - n =
—vg(ag, Bo — %, Y0) og do = hoh,dady, den integrerte fluksen ut av flaten er
omtrent [_hahvvﬁ](ao,ﬂo—%,«m) AaAy.

1



6. Flaten er a = oy — %, enhetsnormalvektor n = —1,, pa flaten har vi v - n =
—va (g — %, Bo,70) 0og do = hgh.dfBdy, den integrerte fluksen ut av flaten er
omtrent [—hgh,va], y ABAY.

A
ao—%,80,70

S& summerer vi motstaende flater

Side 1 og 6:
</51 + /SG)U ‘ndo ~ [hﬁhwa]zeriz: ABAYy ~ % (hghyva) AaASAY
Side 2 og 5:
( /S & /S Jvndo [hahﬁ,vﬁ]iz:gjf%ijzi AaAy ~ % (hah-vs) AaABAY
Side 3 og 4:

Ay
(/ +/ )'v -ndo =~ [hahgvv}(ao’ﬁo’%fz) AaAf =~ Q (hahgvv) AaABAy
S3 Sa ( z) vy

0,80,70

Legg merke til at AaASA~ er felles faktor for fluksintegralet i teller og for volu-
met i nevner i den opprinnelige formelen for divergens. Videre blir alle tilnserminger
vilkarlig ngyaktige i grensen at de tre delta-stgrrelsene blir vilkarlig sma.

Til slutt har vi

1 0 0 0
d. = . = —_— - _
ivv=V-wv Bl {8@ (hghyva) + a5 (hahyvg) + e (hahﬁvv)}



Virvling i krumlinjede koordinater
Vi skal “definere” virvlingen i et punkt (7o) med fglgende grenseoppgang

n - curlv = hm Z]{v dr (2)

hvor A en lukket kurve som omslutter og avgrenser en flate S med areal A, og
hvor grenseoppgangen er slik at flaten skrumper inn til punktet (r(). Flaten S har
enhets normalvektor n. Kurven A og flatenormalvektoren n er orientert i henhold
til hgyrehandsregelen. Integralet gir sirkulasjonen rundt den lukkede kurven .

Vi skal na tenke oss at den lukkede kurven A kan ha en komplisert form i de
“opprinnelige” kartesiske koordinatene, men dersom vi representerer flaten i “nye”
krumlinjede koordinater {«, 3,7} er det et rektangel med sentrum i {ay, By, Yo} ori-
entert parallelt med Sv-planet og med sidekanter AS og A~. Vi har normalvektoren
n = i, 1 positiv a-retning, og orienterer kurven A i henhold til hgyrehandsregelen.
Poenget med de nye koordinatene er a fa en enklere parameterisering av flaten.

Nar vi snakker om “arealet”, sa mener vi det opprinnelige arealet i det kartesiske
koordinatsystemet, dette skal vi na regne ut ved hjelp av de nye koordinatene

— / do = / / hsh,dBdy & hsh,ABAY
S

La oss nummerere sidene i integrasjonsretning med 1 nederst, og splitte opp
sirkulasjonsintegralet i bidrag fra hver side

4
v-dr = /’u-d’r

1. Siden er oo = ay, |8 — fo| < 28 og v = 40 — 7. Det infinitesimale kurveele-
mentet er dr = hgigdp. Langs siden har vi v - dr = hgvg df. Kurveintegralet
langs siden er omtrent [hgvs(, 5 - aq) AB.

2. Siden er a = «, B = By + AQ og |7 — ol < 22 Det infinitesimale kurveele-
mentet er dr = h,i, dy. Langs siden har vi v - d'r = h,vy dy. Kurveintegralet
langs siden er omtrent [hyv, ], 5 ¢ a5 ) Ary.

3. Sidener o = a, B = ,Bo—i- 25 og |y —70| < 2. Det infinitesimale kurveelemen-
tet er dr = —hgigdp. Langs siden har vi 'U dr = —hgvg df. Kurveintegralet

langs siden er omtrent [—hgvg], 5 ro+A) AB.

4. Siden er & = ap, 8 = Bo— 22 og |7 — 0l < 22 Det infinitesimale kurveelemen-
tet er dr = —h,2,dy. Langs siden har vi v dr = —h,v,dvy. Kurveintegralet
langs siden er omtrent [—h,v,] , 5 - a5 ) Ary.

Dersom vi summerer motstaende sider far vi
Side 1 og 3:
0
[hﬁvﬁ](ao Bovo—51) AV [hﬂvﬁ] (@0,80,70+52) Af - 8_7 (hsvs) it

(@0,B0,70)



Side 2 og 4:

0
[hvvw](ao,ﬁﬁ%ﬁo) Ay — [hvvv](%ﬁof%ﬁo) Ay~ % (hyvy) ( ABAy

a0,50,70)

Legg merke til at ABA~ er felles faktor for sirkulasjonsintegralet i teller og for
arealet i nevner i den opprinnelige formelen for virvling. Videre blir alle tilnserminger
vilkarlig ngyaktige i grensen at de to delta-stgrrelsene blir vilkarlig sma.

Merk at for det ene valget av normalvektor n i utregningen ovenfor, sa har
vi kun bestemt én komponent av virvlingen. Det vil veere ngdvendig a gjore det
samme regnestykket to ganger til, med normalvektor n orientert i de to ortogonale
retningene, for & bestemme alle komponentene av virvlingen.

Til slutt viser det seg at vi kan presentere sluttresultatet pa en meget kompakt
mate ved hjelp av en determinant

| hata hgis hoiy
o) 0 0
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