Forelesning 29 den 7/5-2019 ved Karsten Trulsen

Sylinderkoordinater

Det er flere mater & navngi sylinderkoordinater. Gjevik & Fagerland (2017) be-
nytter {r, 0, z}, Matthews (1998) benytter {R, ¢, z}, Lindstrgm & Hveberg benyt-
ter {r,0, z}, og en.wikipedia.org/wiki/Cylindrical _coordinate system benytter ISO
standard {p, ¢, z}. Den forste kalles radiell koordinat, den andre kalles asimut (vin-
kelen langs horisonten), og den tredje kalles hgyde.

Det er problematisk for oss a bruke p for radiell koordinat siden vi bruker p for
massetetthet ellers i dette emnet. Det er ogsa litt problematisk a bruke r for radiell
koordinat fordi vi straks skal introdusere posisjonsvektor » som i sa fall vil ha lengde
forskjellig fra r. I disse forelesningsnotatene skal vi benytte {R, 0, z} selv om det i
emnet for gvrig er vanlig & benytte {r, 6, z}. Uansett burde det vaere apenbart
at det er viktig & tegne en skisse for a klargjsre hva koordinatene heter.

Vi beskriver fgrst relasjonen mellom de kartesiske koordinatene og sylinderkoor-
dinatene

z = Rcosf
= Rsin6
z = z

Dermed kan vi skrive posisjonsvektor
r = Rcosft1+ Rsinfj + zk

og vi far skaleringsfaktorer og enhetsvektorer langs koordinataksene ved
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Vi kan na sjekke at sylinderkoordinatene er ortogonale
tp-tg=1tg -1, =1 1, =0

Dernest kan vi sjekke at sylinderkoordinatene utgjor et hgyrehandssystem (husk
at siden vi allerede vet at de er ortogonale sa er det tilstrekkelig a sjekke ett kryss-
produkt)

ir X 19 = (cosfi+sinfj) x (—sinfi+cosfj)=k=1,

Sylinderkoordiatene er krumlinjet, sa det er av interesse a vite hva de deriverte
av enhetsvektorene er
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https://en.wikipedia.org/wiki/Cylindrical_coordinate_system

Vi kan na uttrykke posisjonsvektor utelukkende ved hjelp av sylinderkoordinater
og enhetsvektorer
r = Rip + 21,

og differensialet blir
dr =irdR+ Rigdf +1.dz

Ved hjelp av formlene vi har utledet nylig far vi:
Gradienten til en skalar f
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Divergensen av en vektor v
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Laplace-operatoren anvendt pa en skalar f
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Virvlinga til en vektor v
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Eksempel: Direkte utregning av divergens og virvling uten bruk av de
“ferdige” formlene gitt ovenfor
Dersom vi skriver del-operatoren
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og en generell vektor

v = UR’iR + U@’i@ + ?Jz’iz

sa far vi ngyaktig samme uttrykk for divergens og virvling ved a regne ut direkte
V-v og V x v, knepet er a la derivasjonsoperasjonene bli utfgrt fgr vi gjgr prikk- eller
kryss-operasjonene, og husker pa at enhetsvektorene ogsa ma deriveres i henhold til
derivasjonstabellen for enhetsvektorene vist ovenfor.

Eksempel: Analyse av hastighetsfeltet til en karusell

La posisjonsvektor veere r = Rip + 22, og la vinkelhastigheten veere w = wt,.
Hastighetsfeltet er v = w X r = WRy.

Hastighetsfeltet er divergensfritt



Virvlinga er .
Vxov= %%(MRQ) = 2wt, = 2w

Det er ingen lokalakselerasjon fordi vinkelhastigheten er antatt konstant. Par-
tikkelakselerasjonen er derfor rent konvektiv

Vi kan ogsa finne strgmlinjene. Dette kan vi enten gjore ved a lgse likninga
v xdr = 0 direkte, eller vi kan fgrst finne en stremfunksjon. Ettersom vi her har med
et 2D og divergensfritt felt vet vi at det finnes en strgmfunksjon, sa la oss finne den:
Hastighetsfeltet er 2D i { R, 8}-koordinatene. Vi konstruerer derfor et vektorpotensial
A = —(R,0)i, og representerer hastighetsfeltet med v =V x A =1, x Vy(R, ),
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Vi finner strgmfunksjonen ) = %wRQ + en konstant.

Vi har altsa strgmlinjene gitt ved v x dr = (¢, x Vo) x dr = Viodz — 1,V -
dr = 0, og ettersom V4 ikke har komponent i z-retning, og Vi - dr = di), sa er
stromlinjene gitt ved z lik en konstant og 1) lik en konstant, dvs sirkler med radius
R rundt z-aksen med fastholdt z-verdi.

Kulekoordinater

Det er flere mater a4 navngi kulekoordinater. Gjevik & Fagerland (2017) benytter
{r,0, v}, Matthews (1998) benytter {r, 0, ¢}, Lindstrom & Hveberg benytter {p, ¢, 0}
og definerer r = psin ¢, og en.wikipedia.org/wiki/Spherical coordinate system be-
nytter ISO standard {r, 6, p} som er vanlig blant fysikere, og de papeker at blant
matematikere er det vanlig & bruke {r, ¢, 0}. Den forste kalles radiell koordinat, den
andre kalles polar vinkel, og den tredje kalles asimut (vinkelen langs horisonten).

I disse forelesningsnotatene skal vi benytte {r, 0, ¢} selv om det kolliderer med
notasjonen i matematikk-emnene. Uansett burde det vaere dpenbart at det er
viktig & tegne en skisse for a klargjsre hva koordinatene heter.

Vi beskriver fgrst relasjonen mellom de kartesiske koordinatene og sylinderkoor-
dinatene

x = rsinfcosyp
= rsinfsingp

z = rcosf
Dermed kan vi skrive posisjonsvektor
r =rsinfcospt+ rsinfsinpj + rcosbk

og vi far skaleringsfaktorer
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https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system
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og enhetsvektorer langs koordinatenes retninger
2, =sinfcospt+sinfsinpj + cosb k

19 = —cosblcospt+coslsinpjg —sinb k
1, = —sinpt+cospj
Vi kan na sjekke at kulekoordinatene er ortogonale
i tg =1 1, =191, =0
Dernest kan vi sjekke at kulekoordinatene utgjer et hgyrehandssystem (husk at

siden vi allerede vet at de er ortogonale sa er det tilstrekkelig a sjekke ett krysspro-
dukt)

ir X 19 = (sinfcospi+sinfsinpj + cosO k) X (—cosbcospi+ cosfsingj—sinfk) = —sinpi+cospj =i,

Kulekoordiatene er krumlinjet, sa det er av interesse a vite hva de deriverte av
enhetsvektorene langs koordinataksene er
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Vi kan na uttrykke posisjonsvektor utelukkende ved hjelp av kulekoordinater og
enhtsvektorer langs koordinataksene

=1,
og differensialet blir
dr =2, dr +rtpd0 +rsinfi,de

Ved hjelp av formlene vi har utledet nylig far vi:
Gradienten til en skalar f
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Laplace-operatoren anvendt pa en skalar f
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Virvlinga til en vektor v
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