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Kapittel 1

Felt 1 naturen, skalar- og vektorfelt,
skalering

Oppgave 1

To vektorer u og v er parallelle hvis vi kan skrive u = cv, der c er en skalar.

1 1
2 — —0 = —0 —
a 6b c<4b 3a>

1 1
a(2+30)+b<—6—4c) =0.

Dette gir to likninger for c. For & fa en entydig lgsning ma begge likningen gi samme verdi.

1 1
243c=0 og —6—70:0

Vektorene er altsa parallelle.

Oppgave 2
Gitt vektorene a = {a1,a2,as},b = {b1,b2,b3},c = {c1,c2,c3} og skalarene v og 3.
a) Visat a-a > 0:
a-a = (a1t+ azj + ask) - (a1t + azg + ask)
= a%—i—a%—&-a% > 0.
b) Vis at a - a = 0 hvis og bare hvis a = 0:

a-a = (a1t+ azj + ask) - (a1t + azg + ask)

= a%—l—a%%—a%zo & ar=as=a3=0.
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c) e Visataa-b=ca(a-b):
aa-b = (a1t + aazj + aask) - (b1t + bej + bsk)
= «aa1by + aasby + aasbs

= afa1by + azbs + asbs)
= «afa-b).

e Visat a- b= f(a-b):

a-Bb = (avi+ asj+ ask)- (Bbii + Bbaj + Bbsk)
= a1Pb1 + azBbs + a3Pbs
= f(aibi + az2bs + asbs)
= f(a-b).

d) eVisata-(b+c)=a-b+a-c

a-(b+c) = (ari+asj+ask)- (b +er)i+ (o +c2)j+ (bs + ca)k)
= a1(b1 +c1) + az(ba + c2) + as(bs + c3)
= aiby + aici + agby + azca + aszbs + azces
= a1b1 + azbs + agbs + aicy + azca + azes

= a-bt+a-c
e Visat (a+b)-c=a-c+b-c

(a+b)-c = ((ar+b1)i+ (az+bo)j + (az + by)k) - (cri + caj + csk)
= (a1 +b1)cr + (ag + b2)ca + (asz + b3)es
= ajcy1 + bicy + agea + baca + azes + bacs
= aic1 + agcg +asez + biey + baca + bses

= a-c+b-c

e) Visata-b=b-a:

a-b = (a1t + asg + ask) - (b1t + bag + bsk)
= a1b1 + asbs + asbs
= byay + baag + bsas

= b-a.



Oppgave 3
Gitt en partikkelbane r(t) = ro + vt der 7o = {a, b, c} og v = {vg, vy, v, }.
a) Banen pa komponentform:
r(t) = (a+vet)i + (b+vyt)j + (c + vit)k.

b) Her kan vi sette 7o = 7 = {0,1,0} og v = v,k = {0,0,v,}. Likningen for banen blir
da
r(t) =ro+ vt =j + v, tk.

¢) Vi skriver om r(t):

r(t) = (—Tt+3)t—2j5+4tk
= 3t—2j +t(—71+4k)
= 7o+ vt.

Retningen er gitt ved v = —7i + 4k.

d) Hvis de to banene skal skjeere hverandre mé det finnes to tall ¢; og t5 slik at r1(t1) =
ro(t2). Dette gir tre komponentlikninger:

ty = 3ty+1 (1.1)
6t +1 = 2t (1.2)
% —8 = 0 (1.3)

(1.3) = t1 =4
(11) = to=1

23

Her har vi ingen entydig lgsning for ¢1 og to, altsa skjeerer banen hverandre ikke.

e) Ved tiden ¢ = 0 gar banen igjennom punktet Py = (3,—1,5) og ved tiden t = 1 gar
banen gjennom punktet P; = (—4,3,0). Vi vil finne banen uttrykt pa formen

r(t) = ro + vt.
Vi kan né sette inn for t =0 og t = 1:
r(t=0) = ro=31—j+5k
rit=1) = ro+v=-4i+3j
= v = —4i+3j5—19
= —41+35—-31+7 -5k
= —Ti+45 -5k

= r(t) = B-TH)i+(—-1+4t)j + (5—5t)k.



8 Felt i naturen, skalar- og vektorfelt, skalering

Oppgave 4
a) Normaliser vektoren a = 3i + 25 — 4k:
a
Gnorm = {01 la| = /32 + 22+ (—4)2 = V29

- \/12f9<3i+2j —4k:).

b) Tre vektorer med samme lengde som er slik at @ + b = ¢ utgjer en likesided tre-
kant. For & finne et uttrykk for a, b og ¢ méa vi plassere vektorene (trekanten) i et
koordinatsystem. Dette kan gjgres pa mange mater, men det lgnner seg a legge en av
vektorene langs en av koordinataksene. I figur 1.1 har vi valgt & plassere trekanten
slik at ¢ = 2. De andre vektorene er da gitt ved

1
1
b = E’i—hj.
Vi finner h: /3
h h 3
T _T_yp h=2
511r13 al 7 = 5

- -3 - - - -

Figur 1.1: Tre enhetsvektorer plassert slik at a + b = c.

Oppgave 5

Skalarproduktet av to vektorer er definert ved

a-b=|al||lb|cosb



der @ er vinkelen mellom a og b. Vi lgser for cos 6:

a-b
cosf =
|a|[b]
a-b = -3-6-8=-17

lal] = VOF4+16=v29
b = VIt9+4=+14

cos = — = —

Denne likningen gir to mulig lgsninger: 6 ~ 147.53° og 0 = 212.47°. Siden vinkelen mellom
to vektorer ikke kan overstige 180°, blir riktig vinkel her 6 = 147.53°.

Oppgave 6

Projeksjonen ava =1+2j5 pab=1%—j er
b-a _ 1-2 1 b
LI s 2 2
Som vi ser av figur 1.2 kan projeksjonen av a pa b tolkes som den delen av vektoren a som
gar i b-retning.

Figur 1.2: Projeksjonen av @ + 25 pa ¢ — j.

Oppgave 7

Bruk hgyrehandsregelen eller definisjonen av kryssproduktet.

X

i
il-k o 4
. .
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Oppgave 8

Gitt vektorene a = {ay,a9,as},b = {b1,b2,b3},c = {c1, 2, c3} og skalaren a.

a) Vis at @ x b =0 hvis og bare hvis a og b er parallelle eller hvis @ = 0 eller b = 0:

Anta at a og b er parallelle. Da eksisterer det en « slik at @ = ab. Da har vi a1 = aby,
as = abs og ag = abs. Dette gir oss fglgende uttrykk:

a1 a2 as
0 — _ _

T b by by
La oss na se paa x b =0:
t j k
axb = ai as as
by by b3

= i(a2b3 — a3b2) — j(a1b3 — a3b1) + k(a1b2 — agbl) = 0.

Dette gir tre likninger:

a2b3 = a3b2 (1.4)
arbs = ash (1.5)
a1b2 = agbl. (1.6)

(1.4) = a9 = %bg = Ckbg
b3

(1.5) = a3 = ﬂbg = Oébg
b1

(1.6) = a1 = %bl = aby
bo

Altsa er a og b parallelle. Hvis enten @ = 0 eller b = 0 er det opplagt at @ x b = 0.
b) Visat a x b= —b x a:

ik
-bxa = —b1 —bz —b3
aj a as
= i(—b2a3 + bgag) — j(—b1a3 + bgal) + k(—b1a2 + bgal)
= ’i(azbg — a3b2) — j(a1b3 — a3b1) + k(a1b2 — ale)

= axb.
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c) Visatax (b+c)=axb+axc:

ax(b+c) = ap as as
b1+61 b2+02 b3+03
= i(ag(bg + 03) — ag(bg + CQ)) -7 (al(bg + Cg) — ag(b1 + C1)) +

k(a1(b2 +c2) — az(by + Cl))
= i(a2b3 — agbg) — j(a1b3 — a3b1) + k(a1b2 — Qle) +
i(a203 — a362) — j(alcg — CL361) + k(a102 — agcl)

= axb+axec

d) Visat (a+b)xc=axc+bxc:

i j k
(CL—i—b)XC = a1 +b; as+by az—+bs
C1 C2 C3

= i((a2 +b2)es — (a3 + b3)02> — j((a1 +b1)es — (as + b3)¢1> +

k((al + 61)62 — (ag + bg)cl>
= i(agc3 —agez) — j(arcy — ager) + k(aico — azer) +
i(b203 — bgcg) — j(blcg — bgcl) + k(blcz — bgcl)

= axc+bxe.

e) Vis at (aa) X b= a(a x b):

i J k
(@) xb = | aa; «@ay «as
by by b3

= i(aagbs — aasbe) — j(aa1bs — aagby) + k(aaibs — aagby)
= Oz[’l:(CLng — agbg) — j(a1b3 — a3b1) + k(a1b2 — agbl)

= afa xb).

f) Visat (a xb) xc=(a-¢)b— (b-c)a.
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La oss se pa den venstre siden fgrst:

i j k
axb = ai as as
by by b3

= i(agbg — a3b2) — j(a1b3 — a3bl) + k(albg — a2b1>
i j k
(a X b) Xc = a2b3 — CL3b2 a3b1 — a1b3 albg — a2b1
C1 C2 C3

= i((ai’»bl —aibz)cs — (arby — a2b1)02> —
j((a2b3 — agba)cs — (a1be — azbl)cl> +

k((agbg — asby)ca — (agby — a1b3)01>. (1.7)
Den hgyre siden ledd for ledd:
(a-c)b = (aici + azca + azes)b
(arc1 + agea + ases)bii +
(a1c1 + age + azes)baj +
(arc1 + ages + azes)bsk

bici + bacg + bsc3)b

bic1 + baca + bses

( )

— (blcl + bocoy + b303)a1i +
( )azg +
( )

bic1 + baco + bges)ask.

Vi samler leddene:
(a . C)b — (b . c)a = i(alclbl + agcoby + asesby — biciar — bacsaq — b303a1) +
j(a101b2 + QQCQbQ + a303b2 — b101a2 — bQCQCLQ — bgCgCLQ) +

k:(alclbg + agcobs + azesbs — bicrag — bacsasg — b303a3).
En enkel opprydding her gir oss (1.7).

g) Vis at (a x b) x ¢ =a x (b x ¢) hvis og bare hvis (a x ¢) x b= 0.

(a x b) x ¢ regnet vi ut i deloppgave f (likning 1.7). P4 tilsvarende mate far vi

a X (b X C) = ’i(CLQ(blCQ — bQCl) — ag(bgcl — blcg)) —
J <a1(b162 — bacr) — az(bacs — 5302)) +

kz(al(bgcl — blcg) — a2(b263 — bgCQ)). (1.8)

Setter vi likning 1.7 og likning 1.8 lik hverandre far vi fglgende
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z-retning:
agbicg — ai1bscs — ajbocy + asbica = asbico — agbacy — asbseq + agbics
=  —aibscs — a1bacy + asbacy + asbse; = 0. (1.9)
j-retning:
—agbseg + asbacs + arbac; — asbicy = —aibica + a1bacy + agbacs — asgbsceo
=  —agbscs — asbier + arbics + aszbzcs = 0. (1.10)
k-retning:

a2b362 — a3b262 — a3b161 + albgcl = a1b301 - a1b103 - CLQbQCg + agbgcg

=  —agbaco — agbicy + a1bicz + asbacg = 0. (111)

Vi kan né regne ut (a x ¢) X b:

(a X C) xb = z((—a1C3 + agcl)bg — (a162 — a201)62> —
j((a203 — azcg)bs — (arcp — 0201)51) +

k((CLQCg — a362)bg — (—a163 + a301)b1>
Settes dette uttrykket lik null far vi likningene (1.9) - (1.11).

h) Visat (a xb) xc+ (bxc)xa+(cxa)xb=0:
(a x b) x ¢ regnet vi ut i deloppgave f (likning 1.7). De to andre leddene gir

(b X C) xXa = ’i((b301 — blcg)ag — (blcg — bgcl)az) —
j((b203 — bszcp)az — (bica — b2C1)a1) +

k((bgCg — bzca)ag — (bgep — blcg)al)
og

(C X a) xb = i((alcg — a301)63 — (a201 — alcg)bg) —
j((CLSCz — azc3)bs — (azer — a102)b1) +

k((a302 — agcg)by — (a1es — a361)61>.
Summerer vi opp leddene far vi
z-retning:
agbics — arbges — ajbaca + asbico +
agbscy — agbicg — agbica + asbacy +
a1bzcz — agbzer — asbact + arbaco

= 0.
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j-retning:
—agbscs + asbacs + arbacy — agbicy +
—aszbacs + azbzca + arbica — arbacy +
—aszbsca + asbzcs + asbicr — arbico
= 0.
k-retning:
asbzco — azbacy — agbicr + arbzer +
agbacz — azbzco — arbzer + arbies +
agbaco — asbocs — arbics + asbicr
= 0.
Oppgave 9
Arealet av parallellogrammet utspent av a og b er |a X b|:
axb = 3 -1 2
-1 4 3

= i(-3-8)—j(9+2)+k(12—1)

= —11i— 115 + 11k

Arealet = |a x b| = v/121 + 121 + 121 = 11V/3.

Oppgave 10

Gitt tre punkter P, = (—2,—1,2), P, = (2,0,1) og P3 = (2,2,0). Arealet av trekanten er
halvparten av arealet til et parallellogram dannet av vektorene a (fra P til P») og b (fra
Py til Py).

2

Figur 1.3: En trekant er halvparten av et parallellogram.

a = 4i+j—k
b = 4i+3j5—2k
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i j k
axb = |4 1 -1
4 3 -2

= i(—243)—j(—8+4)+ k(12— 4)

— 445+ 8k

Arealet = %]a X b = %\/m: %\/87: g
Oppgave 11
Generelt har vi:

x = rcosf

y = rsinf

= VTR

0 = arctany/x, x>0,y>0

(+ 7 hvis x <0, + 27 hvis 2 > 0 og y < 0).

Alternativt kan man bruke funksjonen atan2(y,x) som finnes i diverse programmerings-
sprak (f.eks. Matlab) og som er lik arctan y/x i forste og fjerde kvadrant, arctany/x + 7 i
andre kvadrant, og arctany/x — 7 i tredje kvadrant.

A

+ r
o L
+ 7 + 27

Figur 1.4: Plane polarkoordinater og enhetssirkelen.

a) Kartesiske koordinater: (6,2v/3). Polarkoordinater:
r = \/m =V36+4-3= V48 = 4/3
§ = arctany/x = arctanv/3/3 = %
Punktet uttrykt i polarkordinater er (4v/3,7/6).
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b) Polarkoordinater: (3, 7/2). Kartesiske koordinater:
x = rcostBcosg:O
y = rsin9:3sing:3.

De kartesiske koordinatene til punktet er (0, 3). Posisjonsvektoren uttrykt i kartesiske
koordinater er 3j.

Oppgave 12

Gitt formelen for hgyden (h) som funksjon av tiden (t) til en rakett som skytes vertikalt
oppover i tyngdefeltet:

1
h(t) = vot — ith. (1.12)
a) Den storste hgyden (t,) finner vi ved & derivere funksjonen og bestemme ekstremal-
verdiene.
Wt)=v—gt=0 = t=-2
g
v/g
% ~
R (t) R TR

tm = vo/g er et makspunkt for h(t). La oss sjekke dimensjonen til ¢, for sikkerhets-

skyld:
[tm] - @ = m/sz = S.
lg]  m/s
Den maksimale hgyden er na lett & regne ut:
b = hity) = 90 _ L8 v 11
g 27¢> g 2g
_ 1y
Dimensjonen blir
vl m?/s?
[hm] = M = / 5 = m.
lg]  m/s

b) Vi innfgrer to nye dimensjonslgse parametere (variable):

h

o= b= h*hy,
he

* t *

o= = =ttt

m

~+
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Insatt i likning 1.12 gir dette:

h*hm

h*

h*

m
vttt 1 gt
hm 2 hm

2
vt %
193 27 1vh
29 29
o — 1

Figur 1.5: Funksjonen h* = 2t* — .
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Kapittel 2

Gradientvektoren, vektorfelt,
stromlinjer, feltlinjer

Oppgave 1
Gitt funksjonen f(z,y, z) = 22y + z%z. Vi regner fgrst ut de partielt deriverte med hensyn
pa x, y og z:
of 2 of _ 5 of
97 Ty + 27, 2y x°, oz 2T
De dobbeltderiverte blir na
0% f 0% f
-9 -9
0xdy “ 0x0z :
0% f o0 f
=2 =2z.
OyOx “ 9200 ©

Oppgave 2

Taylor-approksimasjonen av fgrste orden til en funksjon f = f(x) om punktet xg er gitt
ved

Ti(z) = f(wo) + f'(wo) (2 — o).
For funksjoner av to variable, g = g(z,y), om punktet (xg,yo) har vi
Ti(z,y) = 9(x0,Y0) + gu(20, o) (x — o) + gy (0, Y0) (Y — Yo)

der g, og g, betegner de partielt deriverte av g med hensyn pa henholdsvis z og y.

a) f(x) =sinz, zy=0, f[f'(z)=-cosz.

Ti(z) = sin0+cos0-(x—0)
= 0+1-z
= .

b) f(z) =cosz, x0=0, f'(z)=—sinx.
Ti(x) = cos0—sin0-(z —0)
= 1-0-z

= 1.
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r9=0: Ti(z) = 4+2.-0-e(xz—0)
= 140:-(z—-0)
=1

ro=1: Ti(z) = e +2-1-el(z—1)
= e+2(r—1)
= e(2x—1).

d) f(z) =sinyz, x0=n% fl(z)= %m_% CoS /.

1
Ti(z) = sin7r+§(7r2)_%cos7r(:r—7r2)
11
= 0+~ (-1)(z—7°)
2m
1
= *%($*7T2)
e) g(x,y) =sinxcosy, (xo,y0)=(0,0), g =cosxcosy, ¢, = —sinxsiny.

Ti(xz,y) = sin0cos0+ cos0cos0(z —0) —sin0sin0(y — 0)
= 0+1-(x—0)—0-(y—0)

= X.

f) g(x,y) = 2y® — e, (mo,y0) = (1, 1), gz =y>— e, g, =2zy— eV,

Ti(z,y) = 1 (1) ="+ (-1 —e)@-)+(2-1-(-1) —e "y +1)
= 1-14+0-D(x—-1)+(-2-1D(y+1)
= —3y-—3.
LY
g) g(z,y) = m7 (z0,90) = (—1,2).
o9 y(Q+a*+y?) —ay- 20 y—aty+y
ox (1+$2+y2)2 (1+$2+y2)2
o9 w(l+a®+y°) —wy-2y  x—ay’ 44
dy (1422 +42)° (1422 +42)°
-2 2—-2+8 -14+4-1
T = Nt —— (y—2
@y) = gt e @D —(—2)

1 2 1
= 4+ Z@+1)+—(y-2
o@D+ -2

dr+y—4
18 '
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Oppgave 3

Taylor-approksimasjonen av andre orden til en funksjon f = f(x) om punktet xg er gitt
ved

To(w) = f(wo) + (@) (& — w0) + 3 " (wo)(z — o).
a) f(z)=sinz, z9=0, f'(x)=cosz, [f’(z)=—sinx.

Tr(z) = O+1-(x—0)—|—%-0~(:1:—0)2

= X.

b) f(¢) =cosz, x0=0, f'(z)=—sinz, [f'(x)=—cosz.

To(z) = 1+04x—m+%@4xm—m2
= 1—1562
2
O f@) =z, w=2 f@)=1 f@)=-—

Oppgave 4
Vi fglger hintet og rekkeutvikler teller
2 3
x x
1 N=g— "+ +...
nz+1)==x 5+ 3 +
og nevner
: z® N
sing =z — =
Sa utfgrer vi en polynomdivisjon og beholder kun ledd til andre orden
2 3
r— L + - T 1‘2
2 3
1S4 4...
- Pt

Sa kan vi sette inn verdien z = 0.01

log(1.01)

—— 2 ~0.99505.
sin(0.01)

Legg merke til at det er ngdvendig & rekkeutvikle bade teller og nevner til tredje orden
for at sluttresultatet skal bli ngyaktig til andre orden, det skyldes at rekkeutviklingene til
bade teller og nevner starter med ledd av fgrste orden.
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Oppgave 5
Gradienten til et skalarfelt 5, ogsa kalt gradientvektoren, er definert ved

08, 08, 08
VB = axz—i- 8y‘7+ azk.

Vi skal i denne oppgaven benytte oss av r-vektoren:
. . 1
r=ai+yj+zk, |r|=r="+y*+2%)2.

a) B=a®+xy+ 2%

B
% 2x 4y
% _
oy
B
& = 2z
= VB8 = (z+y)i+zj+2zk.

b) g = e~ (@yt2).

B _ )
85{? - € ( y)

9B _ v
oy e (—x)

op = e @) (1)

0z
= VB = —e @) (yi+aj+k).
c) f=va?+y+ 22
B 2z
ox 222 + y2 + 22
9 _ 2y
dy 2y/x? +y? + 22
B 2z
9z 2¢/2? 4 32 + 22
1 T
= Vf = —(vi+yj+zk)=—.
B ﬁw“z?( yj +zk) =



1

) f= e = (P + 37 + )
Vel +y? + 22
gi B _%(x2+y2+z2)_%'2x
gf B _%(x2+y2+z2)_%'2z
= V8 = —(x2+y2+z2)‘%(wi+yﬂ'+z"’):_%'

¢) B=Br), r=(a"+y*+2%):

ge Y BF S SOy — 2

ox dr Ox dr2(w ty )T 2 dr r

op dBor dB1l, 5 o o1 dBy

dy dr Oy d7’2<ng Ty 2y drr

g E PP S L9y =

0z dr 0z dr2(x YT 22 drr
o dg1, . . _dBr

Vi kontrollerer ved & sammenlikne resultatene fra deloppgavene c) og d):

Q) f=r = v5:1-;=f Ok!
1 1 r T
== - = . —__ |
d) g " = Vg 2 3 Ok!
Oppgave 6
Gradienten til et skalarfelt 5 er definert ved
0 0 0
go o 00, 005 08,

ox oy 0z

a) VB =yzi + xzj + zyk:

0
85 = yz = PBx,y,2)=zyz+ fi(y,z)
gﬁ = vz = Br,y,2)=zyz + f2, 2)
0

For & fa en entydig 8 ma vi velge f1 = fo = f3 = C' (= konstant) slik at

B(z,y,z) = zyz + C.
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b) VB = cos(yz)i — zzsin(yz)j — zysin(yz)k:

D= osyr) > Bley) = weos(y2) + Al 2)
(25 = —azsin(yz) = B(w,y,2) = vcos(yz) + fa(z, 2)
P = aysinl) > Bley) = weosyz) + folay).

Entydig g krever f1 = fo = fs =C
B(,y,2) = wcos(yz) + C.
c) VB=—e"i—eYj—e "kt

0
£ = —e " = Blyz)=e"+fily,?)
% = -V = B(x,y,z):e_y—i—fz(x,z)
Jy
0 . —z
Vo= e s By = o)
Her méa vi velge funksjonene f1, fo og f3 slik at
fl(ya) = e?V+e "+ C
folz,z) = e 4+e*+C
fa(x,y) = e 4+eV+C
= Blr,y,z) = e"+e¥+e+C
Oppgave 7
Definisjonen av gradientvektoren av en skalarfunksjon [ er
_ﬁ 98, 0B,
A5} + 3y J+ 92
a)
V@tB) = (ot B)it (ot B+ (ot B
Oz y 0z
_ Oa, 00 day 08, 05 05,
R T a’”a vty T ok
= Va+Vg.
b)
V() = S-(eBlit (Bt o (ch)
c = 5. 8yc c
_ 9B, 098, 98
N C@xz+cay'j+cﬁzk
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V(aB) = o(aB)i+ o (@Bt o @Bk

- (Frvag )i+ (5o og)i+ (5o req)r
ox ox

B Oda. Oo . O« 5 5 ﬁ

0 0 0
= pVa+aVp
d)
1
"(3) - a()anG)ia )
B _18ﬂ_1 6 108
T T Roar’ Boy’t Boz
_ 0. 9B, 0B,
B ‘52( "oy’ *a)
= ﬁQ V.
Oppgave 8
Vi har gitt temperaturmodellen
R
T:TO? (2.1)

der Ty og R er konstanter og r = (x2 + %+ 22)1/2.

a) Vi regner forst ut temperaturgradienten i et vilkarlig punkt:

1
VT = V<T0f> = TORV<T).

Den siste likheten far vi fra oppgave 8b. Fra oppgave 5d far vi fglgende resultat:

som gir oss temperaturgradienten

ToR
VT =5
r
Ved jordoverflaten er » = R og
Ty
Ay >

Retningen er her —r, dvs. fra jordoverflaten og inn mot sentrum av jorden, mens

stgrrelsen blir
To To

MERK: Oppgaven spgr om retning, men ikke om retningsvektor med enhets lengde.
Det er derfor valgfritt om vi angir retningen ved en vektor med vilkarlig lengde.

IVT| =
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b) Vi skalerer T' med temperaturkonstanten Ty og r med avstandskonstanten R. Da far
vi to nye dimensjonslgse variabler:

T T
5= — =
TR
Vi kan na sette T = T*1Ty og r = r*R inn i likning 2.1:
R
Ty = Ti
0 O9R
1
r
Oppgave 9
Et fjellpass er beskrevet ved
a
h(z,y) = ho + 752y (2.2)

der hg, R og a er konstanter.

a) Hgydekonturene finner vi ved & sette h(x,y) = C' = konstant:
a
C = ho+ T2y

—h
Ty = Ca OR2.

Hvis C' = hg har vi at zy = 0 som gir x = 0 og y = 0. Bade z- og y-aksen er altsa
hgydekonturer. Hvis C' # hg har vi:

C—hol
R0
y a X

Forz=Rogy=R:

C—h
R=- R = C=ho+a (=1450m)
Forz = Rogy=—R:
C—h
~R=—— R = C=hy—a (=950m)

0.S.V.

b) Gradientvektoren peker mot stgrre verdier av skalarfunksjonen:

Oh . Oh .

Vh = %’lﬁ‘afy]

(yi + x7).

a
~ R?
Stagrrelsen til gradientvektoren sier hvor bratt stigningen er:

a
|Vh’ = ﬁ V 1'2 + y2.

Stigningen er altsa like bratt pa sirkler med sentrum i origo og det blir brattere jo
lenger vekk fra origo vi kommer.
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10
o =
8 83 \ g
©
2 2
6 S Bl
q/b
] / |
2 20 |
20 o0 45 00—
950 145
or 1200 1200 1200 1200 0 =
1450 950
745, 950
ok \220 0 00/ i
_al i
iy Y 4
% 8§
-8 L o —
N
o
10 | | | |
-10 -5 0 5 10

Figur 2.1: Konturlinjene til fjellpassmodellen (2.2)

¢) Det er mange méater & lgse denne oppgaven. En opplagt méte er & innfore nye dimen-
sjonslgse variabler:
h x Y
hW=—, zf=— ==
ho’ r Y TR
Vi kan na sette h = h*hg, = 2*R og y = y* R inn i likning 2.2:

a

h*hy = hg—kﬁx*Ry*R
a
B o= 14—ty
+h0:cy

Brgken a/hg er dimensjonslgs siden bade a og ho har dimensjon meter. Vi markerer
dette ved & innfgre a* = a/hg slik at den dimensjonslgse likningen blir

h*=14a"z*y".
En bedre mate er & innfere

pro o3 fa Ly fa
" Y T RVRe Y TRV

Da oppnar vi at konstanten a blir borte slik at den dimensjonslgse likningen blir

W =1+z%y".
En enda bedre méate er & innfere
h* h — h‘O * xz * Yy
= y xr = -, = —.
a R Y TR

Da oppnéar vi at bade konstanten a og konstantleddet blir borte slik at den dimen-

sjonslgse likningen blir

h* =z y*.
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Oppgave 10

a) v=ai+bj, u=a, v=b

udy = vdzr
ady = bdx
/ady = /bdx
ay = br+C
y = é:L“—I-C'.
a

(C er en vilkarlig konstant = C'/a = C'.)
b) v=ayi +bxj, u=ay, v=Dbz.

udy = wvdr

aydy = bxdx

/aydy = /bmd:r

1 1
—ay® = -2*4C
2
b
P = —22+C
a
b
y = +/-22+C.
a
Hvis a er negativ far vi
b
V+ar=C, a=-=->0
a
og strgmlinjene blir ellipser med sentrum i origo.
¢) v=ai+brj, u=a, v=bx.
udy = vdzx
ady = bxdr
/a dy = /ba: dx
L o
ay = =bx*+4+C
2
b
y = —z*4+C.

2a
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_5 L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

)]

Figur 2.2: Konturlinjene C' = —8, —6, ..., 6, 8 til vektorfeltet v = at + bj der a = b = 1.

S = 7
\%////
= S/

A

L I N

; N U
_2////9\\\\
_3////9\\\\
4//M\\

Figur 2.3: Konturlinjene C' = —15, —5,0, 5, 15 til vektorfeltet v = ayi + bxj der a = b = 1.
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-2

-3

4

Pl el ol ) Zz
T 2 2 2 P e
P T T T T T T Y

/
/
/
/
/
/
/
/
i

&
2

|
(&)}

Figur 2.4: Konturlinjene C' = —4, -2, 0, 2,4 til vektorfeltet v = at + bxj der a = b = 1.

Oppgave 11

Gitt vektorfeltet

cy - cx
— (2
2+y? a4y

75

Vi finner som vanlig strgmlinjene ved & sette inn i formelen v dy = v dx. Fgr vi integrerer
ma vi huske pa a forkorte s& mye som mulig.

cy cx

— dy = ———d
22+ 42 Y 22+ o2 z
—ydy = xdx
—/ydy = /xdaz
Lo 1,

§y = 23: +C

Strgmlinjene blir sirkler med sentrum i orgio.
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Oppgave 12

La oss fgrst finne v uttrykt ved hjelp av 3:

7

j k
vkxvi—| 0 0 1|=_2;, 95,
8 98 oy Oz
or Oy
Strgmlinjene er gitt ved likningen
udy = wvdzr
ap )]
——d —d
dy ox "
op op _
o dx + By dy = 0.

Venstresiden over kjenner vi igjen som dg, tilveksten i 5. Hvis tilveksten i 8 er null ma j
veere konstant. Strgmlinjene til vektorfunksjonen v er altsa gitt ved

B(x,y) = Po = konstant.

Oppgave 13

Vi har gitt et hastighetsfelt

v = 2kxi + 2kyj — 4kzk, k> 0.

a) I zz-planet har v komponentene u = 2kx og w = —4kz. Likningen for stromlinjene
blir
udz = wdx
2krdz = —4kzdx.

For vi gar 1gs pa integreringen, ma vi forkorte sa mye som mulig og sgrge for at alle
uttrykk med x er pa samme side som dx og alle uttrykk med z er pa samme side som

dz.

rdz = —2zdx
1 2
—dz = ——dx
z T
1 1

/dz = —2/ dzx
z T
Inz = —2lhz+C
elnz — 6721nm+C

s = 6lnac*2 -60
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S
’
/

1
t
!
%
Figur 2.5: Konturlinjene C' = —25, —10, —1,0, 1, 10, 25 til vektorfeltet v = 2kxt — 4kzk der
k=1.

b) Det er tre mater strommen kan veere aksesymmetrisk pa: om z-aksen, om y-aksen
eller om z-aksen. Strgmstyrken i zy-planet er gitt ved:

lv| = \/u2 402 = \/4I<:2:L"2 + 4k2y2 = 2k/ 22 + 92,

Vi har samme strgmstyrke pa sirkler med sentrum i origo. Retningen er gitt ved
v = 2k(xt + yj) = 2kr. Vi har altsd symmetri om z-aksen.

RSN v
LSO W SN 7
o S ]
4 |
S NN |
127 /TN N NN

Figur 2.6: Vektorfeltet v = 2kxt + 2kyj er symmetrisk om z-aksen.



Kapittel 3

Bruk av Matlab

Oppgave 1

a) >> sum(diag(A)) + sum(diag(B)) + sum(diag(C))

eller:
>> sum(diag(A) + diag(B) + diag(C))
eller:

>> sum(diag(A + B + C))

b) >> sum(A(1,:)) + sum(A(2,:))

eller:

>> sum(sum(A(1:2,:)7))

c) > v = linspace(-4*pi,4*pi,17)

d) >> D = 3*eye(8) + diag(2*ones(7, 1), -1) + diag(2*ones(7, 1), 1) +
diag(ones(6, 1), -2) + diag(ones(6, 1), 2)
Oppgave 2

a) function n=lengde(x, y, z)
% Returnerer lengden til en vektor
% med komponenter {x,y,z}

if nargin < 3
error(’lengde tar 3 innparametre!’)

end

n = sqrt(x”"2 + y~2 + z°2);
end

33
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b)  function n=lengde2(v)

% med vilkdrlig dimensjon
n = sqrt(sum(v.~2));
end

Oppgave 3

a) x = linspace(-2%pi,2*pi,401);
y = 4*xsin(2+*x);
plot(x, y)

b) x = linspace(-10,2,12001);
y = x.72.%exp(.5%x);
plot(x, y)

¢) t = linspace(0,8*pi,401);
x = t.*xcos(t);

y = t.*sin(t);
plot(x, y)

d) t = linspace(-pi,pi,63);
[x,y] = meshgrid(t);

z = sin(x).*sin(y);
surf(x, y, 2)

e) t = linspace(1,5,401);
[x,y] = meshgrid(t);

z = log(x.xy)./(x.72 + y."2);
[C,h] = contour(x, y, z);
clabel(C, h)

f)  [x,y] = meshgrid(-5:1:5);
u=x./(x."2+y."2);
v=y./(x.72 +y.72);
figure(1)
quiver(x, y, u, v)
figure(2)
quiver(x, y, u, -v)
figure(3)
quiver(x, y, v, u)
figure(4)
quiver(x, y, v, -u)

Oppgave 4

a)

% Returnerer lengden til en vektor v

[x,y] = meshgrid(linspace(0,2,21), linspace(-2,2,41));
h = 1000 + 50*x."2.*xy."2.*%exp(l - x.72);
surf(x, y, h, ’FaceColor’, [.36 .67 .93])
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axis square
xlabel(’x’)
ylabel(’y?)
zlabel(’h’)

[x,y] = meshgrid(linspace(0,2,21), linspace(-2,2,41));
h = 1000 + 50*x."2.*y."2.%exp(1l - x.72);

% La Matlab velge hgydenivier:
%[C,h] = contour(x, y, h);

% Plot et gitt antall hgydenivaer:
%[C,h] = contour(x, y, h, 20);

% Plot bare noen utvalgte hgydenivéer:
v = 1001:10:1091,;
[C,h] = contour(x, y, h, v);

clabel(C, h)
colorbar
axis square

[x,y] = meshgrid(linspace(0,2,21), linspace(-2,2,41));
h = 1000 + 50*x.72.%y. 2.*exp(l - x.72);

v = 1001:10:1091;
contour(x, y, h, v);
colorbar

axis square

[x,y] = meshgrid(linspace(0,2,11), linspace(-2,2,21));

h = 1000 + 50*x.72.%y."2.*%exp(l - x.72);

[dhx,dhy] = gradient(h, 0.2); 7% avstand mellom gridpunktene er 0.2
hold on

quiver(x, y, dhx, dhy, 0.5)

hold off

Oppgave 5

a)

function f=fakultet(n)
% f=fakultet(n) returnerer n!

f = prod(1:n);
end

function f=funk(x, n)
% f=funk(x, n) returnerer den n’te deriverte til cos(x)

if mod(n, 4) == 0,
f = cos(x);
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elseif mod(n, 4) == 1,

f = - sin(x);
elseif mode(n, 4) == 2,
f = -cos(x);

elseif mod(n, 4) == 3,
f = sin(x);

end

end

eller:

function f=funk(x, n)
% f=funk(x, n) returnerer den n’te deriverte til cos(x)

f = cos(x + n*pi/2);
end

function f=tayloriD(x, x0, n)

f = funk(x0, 0);
for i=1:n,
f =f + (1/fakultet(i))*funk(x0, i)*(x - x0)~i;
end
end

N = 51;

x = linspace(-pi/2,3*pi/2,N);
y = cos(x);

plot(x, y, ’r’);

axis equal

hold on

x0 = pi/2;

yil=10;y2=10; y3=1; y4 = [1;

for i=1:N,
y1(i) = tayloriD(x(i), x0, 1);
y2(i) = tayloriD(x(i), x0, 3);
y3(i) = tayloriD(x(i), x0, 5);
y4(i) = tayloriD(x(i), x0, 7);

end

plot(x, yi, ’b’);
plot(x, y2, ’g’);
plot(x, y3, ’c’);
plot(x, y4, ’m’);
hold off



Kapittel 4

Vektorfluks og sirkulasjon, divergens,
virvling, stromfunksjonen

Oppgave 1

Gitt et vektorfelt
v =ut +vj + wk.

Divergensen til v er definert som

v ou n Ov n ow
Y = — - -
dr Oy 0z
og virvlingen er gitt ved determinanten

t 37 k

o) o) 0

Vxv= 9r dy 0z

U v w

a) v = 2y’ + 29?235 + 2y’ k.

Divergens:
Vv = %23 + 22y23 + 3ay?22
Virvling:
1 J k
0 0 0
Vxov = 9z 3y 92
vy’ a2 wy?s

= <2myz3 — 3my222)i — (y223 — 3xy2z2)j + (y223 - 2xyz3> k.

b) v = e¥*i + e**j + e"Vk.

Divergens:

37
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Virvling:
ik
_ 9o 90 9
Vxov = ox dy 0z
vz etz oy

= (a:e””y — me“)’i — (yemy — yeyz)j + (zem — zeyz>k.

¢) v =e""i+sin(zy)j — cos(2?)k.

Divergens:
Vv =2ze" +  cos(zy) + 2zsin(2?).
Virvling:
) J k
0 0 o)
Vxov = oz Em 9z

[

= ycos(zy)k.

d) v=(z+y+2)%+ 2k

Divergens:
Vov=2+y+2) — —
SV = €T Z)— —.
Y 22
Virvling:
7 j k
0 0 0
Vxov = 9z Jy 9z
(z4+y+2)7? 0 =
xZ. Yy .
= Ji- (;—Q(x—i-y—i—z))] —2(x+y+2)k.
Oppgave 2
. Upz?

a) v =u(z)s, u(z)= 2 0<z<h, Up=konstant, h = konstant.
Vi antar at problemet er to-dimensjonalt i xz-planet.
Divergens:

ou Ow
Vv=—+—=0.
Y7 bz * 0z
Virvling:
t 3 k P
- o o o u . - 2UOZ .
VXxv= oz 0 9z | — &J - 12 J
u(z) 0 0
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U()z2 .

Figur 4.1: Vindprofilet til v = 12 2

Stromfunksjonen ¢ (x, z) finner vi ved & lgse likningssystemet

oy
oy
Fra (4.2) far vi
o B
i 0 = Y=19Y().

Vi setter inn for w i (4.1) og integrerer:

871# B _U022
0z h?
= Y(z) = —%%234—0

Siden 1t her er en funksjon av bare z far vi en integrasjonskonstant C i stedet for en
funksjon f(z). Stromlinjene finner vi ved & sette ¢ = ¢y = konstant:

.3 —3h* (g — C)
Uo

= (C® (Brgken er konstant)

= 2z = (.

Dette gir rette horisontale linjer (se figur 4.2). Volumstrgmmen er gitt ved

Q:/Uv-nda
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Vektorfluks og sirkulasjon, divergens, virvling, strgmfunksjonen

w
T
[
w
w
P

o
z
o
o
o

Figur 4.2: Strgmlinjene til v = u(2)% er rette horisontale linjer.

der n = 4 er en normalvektor til snittet (se figur 4.1). v - 7 = u(z) slik at vi far

Q = /Ohu(z)dz

Vi skal til slutt vise at volumstrgmmen er lik differansen i strgmfunksjonens verdi
mellom bakken og z = h:

Q = Y(z=0)—p(s=h)

o 1U0 3
= Cggh®-C

1
= =Uoh.
340

z+h

b) v =wu(2)t, wu(z)=Upln ( ), 0<z<h, Up=konstant, h = konstant.

Vi antar at problemet er to-dimensjonalt i zz-planet.

Divergens:
ou Ow
Virvling:
i 3 k 9 U
Vxv=| 2 0 2 |=25="23
oz 0z
w(z) 0 0 0z z+h
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h
Figur 4.3: Vindprofilet til v = Uy In <Z _}t >z

Strgmfunksjonen ¥ (x, z) finner vi ved & lgse likningssystemet

oo
0z
oy
% = w.
Fra (4.4) far vi
0
W0 = v=u)

Vi setter inn for w i (4.3) og integrerer:

i = —Upln (Z—;h>

0z
= Y(z) = —Uo/lnudz
der h J )
z+ U
U = P P dz = hdu.

Videre blir strgmfunksjonen
P(z) = —Ugh/lnudu
= —Ugh[ulnu— du] +C

- —Ugh[u (lnu—1) } +C

= —Uo(z+h)[ln <22h> —1} +C



42 Vektorfluks og sirkulasjon, divergens, virvling, strgmfunksjonen

Vi har her brukt substitusjon og delvis integrasjon til & lgse integralet. Siden 1) her er
en funksjon av bare z far vi en integrasjonskonstant C' i stedet for en funksjon f(x).
Strgmlinjene finner vi ved & sette ¥ = g = konstant. Siden % = 1)y inneholder kun
en variabel, z, og resten konstanter, far vi at z = konstant som gir rette horisontale
linjer som i oppgave a (se figur 4.2).

Q:/Jv-nda

der m = ¢ er en normalvektor til snittet (se figur 4.3). v -4 = u(z) slik at vi far

Volumstrgmmen er gitt ved

Q = /Ohu(z)dz
_ U0/0h1n<z—}:h>dz
e+ (252 ]|
0

= 2Uph(In2—1) — Uph(Inl—1)

= Uph(2In2-1).

Vi skal til slutt vise at volumstrgmmen er lik differansen i strgmfunksjonens verdi
mellom bakken og z = h:

Q = ¥(==0)-¥(z=h)

= —Uoh[ln (Z) - 1] +C+U02h[ln (2:> — 1] —-C
= Uoh+2Uph(In2 —1)

= Uoh(2In2—1).

Oppgave 3

Vv = —+—=2ax+ —.
Y Y
Skal feltet veere divergensfritt mé

0
2ax+87; = 0

ov

87:1] = —2ax.

Vi integrerer med hensyn pé y:

v(z,y) = —2azy + f(x).
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Feltet er na divergensfritt for et hvert valg av f(z). Videre i oppgaven skal vi begrense oss

til tilfellet v(0,0) = 0, da ma vi velge f(z) = 0, slik at
v = az’i — 2azyj.

Stromfunksjonen 1 (z,y) kan vi finne fra likningene

W -
oy
oy
w =V
Dette gir
(4.5) : Zfz-wﬁ = Y(z,y) = —az’y + fi(z)
(4.6) : gi} = —2azxy = w(x,y)z—ax2y+f2(y)-

For & fa en mulig v méa vi velge fi1(z) = fa(y) = C, og stromfunksjonen blir
U(x,y) = —az’y + C.

Strgmlinjene finner vi ved & sette ¢ = ¢y:

C—¢ C

y ==
ax? x2

\
N
-1
—

\
\

7
l

7
Y.
NN 7
[ I

_4 I I I \
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 4.4: Vektorfeltet v = ax?i — 2axyj med strgmlinjer for @ = 1. Strgmlinjen som gar
gjennom origo og langs y-aksen er markert med litt tykkere linje for & understreke at her

er hastighetsfeltet lik null v(0,y) = 0.
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Oppgave 4

Vi skal finne volumstrgmmen til vektorfeltet
v =3r1+yj

gjennom et rektangel med sentum i origo og sidekanter Az og Ay (se figur 4.5). Volum-
strommen er definert som

AQ—/v-nda

der o er den samlede overflaten til sidekantene og do er et lite flateelement med normal-
vektor m. Vi deler opp rektangelet i fire deler:

AQ = v-nda+/ v-nd0+/ v-nda—i—/ v-ndo.
AB BC CcD DA

Y
A

lx

Figur 4.5: Et rektangel med sidekanter Az og Ay. Vi antar at tykkelsen er lik en.

AB: n=14, z=Az/2, do=dy-1:

Ay/2 Ay/2
A
/v~ndo = / 3rdy = 3736 / dy = %AmAy.
AB —Ay/2 —Ay/2

BC: n=j3, y=Ay/2, do=dx-1:

Ax/2 Ax/2

A 1
/v-ndaz /ydaczQy / dx:§AxAy.

BC —Azx/2 —Az/2
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CD: n=—i, z=-Azx/2, do=dy-1:

Ay/2 Ay/2

2
CD —Ay/2 —Ay/2

/v-nda = / —3zdy = ?)A—x / dy = ;AxAy.

DA: n=-j, y=-Ay/2, do=dx-1:

Azx/2 Azx/2
A 1
/'v-nda: / —ydr = Ty / dr = §AxAy.
DA —Az/2 ~Az/2

Legger vi sammen disse leddene far vi

AQ = 4AxAy.
Volumstrgmmen per arealenhet blir
AQ
= = 4
@ AzxAy

Vi kontrollerer ved & beregne divergensen:

_Ou | Ov

For at en strgmfunksjon skal kunne eksistere méa vi ha et to-dimensjonalt divergensfritt
felt. Divergensen er her 4, altsé eksisterer det ikke noen strgmfunksjon for dette feltet, men

vi kan alltid finne strgmlinjene ved

udy = vdzr
3xdy = ydx
dy  dz
y 3z
dy dx
y 3z
1
Inly| = 3 In|z|+ A
eln|y\ _ e%ln|x|+A
Jnlyl _ nlz3 A
1
y = C(Cz3.

Oppgave 5

Vi har gitt det to-dimensjonale vektorfeltet v = azt, der a er en konstant.
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b T TN ! e

oL = > t ==
1B _ = ~— — —
-
//\
-1r _ = — ~— — =
-2r —_—— } N TS T

Nl — | N T T

|
o
|
A~
|
w
|
N
|
N
o
-
N
w
N
(6,

Figur 4.6: Strgmlinjene til feltet v = 3z + y3J.

a) Divergens:
Ovy, Ov
Viv=—"+4+—""=a.
YT o + Oy “
b) Vi skal beregne volumstrgmmen, AQ = fa v - ndo, gjennom det samme rektangelet
som i oppgave 4 (se figur 4.5). Vi deler ogsa her opp integralet i fire deler:

AB: n=14, x=Axz/2, do=dy-1:

Ay/2 Ay/2
A
/v-nda = / ardy = a23: / dy = gAxAy.
AB —Ay/2 —Ay/2

BC:n=j3, y=Ay/2, do=dzx-1:

Az/2
/'v.ndaz / v-jdr = 0.
BC —Az/2
CD: n=—i, x=-Azx/2, do=dy-1:
Ay/2 Ay/2

A
/v-nda: / —axdy = azx / dy:%AmAy.

CD —Ay/2 —Ay)2
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DA: n=—j, y=-Ay/2, do=dzx-1:

Az /2
/'v-nda: / v-(—j)dx = 0.
DA —Az/2
Volumstrgmmen blir
AQ = aAxAy.

¢) Sammenlikner vi resultatene fra oppgave a og b far vi

AQ

Vv = AzAy’

Divergensen er altsé lik volumstrgmmen per arealenhet.

Oppgave 6

Et to-dimensjonalt stromfelt i zy-planet er gitt ved v = —ayt + axj, der a er en konstant.
a) Virvlingen:
% Jj k
Vxv=| & & 0|=i0-0)—30-0)+k(a+a)=2ak.
0

—ay ax

b) Sirkulasjonen til v langs den lukkede kurven A er definert ved

AC:%v-dr
A

der dr er et lite buelement. Vi deler linjeintegralet inn i fire deler (se figur 4.7):

AC = v-dr+/ 'v-dr+/ 'v-dr+/ v-dr.
AB BC CcD DA

AB: dr =jdy, x=Azx/2:

Ay/2 Ay/2
/'v ~dr = / (—ayi +axj)-jdy = %A:c / dy = %AxAy.
AB —Ay/2 —~Ay/2

BC: dr = —idz, y=Ay/2:

Az/2 Az/2
/v-dr = / (—ayt +azj) - (—1)dz = %Ay / dr = gAxAy.
BC —Az/2 —Az/2

CD: dr = —jdy, z=-Azx/2:

Ay/2 Ay/2

/v-dr = / (—ayi +azj) - (—j)dy = %A:c / dy = 9Aar:Ay.
CD —Ay/2 —Ay/2
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DA: dr =ddzx, y=-—Ay/2:

Azx/2 Az /2
/v-dr = / (—ayi + axj) -idx = gAy / dz = %AxAy.
DA ~Az)2 ~Aw/2

Sammen gir disse leddene sirkulasjonen:

AC = 2aAzAy.
Yy
A
C —1 B
J
. -7
—J
D i A

Figur 4.7: Et rektangel med sidekanter Az og Ay.

¢) Sammenhengen mellom sirkulasjonen og virvlingen:
AC
AzAy

Virvlingens storrelse er altsa lik sirkulasjonen per arealenhet.

|V xv| =

Oppgave 7

Vi har gitt et to-dimensjonalt strgmfelt i zy-planet: v = zyi + vy(x,y)J.

a) For at feltet skal veere divergensfritt ma vi kreve V- v = 0:

vy
vy
E
1,
= ylr,y) = —zy + fil2).
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Hvis feltet skal veere virvelfritt ma V x v = 0:

i § Kk
0
Vxv = a% % 0= <vy — a:)k
ox
zy vy(z,y) O
vy
e
L o
= ulry) = 10+ )

. : .. 1, 1,
For & fa en mulig v, (z,y) ma vi velge fi(z) = 5% +C og fay) = —5¥ + C hvor C
er en vilkarlig konstant, slik at

_ 1 2 .2 C
vy = (@ —y)+

562 2

v o= xyi#—(?—%—FC)j.

b) Strgmfunksjonen i (z,y) er gitt ved likningene

W _

oy 4

0 |

% = Uy:§($2_y2)+c.

Integrasjon av likningene med hensyn pa henholdsvis y og = gir

1
Wz, y) = —59692 + fi(z)
(z,y) = éxs -~ %xyz + Cx + fa(y).

1
En mulig lgsning krever at vi velger fi(x) = 63:3 +Cx+ D og fa(y) = D hvor D er

en vilkarlig konstant. Strgmfunksjonen blir da

1 1
Y(@,y) = —gay’*+ 2o’ + Co+ D
Strgmlinjene finner vi ved a sette 1 = 19 = konstant. For eksempel, for ¢g = D og
C = 0 far vi de tre rette linjene

7

Det er interessant & finne stagnasjonspunktene til vektorfeltet, der hvor v = 0. Vi ma
skille mellom tre kvalitativt forskjellige tilfeller: C' < 0 gir to stagnasjonspunkt langs
z-aksen, C' = 0 gir ett stagnasjonspunkt i origo, og C' > 0 gir to stagnasjonspunkt
langs y-aksen.

z=0, y==%
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ol = - | S — S |
A /K\\ | /ﬁﬁ\ |
4l i
B S

1
Figur 4.8: Strgmlinjene til feltet v = xyi + 3 (:1:2 — y2) J. Stagnasjonspunktet er vist med
et kulepunkt.

To= i ~ ]
o = s N = ]
N N I 2
Z N N\ |
ol = - i

I I I I I I I I
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

g

5

Figur 4.9: Strgmlinjene til feltet v = xyz + (x— —
med to kulepunkt.
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Al SN — N ]
L AN Y. |
ol ! | f ! T |
/e NN ,
P e ,

N

t

s

3+ 4
—4 4
-5 I I I I I I

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

—

2 2

Figur 4.10: Strgmlinjene til feltet v = zyt + (% — % + 1)_7 Stagnasjonspunktene er vist
med to kulepunkt.
Oppgave 8
For et vilkarlig skalarfelt 8 = f(x,y, z) har vi
op. oB. 0B
=1+ — —k
Vo 6xz+ 8y'7 + 0z
0g
i 3 k
VxV8 = | % w %
o8 98 9B
dr Oy 0z
_ (0998 008\ (008 008\ (008 008
N Oy 0z 0z Oy Oxr 0z 0z 0x Jxr dy Oy ox

_ (P8 2B (P8 P8\ (P8 P8
B 020y  Oyoz I\ 9200~ 0z02 Ooyoxr  0x0y )’

For partielt deriverte gjelder det generelt at

P28 92 P28 9P P28 B
0xdy  Oyoz’ 0x0z  0z0x’ Oydz 020y
slik at
VxVp=0.
Oppgave 9

a) Stagnasjonsstrgm:
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[x,y] = meshgrid(-5:.1:5);
psi = X.*y;

[C,h] = contour(x, y, psi);
clabel(C, h)

axis square

b) Punktvirvelfelt:

[x,y] = meshgrid(-5:.1:5);

psi = 2xlog(sqrt(x.”2 + y."2));
[C,h] = contour(x, y, psi);
clabel(C, h)

axis square

c¢) Dipolfelt:

[x,y] = meshgrid(-6:.1:6);

psi=y./(x.72 + y.72);

[C,h] = contour(x, y, psi, [-1 -.5 -.356 -.2 0 .2 .35 .5 1]);
clabel(C, h)

axis square

5 T T
s //4 ® 2 \\b
4/// © a]
7.
3 o s\
» o
ol 70
1}-5 5
0 0 0 0 0
-1 5 5
-2f, A
o p e
_3
\/ o © ]
_4 ’,//
\ {
9’1\\ % R /@/
/
5 \ ‘ / L
5 4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5

Figur 4.11: Stagnasjonsstrgm ¢ (z,y) = xy.



93
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\ /
1} Q
1 L
N " é)\
3t
4}
3¥/3
5 s s s s s s s s s
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 4.12: Punktvirvelfeltet ¢ (z,y) = 21In y/22 + y2.

6
e
4r v
R
035
2 L
0
0 S of
oo 0 “?95\ \\20 5 0
,Q{L Q‘{? \"‘ﬁ\
7 / K
ot U
Q
%
_4 /Q(]/
0,
% ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-6 -4 -2 0 2 4
Yy

Figur 4.13: Dipolfeltet ¢ (x,y) =

22 +y2’



o4

Vektorfluks og sirkulasjon, divergens, virvling, strgmfunksjonen




Kapittel 6

Kurve-, flate- og volumintegraler,
beregning av arbeid og trykkraft

Oppgave 1

Vi skal regne ut kurveintegralet f/\'v - dr langs kurven \: y = 3 nar —1 < = < 2 og
v = 2yi + 2%j. Vi kan parametrisere med x som parameter, r(z) = xi + yj = xi + 133,
hvor —1 < x < 2. Da far vi dr = (i+3225) dz. Nar parametriseringen settes inn i uttrykket
for v far vi v = 24 + 22j. Vi setter dette inn i integralet:

2
/'v~dr:/ (x4+3x4)dx=@.
A 5

-1

Oppgave 2

Et kraftfelt er gitt ved F :y(y2 +5)i+ (2zy — 8)5.

A
D C
1,1)
1
A B

Figur 6.1: Et kvadrat ABCD i xy-planet.

ABC:

W = / F'dr:/F-dr+/F~dr.
AB BC

ABC

55
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AB: Parametrisering r(x) = z¢ for 0 <z < 1, da er dr = idzx og y = 0:

1
/F-dr:/5d33:5.
AB 0

BC: Parametrisering r(y) = ¢+ yj for 0 <y <1, daer dr = jdy og x = 1:

1

BéF-dr:/(2y—8)dy:—7.

0

Arbeidet blir W =5 -7 = —2.

W = / F-dr—/F-dr+/F-dr.
AD DC

ADC

ADC:

AD: Parametrisering r(y) = yj for 0 <y <1, da er dr = jdy og = = 0:

1
/F-dr:—/8dy:—8.
AD 0

DC: Parametrisering r(z) =2t + j for 0 < x < 1,daer dr = idz ogy = 1:

1
/F-dr:/Gda::fi.
DC 0

Arbeidet blir W = -8 +6 = —2.
AC": Parametrisering r(s) = s(¢ 4+ j) for 0 < s <1, daer dr = (¢ + j)ds:

1 1
W—/F-dr—/(s2+5)+(232—8)ds—/ 3s% — 3ds = —2.
0 0
AC

Skal kraften kunne skrives som gradienten til et potensial V =V (z,y) ma vi ha F = —VV
som gir vektorlikningen

2 . A A A
(v° +5)it oy —8)j = —5i — 5]
ov
%:—y2—5 = V(z,y)=—zy* -5z + fi(y)
ov
gy = 2vAs = Vi) = o+ 8y+ fola).

For & fa en entydig lgsning méa vi velge f1(y) = 8y + C og fa(z) = —5x + C. slik at
V(z,y) = —zy? — 5z + 8y + C.
Vi kan na regne ut arbeidet ved hjelp av potensialet:

W:/VV-dr:/dV:V(0,0)V(l,l).
AC AC
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e Punktet C: V(1,1)=-1-5+8+C=2+C.
e Punktet A: V(0,0) =C.
W=V(0,0)-V(1,1)=C—-2-C=—-2

Oppgave 3

En sirkel S i ay-planet er gitt ved 22 + 2> = r2. Sirkelen kan betraktes som en ekvi-
skalarkurve til funksjonen f(z,y) = 22 + 32, en normalvektor til kurven kan skrives som
Vf(z,y) = 2xi + 2yj (se figur 6.2). For at normalvektoren skal fa lengde lik én mé vi

normalisere: . .
2z + 2y3 T, Y.
= —1

n=——-°"2 ="j47%5.
Var? +4y2 T r

Vi har na gitt vektorfeltet

Ay, A
v=—"Yi+ 205 Ao
T T
A
v n
s
.
- -

Figur 6.2: En sirkel S i zy-planet.

a) Strgmhastigheten er tangensial til sirkelen hvis v - n = 0:

Ay x Ax Ax Az
Qy + 2y:*73y+73y:0'
ré r ré r r T

Strgmhastighetens stgrrelse:

A22 A242 A2(22 4 42) A
o B[R

r4 r4 -

ri r

(Langs sirkelen er r konstant.)
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b) For & vise at strgmfunksjonen eksisterer kan vi enten regne den ut, eller vi kan sjekke
at V-v = 0. Vis at den er divergensfri!

Siden v er divergensfri og er todimensjonal i xy-planet sa vet vi at det eksisterer en
stromfunksjon ¢ (x,y) som oppfyller likningene v, = —%’ og vy = g—f Vi lgser disse
og finner ¢(z,y) = Aln /22 4+ y? + a hvor « er en vilkarlig konstant.

Strgmlinjene framkommer som ekviskalarkurver for strgmfunksjonen, 1 (z,y) = kon-

stant. Disse kan skrives som 2 +y? = konstant, og vi ser at de er sirkler med sentrum
1 origo.

Y
A
l\j
A A
Figur 6.3: Strgmlinjene til v = ——;Ji + —;Ej er sirkler med sentrum i origo
r r

c) Langs sirkelen S er v og dr parallelle. Vinkelen mellom v og dr er 0, og vi husker
at cos0 = 1. Da blir skalarproduktet v - dr = |v||dr| der |v| = A/r og |dr| = ds.
Linjeintegralet blir na

CI%U'dT:Ade:A27TT:27TA.
S rJs r

C kalles for sirkulasjonen.
d) Linjeintegralet rundt et kvadrat ABCD (se figur 6.4) kan deles opp i fire deler:

C = ?{ v-dr:/v-dr+/v-dT+/v-dr+/v-dr.

ABCD AB BC CD DA

Langs linjestykket fra A til B kan vi velge parametriseringen r(y) = 4 + yj for
—1<y<1,ogviharatdr=j3dyogx=1:

1
Ar  Am Am

A 1
/""d’”:/mﬂdy: [ Aarctany|_ = 55+ T = 5
AB -1
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D A

Figur 6.4: Et kvadrat med sentrum i origo og sidekanter lik 2.

Tilsvarende utregning langs de andre sidekantene gir

/v-dr:/vdr:/v‘dr:/vdr.

AB BC cD DA

Sirkulasjonen blir altsa

024%:27714.

Oppgave 4

a) Den hydrostatiske trykkformelen er gitt ved p = pg + pgz. Trykkraften kan skrives

som
F = —/pnda
g

= —/pnda— /pnda— /pnda.

Ttopp Obunn Oside
Pa toppflaten er z = d og n = —k:
— / pndo = (po + pgd)k / do = (po + pgd)ma’k.
Ttopp Jtopp
Pa bunnflaten er z =d+1 og n = k:

- / pndo = —(po+ pg(d+1))k / do = —(po + pg(d + 1)) wa’k.

Obunn Obunn
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P& grunn av symmetri blir [ pndo = 0, dette kan for gvrig regnes ut direkte ved
Oside
& parametrisere sideflaten:

r(0,z) = acosbi + asinfj + zk for 0<0<2m og d<z<d+I

Da far vi

or Or . o
ndo = ErRe édﬁdz = (acosfi + asinfj)dbdz

Kraften pa siden blir da

d—+l1 27
- / pndo = / / (po + pgz)(acosbi + asinfj)dfdz = 0
d 0

Oside
Den total trykkraften blir na

F = [(po + pgd)ma® — (po + pg(d + l))7ra2] k
= —pglma’k
= —Mgk

der M = plra® er massen til veesken fortrengt av sylinderen.

Oppgaveteksten ber oss om & gjette, da kan vi ngye oss med & bruke Arkimedes
prinsipp som sier at trykkraften (oppdriften) er lik vekten av den fortrengte vaesken:

4
F = —Mgk, M:pgﬂa?’

4
= —gpgﬂa?’kz.

Svaret kunne ogséa ha blitt regnet ut direkte som et flateintegral ved & anvende kule-
koordinater, eller det kan enda lettere regnes ut indirekte ved & anvende Gauss sats
(da er det tilstrekkelilg & huske formelen for volumet av ei kule). For & regne det ut
direkte som et flateintegral kan vi parametrisere

r(6,p) = asin cos pit+asin b sin pj+(a cos 0+d)k for 0<O0<m og 0<¢p<27

hvor vi har antatt at sentrum i kula ligger posisjon z = d. Vi far da

ndo = gz X g:;dﬁdgo = a*sin A(sin 6 cos @i + sin O sin 5 + cos Ok)ddyp

Trykkraften er

27 ™
- /pn do = — / / (po + pg(d + acos))a? sin (sin A cos i + sin @ sin pj + cos Ok)dOdy
o Jo

g

4
= —gpgﬂa?’k



Oppgave 5

a)

—
[\
(NI

/// 3rye* drdydz = /31‘yez dr dydz
T 0
2 3 1/2
= / [achez] dy dz
2 0
0

= // %yezdydz

[e=]
[e=]

[y

[e=]

1

N|=

3xye® dz dx dy

/// 3ryedadydz =

o,

[e=]

0

N

1
[3aﬁyez} . dx dy

I
o

o

N|=

3zy(e — 1) dzdy

I
o,

[e=]

1/2
~a?y(e — 1)] dy
2 0

—
w
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Oppgave 6

1 x x
00

y
/ (2 + 32y — 2%) dzdydx =
0

o _

[en]

1 )
[xQz + 3zyz — 23} dy dx
3 o

1
1
= / <:U2y + 3zy? — 3y3> dy dz
0

Oppgave 7

En kule med radius lik én kan skrives som 22 + y% + 22 < 1.
z

z2=4/1—a%—92
y=—VI—a2 /

-

= /1 — 22— 2

Figur 6.5: En kule med radius lik en.
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-1 T 1
—V1-22< y <vV1-—22
—V1-22—y2 < 2z <1-—2a2—y2

b) Vi har gitt volumet 7: 22 + y2 + 22 < 1.

vV o= ///dedydz

IN
IA

Vi1—a? —\/1 z2—y
1 V1-22 - 12 y2
T e
1— :v2—y
-1 _V1=%?
1 V1—ax?
2/ / V1—22 —y2dydr
Vit

Det innerste integralet kan vi uttrykke som
a
/\/a2 —y2dy, a=+1-— 22
—a

Dette integralet kan vi finne lgsningen til i en integraltabell:

y a? y]*
= [ a’? —y? + — arcsin =
a 2 ajl_,

a? a?
= 0+ 5 arcsinl — 0 — 5 arcsin(—1)

a? a? a?

T T T
Vi setter dette resultatet tilbake i volumintegralet:

1

vV = 2/ga2da@

-1
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Kapittel 7

Integralsatser: Green, Stokes og
Gauss

Oppgave 1
Vi har gitt strgmfeltet v = —wyi + wzrj der w er en konstant.

a) Strgmfarten:
v| = Vw?y? + w222 =wr, =2z’ + 1>

Langs sirkelen 72 = 22 4 42 er r konstant og dermed ogsa |v| konstant.

A
v

Y

Figur 7.1: En sirkel v som omslutter en sirkelskive S i xy-planet.

Sirkulasjonen er gitt ved likningen

C’:}{v-dr.
v

Fra oppgave 3, kapittel 6, har vi enhetsnormalen til en sirkel
n=="i+? J
r r

65
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Integralsatser: Green, Stokes og Gauss

og folgelig oy way
N A T e

0.

V-n =
T r

Strgmfeltet v er altsé tangensialt til sirkelen . Denne opplysningen kan vi bruke ved
beregning av sirkulasjonen:
v-dr =wrds

der ds er et lite element av sirkelen ~. Sirkulasjonen blir

27r 27r
C:f'v-d'r:/ wrd.S:wr/ ds = wr 2nr = 2mwr?.
¥ 0 0

Alternativt kan vi parametrisere sirkelen 7(0) = ¢r cos 6 + jrsinf for 0 < 6 < 27. Vi
far da dr = r(—tsinf + j cos 0)df og v = wr(—isinf + j cosh), og folgelig

271
C:%v-dr:(mﬂ/ df = wr? 2.
o 0

Vi regner fgrst ut virvlingen:
7 ] k
Vxv=| & & 0]|=2wk
—wy wzx 0

Integralet av virvlingen over sirkelflaten:

/vada—/2wkda—2wk/d0—2w7rr2k:.
S S S

/S(va)-ndcr:fv-dr

der n er normalvektoren til sirkelflaten S (ikke sirkelbuen 7). For sirkelflaten S har
vi n = k som er en konstant vektor som eventuelt kan tas utenfor integralet.

Greens sats:

/(V x v) - kdo = 2mwr?.
S

Siden |v| er konstant for en gitt r, og v er tangent til sirkler med radius r, har vi ved

symmetri
/v-dr:/v-dr:/v-dr:/v-dr.

AB BC CD DA
Sirkulasjonen er derfor gitt ved

C= f c-dr:4/'v'dr.
ABCD AB
Langs linjestykket AB er x = Ax/2, dr =dyj og —Ay/2 <y < Ay/2:

Ay
2
A
C:4/wxdy:4w2x / dy = 20AzAy.

AB _Ay
2
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D A

Figur 7.2: Et kvadrat med sentrum i origo og sidekanter Az = Ay.

Greens sats:
/(va)'nda: j{ v-dr
o ABCD

hvor S na betegner firkantskiven avgrenset av ABCD. Den venstre siden over kan
na regnes ut

:/ka'kda:2w/d0:2waAy.
S S

Oppgave 2

Delelinjen A

Y

a) Stokes’ sats:

/U(va)-nda:j{v-dr.
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Integralsatser: Green, Stokes og Gauss

Stokes’ sats sier at summen av virvlingsvektoren for hver halvkule er lik sirkulasjonen
rundt A. Siden halvkulene har samme form og volum er lengden av sirkulasjonen lik,
men fortegnet ulikt. For hver n; pa den gvre halvkulen har vi en ny pa den nedre
halvkulen slik at n; = —ny. Summen av sirkulasjonen av de to halvkulene blir derfor
lik null.

Radius av jordkloden: 6370 km, atmosfaeretykkelsen: 10 km. For en kule med radius

1 meter har vi en atmosferestgrrelse pa meter &~ 1 mm. Vi har en tilnseermet

0
. . . . i 6370
to-dimensjonal situasjon og det vil derfor veere rimelig & bruke modellen fra oppgave

a).

Oppgave 3

Vi har gitt et tre-dimensjonalt stromfelt v = a(xi + yj + zk) der « er en konstant.

2)

Enhets normalvektor er n = r/r hvor r = zi + yj + 2k og r = /22 + 3y + 22. Vi
ser at v = ar. Da far vi

Q= / v-ndo = a'r/ do = (ar)(4rr?) = 4amr.

Alternativt bruker vi Gauss’ sats:

Q:/'v-nda:/V-vdT:/?)adT:?)a/dT

der 7 er volumet innenfor kuleflaten.

4
Q =3a- §7r1"3 = damr®.

b) Vi antar na at o er en vilkarlig flate. Volumstrgmmen blir

Q:/V~vd7':3om'

der 7 er volumet o omslutter.

Oppgave 4

En vektor med konstant lengde og retning kan skrives som

A =ai+bj+ck

der a, b og ¢ er konstanter. Flateintegralet av normalkomponenten av A over en lukket,
sammenhengende flate ¢ kan vi beregne ved & bruke Gauss’ sats:

/A-ndaz/V-AdT.

Divergensen til A:

_8a 0b 80_

A= =
v 8$+8y+8z

og flateintegralet blir fglgelig

/A-ndazO.

(e
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Oppgave 5

Flateintegralet av en skalar # ganger enhetsnormalvektor til en lukket, sammenhengende
flate o kan vi beregne ved a bruke Gauss’ sats:

/gﬁnda:/TV6dT.

Gradientvektoren V:

_ 9B, 9B, 9B,
Vﬂ—8$z+ay3+azk—0

og flateintegralet blir derfor

/Uﬂndazo.

Oppgave 6

a)

Vi tenker oss at vi deler opp volumet 7 i sméa delvolumer 7; med overflate o;. Trykket
pa et slikt volum er —pn;, der n; er flatenormalen til o; og minustegnet angir at
trykket er rettet inn mot flaten. Trykkraften blir na —pn; do; og hvis vi summerer
opp for alle delvolumene og lar i — oo (og do; — 0) blir den totale trykkraften:

F:—/pnda.

Vi bruker Gauss’ sats pa trykkraften:

F:—/pndoz—/VpdT.

Trykket er gitt ved den hydrostatiske trykkformelen p = pg+ pgz og gradientvektoren
0
til p blir Vp = ka—p = pgk. Vi setter dette inn i uttrykket for trykkraften:
z

F = pgk/dT = pgtk = mgk

der m = p7 er massen av den merkede vaesken.

Oppdriftskraften (trykkraften F') avhenger kun av tettheten til veesken (p) og volumet
av den fortrengte vaesken (7), ikke av egenskapene til objektet som fortrenger veesken.
Trykkraften blir altsa uforandret.

Oppgave 7

Et kraftfelt er gitt ved

F = (y*+5)i+ (2zy — 8)j.

a) Kraften mé veere virvelfri:

( J

0 0

VX F = Dz By
y?+5 2xy—8

o Yo
|
o
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Kraftpotensialet, V', kan vi finne fra FF = —VV:

oV - — bz +

or (W +5) = V(ry) =-—ay’ -5+ fily)
oV — + 8y +
dy ~(2zy—8) = V(z,y) = —ay’ +8y+ fo(x).

For & fa en entydig V (z,y) ma vi velge f1(y) = 8y + C og fa(x) = —bx + C slik at

V(z,y) = —zy® — 5z + 8y.
b) Arbeidet er gitt ved

W://\F-dr:/A(y2+5)dx+//\(2xy—8)dy.

W = / F-dr_/F-err/F-dr.
OA AB

OAB

A= 0OAB:

Langs linjen OA er y = 0 og dy = 0 og langs linjen AB er x = 1 og dz = 0.
Dette gir

1 1
W = /5dx+/(2y—8)dy
0 0
= 54 (1—8)
_—)

A = OB: Langs linjen fra origo til B er z = y og dx = dy og arbeidet blir

W = / (z% 45+ 22° — 8) da
OB

= /01(3372 —3)da

W = F.dr=—- VV-dr——/ dav
OB OB OB

= V(L) +V(0,0)=14+5-8-C+C =—2.

Arbeidet for en kraft som kan avledes av et kraftpotensiale er uavhengig av veien og
kun avhengig av verdien til potensialet i endepunktene.

d) Vektorfluksen til F' kan skrives som

Q:/F-nda: F -ndo+ F - -ndo+ F - -ndo+ F -ndo.
o OA AB BC coO



1
F-ndo = /8d9:=8
OA 0

L. 16
F-ndo = (y*+5)dy = —
AB 0 3

1
F-ndo = /(2m—8)da::—7
BC 0

16

1
0 3

cO
Vektorfluksen blir derfor

16 16
=8+ =——-7——=1
@ +3 3

La oss bruke Gauss’ sats pa vektorfluksen:

/F-ndU:/V-FdT.

Divergensen til F er V - F = 0 4 2z og vektorfluksen blir

Q:me

7 er nd en kube med sidekanter lik 1:

1,1 p1
Q = /// 2z dxdydz
0J0J0
1,1 1
2
= x°| dydz
s
1,1
://dydz
00
1
:/dz
0
1.

e) Sirkulasjonen rundt kurven A kan skrives som

C:/F-dr: F -dr + F.dr+ F.-dr+ F -dr.
A OA AB BC cO

1
F.-dr = /de:’c')
OA 0

1
F.-dr = /(2y—8)dy:—7
AB 0

1
F.dr = —/ 6dr = —6
BC 0

1
F.-dr = /8dy=8.
CcO 0
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Integralsatser: Green, Stokes og Gauss

Sirkulasjonene blir derfor
C=5-7—-6+8=0.

Vi skal na beregne sirkulasjon ved hjelp av Stokes’ sats:

/}\F~dr:/g(V><F)-ndcr.

La oss regne ut virvlingen:

1 7 k
VxF=| £ 5 0 |=(@2y-2k=0.
v +5 22y —8 0

Siden virvlingen er null blir ogsa sirkulasjonen lik null.



Kapittel 8

Polarkoordinater

Oppgave 1

Vi har gitt skalarfeltet 8(x,y) = xy i kartesiske koordinater.

a) For polarkoordinater (r,f) og kartesiske koordinater (z,y) har vi sammenhengen
x=rcosf og y =rsinf. Innsatt i § = zy:

B =1r?cosfsinb.

b) Gradientvektoren i kartesiske koordinater:

9B, 98, .. .
V3 = GJ:IH— 8y_] =yi+ 7. (8.1)

Gradientvektoren i polare koordinater:

0B, 108,
VIB = E'Lr + ;%7]9
= 2rcosfsinfi, + r(—sinfsinf + cosf cos f)iy
= 2rcosfsinfi, +r(cos®f — sin® 0)iy. (8.2)

For & vise at (8.1) og (8.2) er samme vektor kan vi gjore om (8.1) til polare koor-
dinater. Vi trenger da sammenhengen mellom enhetsvektorene i kartesiske og polare
koordinater:

1 = cosbi, —sinfiy
Jj = sinfi, 4 cosfiy.
Vi setter dette inn i likning 8.1:
VB = yi+uzjg
= rsinf(cos i, —sinbip) + 7 cos O(sin 0%, + cos bp)

= 2rcosfsinfi, + 7’( cos? 0 — sin? 0) 9.

c¢) Divergensen til V3 i kartesiske koordianter:
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Divergensen til V3 i polare koordinater:

10 . 10 2 . 92
V.-Vg = o r(2rcosésm9)} —i—;%(rcos 0 — rsin 6)

1 1
= ;47’ cosfsin 6 + . (2r cos 6(—sin @) — 2r sin 6 cos 0)
= 4cosfOsinf —2sinfcosf — 2sinf cosd
= 0.

d) Virvlingen til V3 i kartesiske koordinater:

T 7 k
dxr 0
S R — Y\ _
Vxve=| & 2 0 —<&f—m)k_0
y x 0
Virvlingen til VS i polare koordinater:
VxVpg = 19 [T’(T cos® § — rsin? 9)] k— 12(27" cosfsinf)k
ror r 00

1 1

= 7(27%30520 — 2rsin? Q)k — 727‘( — sin® 6 + cos? O)k
r T

= (200829 — 2sin? 60 + 2sin? 6 — 2 cos? 9)k

= 0.

Oppgave 2
1/2

A
Vi har gitt skalarfeltet f(r) = — der r = (:1:2 + 92+ 22) og A er en konstant.
r

a) Gradientvektoren V[ i kartesiske koordinater:

55 98 . %
VB =—1i+ 8 J+ 9,
0B aB or
ox Jr Ox
_Aor
r2 Ox
Al _1
35@”Hf+f)2ﬂm

1

= —Ax(2+ P+ (PP 420
( >

= —Ax(z®+4? +z) 2

0
Uttrykkene for —ﬁ og — kan regnes ut pa tilsvarende mate slik at

oy 0z

_3
VB = —A(*+y* +2%) (v +yj + 2k).

A A
_ 73 _ . _ .
< = —Ar7r= —ﬁrzr = —7“27@)
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Gradientvektoren V3 i sfeeriske polarkoordinater:

06 . 18ﬁ 1 0p. A

VE= ot 90" T s T T2t

b) Divergensen til V3 i kartesiske koordinater:

*p B 0°B

V-VB= ox?  Oy2 022
5 0f_y (2* + 9% +2°)" :
oz2 Oz z(a® +y + 2

= —A[(x2 +y?42?)7E +x< — ;’) (a2 + 9 + 22) 73 .gx]
= AP+ y2 )0 [3952(362 ry? )T 1].

. : . 326 9*B
Tilsvarende utregning kan gjgres for — — slik at

oy? & 922

3

V-VB = A( 4yt +2) 7 [3(5‘:2 +yt ) (@t )T - 3}

= A+ +2A)7E[3 -3
= 0.

Divergensen til V3 i sfeeriske polarkoordinater:

V.-VB = ;;[r2<—f)] +0+0

10,
r2 Or
= 0.

—A)

Oppgave 3
Vi har gitt et hastighetsfelt i kartesiske koordinater:
v =—wyt +wrj.

a) For & finne uttrykket for v i polarkoordinater mé vi bruke likningene:

xr = rcosf
y = rsiné
1 = cosbi,. —sinfig

J = sinfi, + cosfiy.
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v = wrsinf(cosbi, — sinbig) + wr cos H(sin 6, + cos biy)
= wr(—sinfcosf + cos @ sin )i, + wr(sinfsin O + cos O cos )iy

= wriy.

A
v
9 iy
r
T -

T j k
v=wkxr=w| 0 0 1 |=—-wys+wxj.
z y 0

)
A
d
a
c
Ar
¥
T

b) Sirkulasjonen kan deles opp i fire deler:

C = 7{v-dr—/v-dr+/v-dr+/v-dr+/v-dr.

abed ab be cd da



7

e ab: dr er her et lite bueelement pa sirkelen med radius r og har retning —z4. Langs
ab er v konstant lik wr i tg-retning. dr og v er altsa parallelle.

/’U ~dr = —wr-rAp (lengden av v - lengden av ab).
ab
e bc: dr peker na i retning 2, og v - dr = wrig - dri, = 0.

e cd: Her kan vi benytte oss av et tilsvarende argument som for linjestykket ab, men
né er dr et buelement pa en sirkel med radius r+Ar og peker i positiv ég-retning:

/'v cdr =w(r+ Ar)- (r+ Ar)Agp (lengden av v - lengden av cd).

cd
e da: dr peker na i retning —i, og v - dr = wrig - (—dri,) = 0.
Vi legger sammen leddene og far

C = —wrlAp+ w(r2 + 2rAr + (AT)2)Ag0
= wArAe(2r+ Ar).

c¢) Stokes’ sats:

/(va)-nda:fv-dr:a
o A

Vi regnet ut C for et flateelement abed i oppgave b). Hvis vi na lar r = 0 og Ap = 27
far vi sirkulasjonen C for en sirkelflate med radius Ar:

C = wArAp(2r + Ar) = 2rw(Ar)?

Dette er virvlingen for hele sirkelflaten. Deler vi C' pa arealet far vi virvlingen i et
vilkarlig punkt i feltet:
_ 2nw(Ar)?

— —9
C= e T

med retning normalt sirkelflaten. For & regne ut virvlingen direkte bruker vi polar-
koordinatformen:

v=wrig, VXv= i[a(rvg) - avr}k‘.
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Oppgave 4

Et hastighetsfelt er gitt ved

v—£<— A )
= 22+ o2 :c2+y23

der C er en konstant.

a) For & finne uttrykket for v i polarkoordinater mé vi bruke likningene:

r = rcosf
y = rsinf
1 = cosbi, —sinfig
J = sinfi, + cosOig.
C rsinf
v = —| — cos 01, — sin 01
27 ( 72(cos? 6 + sin? 0) ( " 0)
r cos 6
sin 0%, + cos 64
72(cos? 0 + sin? §) ( " 9)>
C . . . .. .
T sin 6 cos 04, + sin® 049 + cos O sin 04, + cos> 619>
r
C .
= —1y.
27r o

b) Som i tilfellet i oppgave 3b) har vi ogsd denne gangen at
/v‘dr:/v‘drzo
be da

siden v star normalt pa 4, (v er tangent til sirkler med sentrum i origo). Sirkulasjonen,
her kalt S, er derfor gitt ved

S = %v~dr:/v-dr+/v‘dr.
abed ab cd

Fra oppgave a) kan vi slutte at v er konstant langs sirkler med sentrum i origo og
de to kurveintegralene kan regnes ut (som i oppgave 3b) ved & gange lengden av
vektoren v med lengden av kurven:

C C
S = —TW'TA@+2(T+A)'(T+AT)ASO
_ CAp  CAp
N 2 2w
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¢) Virvlingen i polarkoordinater:

Vxov =

d) Sirkulasjonen av v langs en sirkellinje A:

Sz%v-dr
A

der dr kan uttrykkes som dr = dstg med ds som en liten buelengde.

S = j{Cig - dstg
\ 27T
c

Vi har et singuleert punkt i origo der |v| — oco.

Oppgave 5
Et strgmfelt i jordatmosfeeren er gitt ved v = f(0)i,.

a) Divergensen til v (i sfeeriske polarkoordinater):

1 0
Vo=0+0+— 8f7():0
rsinf Op

b) Vi setter nd f(0) = C'sin36 der C er en positiv konstant. 6 tilsvarer breddegradene
der 8 = 0° er nordpolen, 8 = 90° er ekvator og 6 = 180° er sydpolen. Hvis vi tegner
v inn pa en kule far vi vindfeltet i figur 8.1.

c¢) Sirkulasjonen kan deles opp i fire deler:

S:%v-dr:/v-dr—i—/’u-dr—i—/’u-dr—i—/v-dr.
A

ab be cd da

hvor vinkelkoordinatene for punkt a er (6, o), for punkt b er (6g+ A8, o), for punkt
cer (g + Ab, o + Agp), og for punkt d er (0y, po + Ap).

De fire delintegralene blir som fglger:
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Nordpolen

Figur 8.1: Passat- og vestenvindsfeltet.

e ab: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius r og har retning 24, folgelig er
v-dr = f(0)i, - tgrdd = 0.

e bc: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius 7sin(6y + Af) og har retning
i,. Langs be er v konstant lik f(0y + Af)i,. Da er dr og v parallelle.

/v ~dr = f(0p + Af)rsin(by + A)Ayp
be

e cd: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius r og har retning —ig, folgelig
er v-dr = —f(0)i, - tprdfd = 0.

e da: dr er et lite bueelement pa en sirkel med radius rsinfp og har retning —i,.
Langs da er v konstant lik f(6p)i,. Da er dr og v parallelle.

/v ~dr = —f(6p)rsin Ay
da

Vi legger sammen leddene og far

S = r{sin(fg+ A0)f(0p + AB) —sinbyf(6p)} Ap

Q

A6 Ap.

0
— {sinff(0
g GmOFOY

Stokes sats:

/(va)-nda:%v-dr:&
o A

Sirkelflaten har areal r?sin 6y A Ap og har normalvektor n = 4,. Innsatt i Stokes
sats P
(V x v) - i,r2sinfy A Ap = 59 {sin@f(6)} A0 Ap
Vertikalkomponenten av virvlingen blir
1o
rsin 6 00

50
{sin0f(0)} = ¢ {3 c08 30 + sin 30—
T

(Vxwv)- i, =

S
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Oppgave 6

Newtons gravitasjonslov er gitt ved

der r =zi +yj + zk og r = |r|.
a) Fra likning 4.20 pa side 67 i kompendiet finner vi:

VXF:—GmMer+V<—GmM> X 7.

r3 r3

Vi ser pa hgyresiden ledd for ledd:

i 7 k
GmM GmM , . .
-3 a% a% % =-——3 (0 + 05 + Ok) = 0.
T Yy =z

For & regne ut det andre leddet bruker vi fgrst resultatet fra oppgave 8b i kapittel 2
for & regne ut gradientvektoren:

v(—G@M) = —Gva<2)
T r
9 3.0 3
— —GmM[&U(x2+y2+z2) 2z+a—y(a:2+y2+z2) 25 +

aaz(gc2 +y° + 22)_313}

2

Vi krysser na gradientvektoren med 7:

= —-GmM [ - §(31:2 + %+ 2,2)*3 (2zi + 2yj + 2zk:)}

1
V(—GmM>><r = 3Gm]\4(352—|—y2+22)7g T

743
T

e e S,
[NIR I

= 3GmM (z® +y* + 22)_% (yz—2y)t — (xz—2z2)j + (my—yw)k]

= 0
= VxF = 0.

b) Gravitasjonspotensialet V er definert ved F = —VV. I sfeeriske koordinater kan vi

skrive
GmM . GmM
ri, = —

F=— i

3 2
Gradientvektoren i sfeeriske koordinater er gitt i kapittel 8 som

VvV = g—vir +ledd i i, og ig-retning
r
v G
or 72
_ GmM

Vo= +Vo.
r
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Polarkoordinater

c) V(r

R)=0 = V=

V =—-GmM < — > =-GmM

GmM

og gravitasjonspotensialet kan skrives som

1 1
r R

Arbeidet er definert som kraft ganger vei:

w

R—r
-




Kapittel 9

Divergens- og virvelirie felter.
Potensialstrgm

Oppgave 1

Det eksisterer et hastighetspotensiale ¢ hvis feltet er virvelfritt. For et to-dimensjonalt felt
v = vyt + vyJ er virvlingen gitt ved

i 7 k
ov ov
_| 8 4 — y Tz
Vxv=| 5 By 0 _<8x ay)kz.
vy vy 0

Uttrykket for ¢ kan finnes fra likningen v = V¢. Hvis det ogsa skal eksistere en strgm-
funksjon 1 ma feltet veere divergensfritt (V - v = 0).
a) v=uxt+yj:
oy Oz

.vxv:<8x_6y)k:0 = ¢ eksisterer.

e V.-v=1+1=2 = ingen 9.

Hastighetpotensialet kan na finnes:

96 _ 1
P 1

Vi gnsker en entydig ¢ slik at vi méa velge

1 1
f1(y)=§y2+C og f2($):§$2+0.

Potensialet blir derfor
1 2 2
o(z,y) = 5(30 +y ) + C.

b) v = z%yi — 29%5:

o Vxv=(—y?—-2?)k = ingen ¢.
o V-v=2zy—2xy=0 = 1 eksisterer.

83
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Vi lgser to likninger for & finne strgmfunksjonen:

o _ >

1
Uy = —Y = v(x,y) = ——x?y® + fi(y)

ox 2
aiw o o 2 o 1 2 2
gy~ T Y = Yx,y) = 5Ty + fa(x).

For & fa en entydig lgsning ma vi velge fi1(y) = fa(x) = C slik at stromfunksjonen
blir )
V(@ y) = —52%y" + C.
¢) v = (2% +y?)i + 2zyj:
e Vxv=_»2y—2y)k=0 = ¢ eksisterer.
e V-v=2rx+4+2x=4r = ingen ¥.

Vi finner uttrykket for ¢:

%_ _ .2 2 _ 13 2

5y e =T Y = ¢($,y)—3w + vz + fi1(y)
0
8? =vy =22y = é(z,9) =2y’ + fo(x).

For & fa en entydig ¢ ma vi velge

F) =C og fole) = sab 1

3
slik at )
(w,y) = 327 + oy’ + C.
Oppgave 2
a) ¢ = xy. Vi finner forst vektorfeltet, v = v,% + vyJ, til hastighetspotensialet:
Vp = o9 _ vy = 99 _ x
R P oy
= v = yi+xj.
Er vektorfeltet divergensfritt?
dv, Ov
V-v= -2 —o.
Y Oz + y

Vi kan né innfgre strgmfunksjonen :

0
%:vyzx = ¢(x,y):%x2—|—f1(y)

0
37’; =-wu=-y = Yy = —%y2 + fa(x).

Vi velger f1 og fo slik at

fily) = —%yQ +C, folz) = %xZ +C
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Figur 9.1: Ekviskalarlinjer for hastighetspotensialet (bla, heltrukken linje) og strgmlinjene
(rod, stiplet linje).

og stregmfunksjonen blir

U(z,y) = (a:2 — y2) +C.

N

b) ¢ = zy? — 2%y. Vektorfeltet v = v,i + vy g til hastighetspotensialet blir:
o¢ 9¢ 2

Uy = %:yQ—ZL‘y, vyza—y:%cy—x
= v = (y2 — Qxy)'i + (Qxy — 1'2)]
Er vektorfeltet divergensfritt?
Oovy, Ov
Vov=—""+4+"Y =2y 2z
oz oy Y
¢ er ikke et hastighetspotensiale for en divergensfri strgm. Det eksisterer ingen strgm-

funksjon.

Strgmlinjene kan né finnes ved & lgse differensiallikningen v X dr = 0. Denne diffe-
rensiallikningen er imidlertid vanskelig & lgse.

c) ¢ = z% — 4> Vi finner forst vektorfeltet, v = v,i + vyJ til hastighetspotensialet:

Vy = % =2z, v, = a—(ﬁ = -2
9 T Y oy 4
= v = 2xt—2yj.
Er vektorfeltet divergensfritt?
Vo= 0 _y 9y
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Vi kan né finne strgmfunksjonen ):

0
({% — v, =2y = Y(z,y) = —2zy + fi(y)
?5 =—vy, =2 = YP(z,y) = —2zy+ fa(z).

Vi ma sette fi = fo = C og strgmfunksjonen blir

Y(w,y) = 2wy + C.

\mi
T T~
e 2/0\;\

-2 -1 0 1

Figur 9.2: Ekviskalarlinjer for hastighetspotensialet (bla, heltrukken linje) og strgmlinjene
(rod, stiplet linje).

Oppgave 3
a) Strgmlinjene finnes ved & sette stromfunksjonen lik konstant (¢ = 1)y):
Yo(2® +y°) = Ay
Ay
2., .2
“+y —— = 0.
Yo

A
Vi gnsker & fa leddet y* — w—y over pa formen (y — ¢)?, der c er en konstant.
0
2o <y_A>2_ (A)2
Yo 240 210

- - @)
Yo ) T \2u0)
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b) En kilde/sluk plassert i origo har potensial ¢ = Clnr der C er styrken til kil-
den/sluket og fortegnet bestemmer om det er en kilde eller et sluk. I kartesiske
koordinater har vi

¢=Cln(2* + y2)1/2.
For et sluk i punktet (a,0) med styrke A/2a blir potensialet
A

¢1=—5In [(m —a)?+ yﬂ

1/2

og potensialet til en kilde i (—a,0) med samme styrke blir

gbg—%ln {(a:—i—a) —i—y} .

Dipolfeltet faes ved & addere feltene over:

}1/2 A

+ 5 In [(x +a)?+ yﬂ vz

_ _ A 2, .2
=01+ 0= —2-In[(z—a) +y
c) Regel: Inz* = alnz:
_ A 2, .2 A 2, .2
¢——@ln[(x—a) —i—y]%—@ln[(as—l—a) —i—y].
Regel: Inz — Iny = lngz

(z+a)? + 92 2% + 2az + a® + y?
(x —a)? + y? 22 — 2az + a® + y?

z? + 4% + 2ax + a®
22 +y2 — 2ax + a?

14+ 2ax + a?

o $2+y2 $2+y2
o _ _2ax a? -’
1 x2+y2 + x2+y2
2

Siden 2 4 y? > a® kan vi gjore tilnsermingen % ~ 0 og brgken blir
Z Yy

14 2ax _1+1

- 22442 §€
~ 2 - 1
1 - $Qia;/2 1 - §€
e) Vi innfgrer funksjonen
1+ 2e
&) =
1-— §€

og lager en rekkeutvikling til fgrste orden av f om punktet €q:

T} = f(eo) + f/(ﬁo)(e —€)

(1 5€)? (1 5¢)?
1 1+ 3e €— €

= T = .
! 1-1eg ' (1—1eo)?
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Siden € er en liten stgrrelse:

dax 9 9 9
= >
€ 2142 " +y a
sa vil T} veere en god tilneerming til f(e) i omegn av e = 0. Vi velger derfor ¢y = 0.
Dette gir T} =1+¢€og
1+ %e

~1+e.
1—%6

f) Vi innferer funksjonen f(e) = In(1 + €). Taylorutviklingen til forste orden av f om
punktet ey blir

T} = f(eo)+ f'(e0)(e — €o)
€— €
1+e

= In(1+e¢)+

Vi velger ¢y = 0 med samme begrunnelse som i oppgave e) og far Tf1 = € som gir
In(1+¢) ~e.

Vi kan na finne det gnskede uttrykket for hastighetspotensialet:

A I (x4 a)? + y?

¢ = @n(:v—a)2+y2
A 1+ 1le
d = —1 2
oppg.d) "1 1
A
oppg.e) = 1, n1+e
A
xz = —
oppg.f) 1
B Az
224y
Oppgave 4
Vi har gitt to potensialfelt ¢ = Uy (translasjonsfelt/rettlinjet strom) og 1o = —A#

(kilde). For at vi skal kunne superponere feltene mé bade 1)1 og 12 vaere beskrevet i samme
koordinatsystem. Vi skriver i1 i polarkoordinater: 1y = Ursin . Det sammensatte feltet
kan skrives som

Y =11 + 1o = Ursinf — A6.

Strgmlinjene finnes ved & sette strgmfunksjonen konstant (g):
Yo = Ursing — Af
Yo n A0
Usinf  Usinf’
Se figur 9.3: Legg spesielt merke til at det er et stagnasjonspunkt like til hgyre for origo,

og at en strgmlinje som gar igjennom stagnasjonspunktet krummer seg som en “skal” mot
venstre.

= r =
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-2

-8 ! ! ! ! ! ! ! _4

Figur 9.3: Strgmlinjene ¢y = —4,-3,-2,—1,—-.5,0,.5,1, 2, 3,4. Konstantene er satt til &
vere U = A= 1.
Oppgave 5

En kilde i origo er gitt i polarkoordinater som

¢ = Alnr
= —A6f.

Fra x =rcosf og y = rsinf far vi

r= VAT, 6= atan2(y, o)

se kommentar pé side 94 for en beskrivelse av funksjonen atan2.

Dette gir hastighetspotensialet og stromfunksjonen i kartesiske koordinater:

¢ = Aln/a2?+y2

= —Aatan2(y, z).

Strgmvektoren v = v, + vyj kan finnes fra likningene

0 0
W) =g w=F
T

(2) Uy = %a Uy = 673/ (4)
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Her er det valgfritt om vi bruker (1) eller (2), og (3) eller (4). (1) gir

o
oy

Ve =

—
_|_
‘Qﬁ
¥

8 |

r+ L5

x2 + 92

(3) gir

Oppgave 6

Fra oppgave 5 har vi ¢ og v for en kilde med styrke A i origo i kartesiske koordinater. For
& finne uttrykket for en kilde utenfor origo trenger vi bare & justere koordinatene.

e En kilde i punktet (0,a):

¢ = Aln (IE2 + (y —a)2)1/2

= —Aatan2(y —a,z).

e En kilde i punktet (0, —a):

¢ = Aln(2*+ (y+a)2)1/2

= —Aatan2(y + a,z).

Se figur 9.4, og legg spesielt merke til at det er problematisk & tegne konturplott for v med
Matlab sin contour-funksjon fordi atan2-funksjonen har et diskontinuerlig hopp mellom —7
og m rett til venstre for det singuleere punktet. Se kommentar pa side 94 for en beskrivelse
av funksjonen atan2.
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Figur 9.4: Strgmlinjene til kilden i punktet (0, —a) med A =a = 1.

Oppgave 7
En punktvirvel i origo er i polarkoordinater gitt ved
o = Af
v = Alnr.
For a skrive ¢ og 1 i kartesiske koordinater kan vi bruke likningene

- \/W, 0 = atan2(y, z),

se kommentar pa side 94 for en beskrivelse av funksjonen atan2.
Hastighetspotensialet og strgmfunksjonen blir dermed

¢ = Aatan2(y, )
v = Alny/x? + 42

Komponentene til strgmvektoren kan vi finne pa samme mate som i oppgave 5:

o - 90 _ Ay

T 9 2
0¢p Ax

’Uy = @ZTT

Oppgave 8

Vi har gitt strgmfunksjonen til to potensialfelt:

Ay

1 =-Uy, = m
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Det superponerte feltet har strgmfunksjon

Ay
=-Uy+ ——.
¥ Ut aL g
a) Vi innfgrer polarkoordinater ved x = r cosf og y = rsin6:
2Ursin®
v = —Ursimgy CUTsnG
,

2
= —U[l — %}rsin@.
r

b) Strgmkomponentene kan finnes fra likningene

Loy A
r oo’ or’

vy =

2
= U[l—a} cosf

r2

2
vp = —Usinf— —-sinf
r

2
= —U[l + CLQ] sin 0.
T

Pa sirkellinjen r = a blir stromkomponentene v,(r=a) = 0 og vp(r=a) = —2U sin 6.

Oppgave 9
Den elektriske feltstyrken utenfor en elektrisk ladet partikkel er gitt ved
Q.
E - ﬁzr.

Potensialet, V, er gitt ved E = —VV. I denne oppgaven ma vi bruke kulekoordinater, og
vi har at

szalir+1ali9+ ! flvw
or r 00 rsinfd dp
7%:_68—‘: = V:%Jrfl(ea@)
0= —%%—Z = V=fre)
Oz_rsilnﬁg‘c; - V= Js(r6)

Potensialet blir derfor

hvor C' er en vilkarlig konstant.
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" S
> 4 3 2 1 0o 1 2 3 4 5
Figur 9.5: Strgm rundt en sylinder (r > a)

1 U 1
0.8 05 ]
Q o
06f 1
N
°
04F 0 2 A9 E
o
02t |
=%
of 0 —o8p 05 0 09
ah
/ N
0.2t SR Y J
0
04} o 5 S |
o
-0.6- 1 N B
-0.8f -0.5 g
0
4 R S
4 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1

9.6: Feltet for r < a blir et dipolfelt.
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Kommentar om funksjonen atan2(y, )

Et punkt i xy-planet har posisjonsvektor r = z¢ + yj. Vinkelen mellom posisjons-
vektor og positiv z-akse er gitt ved atan2(y,z). Dersom puktet ligger i forste eller fjer-
de kvadrant har vi atan2(y,z) = arctan(y/xz). Dersom punktet ligger i andre kvadrant
har vi atan2(y,z) = arctan(y/z) + m. Dersom punktet ligger i tredje kvadrant har vi
atan2(y, x) = arctan(y/z) — 7.



Kapittel 10

Feltlikninger for fluider

Oppgave 1
Gitt et to-dimensjonalt strgmfelt
v = —wyt +wrj.

a) Den konvektive akselerasjonen for et to-dimensjonalt felt er gitt ved

Oov ov

v-Vo = Ux%+vya—y

= —wywj + wx(—wi)

= —w?(zi+yj).

b) Bevegelseslikninga (Euler-likninga):

ov 1
a—i—v-Vu-—;Vp—&-g.

Feltet er uavhengig av tiden og trykkraften er den eneste kraften som virker slik at
0
Bit) = 0 og g = 0. Bevegelseslikninga forenkler seg til
2/ . . 1
—w?(zi+yj) = —;Vp

og trykkgradienten blir
Vp = pw? (:m + yj).

Trykket finner vi ved & skrive ut trykkgradientens komponenter

dp. Ip

71’_‘_

. 2/ . .
e’ T gy = (i + ).

Dette er ei vektorlikning med to likninger for & bestemme p:

9 1
a—i =tz = play) = Hpwts? + fily)

o 1
£ =ty = play) = Spyt + folo).

95
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For & fa en entydig p ma vi velge

1 1
fily) = 50w2y2 +C,  fo(x) = §pw2x2 +C

slik at det generelle utrykket for trykket blir

1
p(z,y) = ipr (x2 + yQ) +C.

Trykket i origo skal veere lik pg: p(0,0) = C' = py slik at

1
p(z,y) = ipw2 (z® +y*) + po.

Oppgave 2

Prisen per kilo for et parti laks er gitt ved formelen
P=40+5-10"%x — 10t.
a) Endringen i verdien per tid av laksen er gitt ved den partikkelderiverte til P:

DP 0P n

- = v

dt ot
Hastighetsfeltet kan skrives som v = 600z der ¢ er en enhetsvektor i retning sgrover
fra Trondheim. Vi far da

- VP.

oP

- =

ot 0
oP

v-VP = 600-— =600-5-10"2=30
ox
og endringen i prisen per dggn per kilo blir
DP

e = 20.
= 0430 = 20

b) Prisendringen pa grunn av alder er gitt ved den lokalderiverte av P med hensyn péa

tid: B = —10. Prisendringen pa grunn av forskjell i markedspris er gitt ved den
konvektivt deriverte: v - VP = 30.

DP
c) For at laksen ikke skal avta i verdi ma a >0, dvs.

P
v-VP > —8— = 10.
ot
La v, veere (gjennomsnitts)hastigheten til traileren. Vektorfeltet kan da skrives som
vV = U, Og
v, -5-1072 > 10
v, > 10-571-107
v, > 200.

Traileren mé altsa kjgre i minst 200 km per dggn for at verdien av laksen ikke skal
avta.
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Oppgave 3

Et punktvirvelfelt er gitt ved

Ay Ax
2 2 2
vx:—r2, fuy:ﬂ, rT=x"+y.

a) Den konvektive akselerasjonen er gitt ved

a = v-Vv
8v+ ov
= U v
0 Yoy
Ay[Ay -2z . A(x®+y?) — Az -2z .
_ _;/[ y-2a, (z y)4 x :rj]
r T r

Ar[—A(@? +y?) +Ay-2y. Ax-2y.
rd R R

+

A2 2z + 2% —xy? . 3 —ya? + 222y .
3 r3 ’ 73 J

A% [x(2? 4+ y?)

& i Y )
= 3 3
ATz . .

- =54
r3 | r r

B AZr

N r3r’

b) Sentripetalakselerasjonen méa ha retning normalt pa en sirkelbue inn mot origo. Ret-
ningen til @ er —r som peker inn mot origo.

c) Trykkgradienten kan finnes fra Euler-likninga:

ov 1

— +v-Vv=—-—-Vp+g.

ot p

Feltet er stasjonsert (uavhengig av tiden) og det er ingen ytre krefter som virker inn.
Euler-likninga forenkler seg da til

1
v-Vv = —=Vp
P
A? 1
_733 - _ZVUp
rer P
A2y
Vp = p—5—.
rTer

Vektoren r kan vi uttrykke i polakoordinater som r = ri,.. Gradientvektoren i polar-

koordinater er 5 Lo
I I
Vp = arz’" + r 3020'
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Vi far folgende likninger for lgsning av p:

op A2 e 11

o P T p(r,0) = pA <— 27"2> + f(0)
10

SoE=0 = p=p) = fO)=C

Med betingelsen om at trykket uendelig langt fra origo er pg far vi p(r — o00) = pg =
C = pg og trykket blir
2
_ oy PA
p(r)=p -5 5

Oppgave 4

Gitt hastighetsfeltet
T 2y 3z

_ ; - k. 10.1
R L e (10.1)

Den lokale akselerasjonen:

Ov x 2y - 3z k
2 _ i —
at A+02" a+02? T (12
1 . .
= —(1+t)2[m—|—2yg—3zk:].
Den konvektive akselerasjonen:
v ov n ov n ov
v- Vo = vpy—+v,— +v,—
T ox Yoy 0z
_ x 1 n 2y 23 3z [ 3k
o l4tl4t 1Htl4+t 14\ 14t

1 . .
e [zt + 4yj + 92k].

Oppgave 5

Gitt et hastighetsfelt:
v = axt + 2ayj — 3azk, a > 0.

a) Strgmmen til en inkompressibel vaeske méa veere divergensfri:
V-v=a+2a—3a=0.
b) Feltet er stasjoneert slik at akselerasjonen er gitt ved den konvektive akselerasjonen.

1
Det nye feltet er identisk med feltet i likning 10.1 hvis vi setter a = T Vi har da

regnet ut den konvektive akselerasjonen for:

a=a’ (21 + 4yj + 9ak].
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c¢) Euler-likninga for et stasjoneert felt som ikke er pavirket av ytre krefter:

1
v-Vv = —-Vp
p
Vp = —pv-Vou
= —pa® [m + 4dyg + 9ak:] .

Stgrrelsen til trykkgradienten:

IVp| = pa®y/22 + 162 + 8122.

Retningen:
— [zt + 4yj + 92k].

Oppgave 6

Vi har gitt et to-dimensjonalt hastighetsfelt

v= %(wl—l- yJ)

der @ er en konstant.

a) Vi har en strgm for en inkompressibel veeske dersom divergensen er null:

B 0 x 0 Y
v = () 0 (w )

224y’ -2 24y —2y-y

= Q (22 + y2)2 (22 + 42)2

4

- Q
= 0.

r

Strgmlinjene finner vi fra likninga v x dr = 0, som blir v, dy = v, dx:

%az dy = %y dx.
r r

Denne differensiallikninga er separabel, for vi integrerer forkorter vi s mye som mulig
og sgrger for at alle x’ene er pa samme side som dz og alle y’ene er pa samme side

som dy:
1 1
—dy = —dz
Y x
Inly] = Inlz[+C
’y| _ eln|:c|+C
— eCelnLﬂ
y = Az

Strgmlinjene er altsd rette linjer som gar gjennom origo. Retningen avhenger av

fortegnet til konstanten Q.
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b) Massestrgmmen er gitt ved integralet

M:/pv-nda

der n er normalvektoren til flaten o. P& en sylinderflate er n = 4,.. La oss uttrykke
vektorfeltet i polarkoordinater:

_Q @
==

: : . Q.
v (xt +yj) = 2Tt = i

Massestrgmmen blir dermed

M = /inr.irda

s T

= pQ/da
" Jo
r

der A er arealet til sylinderflaten: A = 27rh (h er hgyden til sylinderen).

M = p927rrh
r

= 2mpQh.

c¢) Akselerasjonen for en vaeskepartikkel i feltet er gitt ved den konvektive akselerasjonen
siden feltet er stasjonzert.

8'v+ ov
a = Vp— +vy—
T ox Yoy
Q [Q*+y*) —Qz-2z, —Qu-2.
= 27 1 tt i J
T T T
Q [-Qr-2y. Q°+y*)—Qy-2y.
+r72y r4 vt ( r)4 J
B Q? [x(2? +y? — 222 — 2y%) . y(2?® + 9% — 2% — 222) .
= 1 2 .2 t+ 2 .2 J
T e +y ety
R R RN A L
Q% . .
= —q(@i+yg).
Oppgave 7
Oppgave 8

For en inkompressibel vaeske i en stasjonser strgm har vi

0
V-v=0 og 8—?20.
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Massestrgmmen 1 A:

My = /p'v-nda, v-n=U
g

= pU/da

= pUA.

Massestrgmmen i a:

Ma:/p'v-ndo:pUaa

der U, er stromhastigheten i a som vi gnsker a finne. Siden vi har en inkompressibel vaeske
mé det strgmme like mye gjennom A som a:

My = M,
pUA = pUza
UA
= U, = —.
a

Vi gnsker na a finne trykket i a. Hvis vi fglger en strgmlinje fra A til a vil H fra Bernoullis
likning veere konstant og vi far

1 1(UAN?
%—l—iUQ—I—gz = pa—i—() + 9z

P 2\ a
1 1 A?
= —pU? — ~pU? =
Pa Po+5p 5PV 5
1 A2
= —pU? (1 — =|.
p0+2P |: a2:|

Oppgave 9

a) Massestrommen i a:

/pv-ndasz/dasza.

Massestrgmmen i b (et av rgrene):

/pv‘nda—pUb/da—pUbb.

g

Vi har en inkompressibel veeske s massestrgmmen ma veere konstant:

pUa = 2pUpb

Ua

U = 3
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b) Vi fplger en strgmlinje fra a til b (et av rgrene):
2
po 1.9 p  1(Ua
LU 5 N AT el
p+2 + gz p+2<2b + gz

1 1 U?%a?
= —pU? — Zp———

1 a?
= —pU% |1 - —|.

Oppgave 10

Fra oppgave 9.8 har vi streomkomponentene til en strgm omkring en sylinder i polarkoor-

dinater

2
Vp = U[laé] cos
r

a2
vy = —U{l—i—rg]sinG

der v = v,1, + vgtg 0g a er radius til sylinderen. La oss kalle et punkt pa sylinderflaten for
A og et punkt langt oppstrgms fra sylinderen for B. Fglger vi en strgmlinje fra A til B vil

‘H fra Bernoullis likning veere konstant og vi far

m—i—;vi—i-gz:lif—i—;v%—i-gz.
I punktet A:
vp(r=a) = 0
vg(r=a) = —2Usin6.
I punktet B:

r>a = v, =Ucosf, wvg=—-Usinb
=0 = v =U, v9=0
PB =DPo
Innsatt i likning 10.2 gir dette

pa 1 N2 po 1.9
PA L “(—oUsme)? = 24y
p—i—2( sin 0) p+2

1
pAa = Do+ ipU2 —2pU?%sin’ 6

1
= po+ ipU2 [1 — 4sin? 9} .

(10.2)



Kapittel 11

Varmetransport 1 fluider og faste
stoffer

Oppgave 1

Denne oppgaven hgrer egentlig hjemme i kapittel 10. Ved en feiltakelse har den
endt opp her i kapittel 11.

a)

Hvis vi bruker Bernoullis likning pa en strgmlinje fra overflaten av vannet (O) til
tappestedet (P) far vi:

1 1
p0+§vg:%+§v%—gh

der vi har lagt nullpunktet for hgyden langs vannets overflate. Vi antar na at trykket
ved P er tilnaermet lik lufttrykket ved vannets overflate (pg) og at stromhastigheten
ved overflaten (vg) er mye mindre enn stromhastigheten i roret (vp) slik at vg <
vp = vg ~ 0. Bernoullis likning forenkler seg dermed til

1
0 = ivfg—gh

’UP:\/ﬂ.

Vi fplger na en strgmlinje gjennom reret fra det hgyeste punktet (A) til tappestedet
(P). H er konstant og vi far

Py 1 po 1

Siden massestrgmmen er konstant ma v4 = vp (vann er inkompressibelt og tverr-
snittet i rgret antas konstant) og likninga over forenkler seg til

pa = po— pgh+pg(h—H)
= po— pgH.

Vi har at lufttrykket er gitt som pg = 1.01325 - 105Pa. Vi gnsker at trykket i A (p4)
ikke skal bli lavere enn vannets damptrykk pa 2.335-10%Pa. Vi ma altsa lgse ulikheten

103
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pa > 2.335 - 10°Pa:
= po—pgH > 2.335-10°Pa
1
H < —(po—2.335-10°Pa)
Py
1
H < —(1.01325-10°Pa— 2.335 - 10°Pa)
Py
4 1
H < 9.899-10*Pa —.
Py
Oppgave 2
Oppgave 3
Oppgave 4

Oppgave 5



