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Oppgave 1

Vi betrakter vektorfeltet v = z¢ — yj i kartesiske koordinater. Her er 72 og j
enhets koordinatvektorer i henholdsvis  og y retning.

a

Regn ut divergensen og virvlinga til v.

_ Oz 9(—y)
- Oz + y

B d—y) Ox\
va-k( 9 _8y>_0

V-wv =0

b

Finn strgmlinjene til v. Tegn et vektor-pileplott hvor strgmlinjer og
stagnasjonspunkter er tegnet inn.

Det eksisterer en stromfunksjon fordi feltet er divergensfritt og 2D. Vi
lpser
o oY
Vp = —— =2 v, = — =
* oy Y oz

og finner ) = —xy+-c. Stromlinjene er gitt ved xy =konstant som er hyperbler
med x- og y-aksene som asymptoter.

0g
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I figuren: stagnasjonspunkt i rodt (origo), stromlinjer i svart, piler i blatt.

C

Regn ut sirkulasjonen rundt den lukkede kurven 22 + 32 = 3.

Kurven kan parametriseres ved 7(0) = /3(icosf + jsinf) for 0 < 6 <
2. Differensialet er dr = /3(—isinf + j cos ) d6.
Ved direkte utregning

2m
}{v-dr: V3(icosh — jsinh) - v3(—isinf + jcos)dd =0
0

fv-dr:/va-k:dazo

eller ved Stokes sats

d

Regn ut den integrerte fluksen igjennom den lukkede kurven z? 4 y? = 3.

Kurven kan parametriseres ved m(0) = +/3(icosf + jsinf) for 0
0 < 2m. Kurveelementet er do = |dr| = /3d# og normalvektor er n
tcosf + 7sinf.

Ved direkte utregning

IIA

2
fv-ndo*: V3(icosf — jsinh) - (i cos + jsinf) V/3dh =0
0

j{v-ndU:/V-'vdeo

hvor dt er et flateelement innenfor kurven.

eller ved Gauss sats

For a forsta at det er greit ¢ bruke Gauss sats i planet, for en sirkel som avgrenser en
sirkelskive: Tenk deg at du strekker en sylinder opp i z-retning fra sirkelen i planet. Det er ikke

stromning i z-retning, og ingen bidrag i z-retning gjor seg gjeldende. Dette gar bra!

(Fortsettes pa side 3.)
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Oppgave 2

En sylinderformet kopp med diameter D fylles fgrst med vann opp til en
hgyde h. Deretter rgrer vi rundt i koppen slik at hastighetsfeltet er gitt ved

v = aR2i9

hvor a er en konstant. Vi antar at vannet har konstant tetthet p og at
stromningen er friksjonsfri.

I denne oppgaven bruker vi sylinderkoordinater {R,#,z} med z-aksen
orientert oppover midt i koppen, med R som radiell avstand fra z-aksen,
og med € som asimutal-vinkelen. Vi bruker i, 49 og k for & angi enhets
koordinatvektorer i henholdsvis R, 6 og z retning.

a

Bestem de fysiske enhetene til konstanten a.

wl=m/s, [Rl=m oy [ig]=1  si [o]=—

b

Regn ut divergensen og virvlinga til v.

1

9 2
Vxv==|4 5  # |==kzs (aR’) =3aRk
OR 00 0z
R\ ey & | ROOR

C

Diskuter om v kan skrives som gradienten til et skalarpotensial ¢ og finn i
sa fall skalarpotensialet.

Diskuter om v kan skrives ved hjelp av en strgmfunksjon 1 og finn i sa
fall strgmfunksjonen.

Feltet har virvling, derfor eksisterer det ikke et skalarpotensial.
Feltet er divergensfritt og 2D (i R og 0) og derfor eksisterer det en
stromfunksjon som vi lgser ved
1oy

UR:—E%—O og vg

% _

_ 2
—aR—aR

og finmer ¢ = %QR?’ +c.
Strgmlingene er gitt ved R =konstant som er sirkler rundt z-aksen.

(Fortsettes pa side 4.)
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d

Regn ut akselerasjonen til en fluidpartikkel som fglger en strgmlinje.

Ettersom feltet er stasjoncert sa er partikkelbanene lik stromlinjene. Dette

kan man ta for gitt,
men det er ikke vanskelig d vise det slik:
Stromlingene ved tidspunkt to er lgsning av v(r,tg) X dr = 0.
Partikkelbanene er lgsning av dr(t) = v(r,t)dt.

For & sjekke om banene ved vilkarlig tid t er lik stromlinjene ved tid to kan vi krysse med
hastighetsfeltet ved tid to: v(r,to) X dr(t) = v(r,tg) X v(r,t) og vi innser at dette er lik null
dersom feltet er stasjoncert %—1’ =0.

Falgelig vet vi at det er partikkel-akselerasjonen vi skal regne ut

Do _ v = %4 249) = 210 poy Ny s N 2p3s
3 = g TV = (alTig) V(R ) = (aR%) 55 (aR%g) = aR(aR%)(~ir) = —a"RVig
e

Over vannet er det luft med konstant trykk pg. Bevegelsen til vannet vil
medfgre at vannoverflaten ikke er horisontal, men derimot er en krum flate
gitt ved z = n(R, 0). Bestem n(R,0).

Kunne vi ha brukt Bernoullis likning? Hastighetsfeltet har virvling, derfor
fungerer Bernoullis likning kun langs strogmlinjer, men stromlinjene er kun
sirkler rundt z-aksen. Derfor vil ikke Bernoullis likning kunne si noe om
hvordan ting endrer seg som funksjon av radius R. Sa nei, Bernoullis likning
hjelper oss ikke her!

Vi bruker heller Fulers likning

Dv 1
vy
q P p+g

hvor g = —gk er tyngdens akselerasjon og Vp = ’L'Rg—fz + %% + k%.

Vi bruker partikkelakselerasjonen vi allerede har funnet, og splitter opp
likninga i sine tre komponenter

Op 5.3
gr = Pl
o _
00
o _ _
82_ pg

0

0g vi finner
2
p(Ra 9) Z) = %Rél —pgz t+c

hvor ¢ er en konstant.

Ved overflaten z = n(R,0) er trykket lik lufttrykket p = po, om vi setter

dette inn kan vi lgse

a2

C—Do
R,0) = —R'4 —=
(8. 6) 4g Py

(Fortsettes pa side 5.)
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Vi kan bestemme konstanten c ved a insistere pa at det totale volumet av
vann 1 koppen er bevart

2 rn(R,0)
/ / / Rdzd@dR—ﬂ< ) h

o? 5 D\?
2m —R + RdR— — | h
o 4y
2m a—g D 6+c—p0
24g \ 2 2pg

com_, a; 9
Py 129 \ 2
Til slutt far vi svaret

2 /D\*
9) = h 4> (2
n(R,0) = —|— R 12 < >

Oppgave 3

I kjelleren under Niels Henrik Abels hus bygger vi for tiden et rektanguleert
bglgebasseng med horisontal flate A = 7m x 22m som kan fylles med vann
opp til hgyde h = 0.8 m. Bassenget kan tgmmes igjennom et vertikalt rgr
med diameter D = 6cm som strekker seg . = 1m ned under bunnen av
bassenget. Vannet er i kontakt med luft, med konstant lufttrykk pg, bade
ved den frie overflaten og ved utlgpet av rgret. Tyngdens akselerasjon er
g = 9.8m?/s Det skulle selvfglgelig ha statt g = 9.8 m/s%.

A A%
|

h| ¢

v

Finn et uttrykk for hvor lang tid det tar & tgmme bassenget.

Svaret skal oppgis ved hjelp av stgrrelsene A, D, h, L og g.
Du skal ikke regne ut tallverdi (antall timer og minutter).

Forklar ngye hvordan du kommer fram til resultatet og alle tilnserminger

du gjgr.

Den frie overflaten synker g dh =-V.

Vannet er inkompressibelt V v = 0. Innsatt © Gauss sats gir dette at
imnkommende fluks i overflaten er lik utgiende fluks i utlopet. Dersom vi
kan anta at V og v er konstant i tverrsnittet har vi

2
AVZW(Z) v

(Fortsettes pa side 6.)
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Kan vi bruke Bernoullis likning? Tettheten er konstant. Vi kan anta
at vannet er nesten ideelt, friksjonen wvil ikke vere stor. Vi kan anta at
tommingen er nesten stasjoncr, fordi overflaten vil synke langsomt. Uansett
om det er virvling eller ikke, la oss folge stromlinjer som gar fra overflaten til
utlgpet. Sa det burde veere rimelig @ satse pa at Bernoullis likning kan brukes
som en god tilnerming.

La oss se pa stromlinjer fra overflaten til utlopet. I begge ender av
stromlinjene er trykket lik lufttrykket po. Dersom vi kan anta at prosessen er
stasjoneer og friksjonsfri har vi Bernoullis likning

V2 v?
@—I-f—l-gh:@—i-f—gL
P 2 P 2

wven=2 - (L)

2
men ettersom <721—€)42> < 1 1 vart tilfelle kan vi med god tilnerming skrive

w2 V2 [ 44\
g(h+L)_2_2<wD2>

Vi far

eller

dh 1 4A
Vg(h+1L)=

~dt V3 rD?
Denne likninga er separabel. La o0ss separere h og t og integrere fra full til
tom tank 0 ) . )
dh D
B A N

n Vh + L 0 4A
som gir
. 8A(Vh+ L —+IL)

B V2gmD?

Vi har gjort to antakelser som er svert gode:

e D2 x A
e Vi kan @ praksis se bort fra vannet som er igjen i utlgpsrgret.
Vi har gjort tre antakelser som er mer tvilsomme:

o Bernoullis likning kan kun brukes for stasjoncert hastighetsfelt, men
tommingen av karet er ikke stasjoncer fordi overflaten synker.

e Vi har antatt konstant hastighet i tverrsnittet ved den frie overflaten
og ved utlgpet.

e Vi har antatt at det ikke er friksjon.

Var erfaring fra demonstrasjonsforspket gjort i en forelesning var at disse
“tvilsomme” antakelsene ga en feil pa noen fa prosent. Det er grunn til a tro
at feilen burde bli enda mindre for tommingen av bassenget ettersom arealet
A er mye stogrre en tverrsnittet av utlgpet.



