Oppgave 1 - En tynnfilm pavirket av en skjaerkraft

Vi vurderer en to-dimensjonal inkompressibel, viskgs veskefilm med
tykkelse h(x,t) som blir pavirket av en skjerkraft pa den frie overflaten. Vi
anser filmen som tynn i den forstand at h/LL.<< 1. Anta at skjerkraften
virker kun langs x-retningen pé filmens overflate og er konstant.

la: Utled lubrikasjonsligningene.
1b: Finn massefluksen i filmen.

Ic: Finn tynnfilmligningen (anta linearisert overflatespenning).
Anta at vi kan se bort i fra gravitasjonen og argumenter for hvor tynn filmen ma
vare for at dette skal vere en god tilnerming.

1d: Er filmen stabil/instabil? Finn det stabilitetskriteriet gjennom lingr
stabilitetsanalyse der du kan anta at vi kan beskrive forstyrrelsen gjennom h = hy,

+ h’= hy +ee'™**, Der h, er den konstante, uforstyrrede filmen og vi har at h, <<e.
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Oppgave 2 - Friksjonsfri stramning

2a

Et hastighetsfelt v = (u,v,w) i et kartesisk koordinatsystem (z,y, z) har
virvling ¢ = (¢1,¢9,¢3) =V x v.

Numeriske, avanserte regneskjemaer i beregningsorientert fluidmekanikk
benytter seg av folgende to relasjoner:

V-Vv:cxv+V%(v-v)

v-Vu=V-(vu) —uV-v

Vis disse relasjonene for det tilfellet at stromningen er todimensjonal,
dvs. v = (u,v) og c = (0,0,¢3).

2b

En stasjonser stromning er gitt ved det komplekse hastighetspotensialet
B(z) = In(z —a) + In(z + a) + Uiz, der z = = + iy og (x,y) er kartesis-
ke koordinater.

Bestem det reelle hastighetspotensialet og stremfunksjonen.

2c

Finn hastighetene (u,v). Finn ogsa hastighetene (u,v) for x = 0.

2d

Finn trykket i stromningen ved x = 0 og alle y.

2e

Vi tenker oss at x = 0 representerer et fysisk plan. Finn den vektorielle
kraften pa planet (po, = 0).

Hint:
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Oppgave 3 - Burgers virvel

En idealisert tornado kan beskrives av Burgers virvlingsmodell der
ar

hastigheten i sylindriske koordinater er gitt som u = =f"er+uy(r)eg+aze,.
Der « er en positiv konstant.

a Poeng: 10/140

Visat V.-u=0.

b Poeng: 10/140

Bestem virvlingen w = f(u,,r)e, = we,.

¢ Poeng: 10/140

Vi ser at p = p(r, z) og det er ingen trykkvariasjoner i @-retning. Vis at

bevegelsesligningenskomponenten i #-retning reduseres til: —%(ww = 1/’('[;1“{.

Her er v den kinematiske viskositeten.

d Poeng: 10/140

Bestem wug(r) ved & bruke grensebetingelsene [r — 0,uy — 0] og [r —
00, Uy — zl?l Konstanten I' gir virvelstyrken.
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Oppgave 4 - Potensialbglger

Vi skal se pa overflatebolger i et vaeskelag (med uendelig horisontal utstrekn-
ing) over en plan horisontal bunn som vist pa figuren.

“
Po ¢

z=() -

7==H

Eneste volumkraft er tyngden, og vi legger inn et aksekors som vist pa figuren.
Ved likevekt er vaesken i ro og overflaten er plan og horisontal, z = 0. Trykket
over vaesken er konstant og lik po. Vi forstyrrer likevektstilstanden og setter
i gang en bevegelse i vaesken ved tiden ¢ = {, slik at overflaten for ¢t > f; er
gitt ved
n(x,t) = asink(x — ct)

der a, k og ¢ er konstanter, og vi forutsetter at |#| < 1 og |ak| < 1. Vaesken
regnes som homogen og inkompressibel med tetthet p, og bevegelsen er frik-
sjonsfri.

a) Vis at bevegelsen ma veaere hvirvelfri.

b) Utled Euler trykklikning

Do . .
p= _/)[W + .%(V(P)z + .‘13] + f(t)

der ¢ er hastighetspotensialet, p trykket og ¢ tyngdens aksellerasjon.
Sett f(t) = po 1 resten av oppgavene.

¢) Sett opp de eksakte grenseflatebetingelser for problemet uttrykt ved
o,n og g og linearisér disse betingelser.

d) Vi antar at hastighetspotensialet for bevegelsen er gitt ved
O(x, z,1) = F(z)cosk(x — ct)
Finn F(z).
e) Finn ¢ uttrykt ved ¢, k og H. Hva kalles denne relasjonen?

f) Finn den maksimale verdi av ¢ for den gitte dybde H. Hva kalles
bolgene i dette tilfellet?

g) Finn trykket i vaesken. Hvordan blir trykkfordelingen i tilfellet i sporsmal
f)? Kommenter resultatet.
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Oppgave 5 - Dynamikken av en sugekopp

Vi har festet en hard sugekopp med masse m pa en fast vegg (omgitt
av en viskgs inkompressibel vaeske), der den viskgse sugekraften bremser
sugekoppen fra a falle ned pa grunn av tyngdekraften (mg). Fluidfilmen
mellom de faste overflatene har en dynamisk hoyde h(f) som er mye mindre
enn sugekoppens radius R (h/R < 1).

Figur 2: Vi har festet en sugekopp som er omgitt av en inkompressibel og
viskos vaeske til en vegg og den separeres sakte fra veggen. Filmhgyden h(t)
oker med tiden, men h/R < 1.

a Poeng: 10/140

Finn lubrikasjonsligningene ved a bruke skaleringsanalyse pa de oppgitte
Navier-Stokes ligningene i sylinderkoordinater. Hvordan skalerer trykket i r-
og z-retning?

b Poeng: 10/140

Vi har full heft (no-slip) ved overflatene u,(0) = wu,(h) = 0. Bruk disse
grensebetingelsene til & finne hastigheten u, = #‘;’f(zz — zh).

¢ Poeng: 10/140

Bruk massebevarelse og den kinematiske grensebetingelsen ved sugekoppen

or 4 sde fi 1M1 ~\-%—_"':’.‘11-QL’
for a utlede filmligningen: %} = T2 Or (r (.),,).

d Poeng: 10/140

Eliminer trykket via kraftbalanse for a finne den ordinaere differensial
ligningen som beskriver h(t). Bruk skalering for & finne den karakteristiske
tiden ("dreneringstiden”) og dens relasjon til filmhgyden. (Hint: Husk trykket
er endelig i filmen og det er atmosfeerisk trykk ved kanten p(R) = pg)
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