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Oppg. 1.
a) Kontinuitetslikningen, V - v = 0, i sylinderkoordinater (bruker formelark)
19(ru)  Ow
- 2% ~o.
r Or * 0z
Siden w = w(r) forsvinner siste ledd og
0
(ru) =0=ru= A,
or

der A er en konstant. Fordi vi har heft ved sylinderen er u(a) = 0 og A = 0.
Da fglger at u = 0 overalt.

b) Navier-Stokes likning

0 1
—V+V~VV:—7Vp+VV2V—gk.
ot P
N er v = w(r)k som gir & =0 og
ow
Vv = glrk

Da blir

v-Vv =wk- (awirk> =0.
or

Hele akselerasjonen er null.
Formelarket gir na videre

Vv = VZuwk = %Q (ﬁ”) k.

De tre komponentene av Navier-Stokes likning blir da

10p
0 = -2
por’
1 dp
0 = —%%,
10p wvd dw
= —— 4+ —|r— | —g¢gk.
0 p@z+rdr<rdr> g



Ved sylinderen har vi heft og far randbetingelsen

w(a) = 0.

Spenningstensoren er

d
P=—pl+u(Vv+Vv") =—pl+ ,ud—qf(irk + ki, ).

Den dynamiske betingelsen ved r = b gir sa

. . ) dw
—poi, =i, - P = —pi, + :ugk'

Komponentvis

dw(b
p(b,@,z) = Po, og d7(“ )

i, og ip komponentene av bevegelseslikningen gir p = p(z), mens betingelsen pa
normalspenningen ved r = b da fgrer til

=0.

P = po,
overalt.

k komponenten av bevegelseslikningen kan na skrives
d dw
= (==
dr \ dr

dw g B

T,

9
v
som gir

— =2y
dr 2u r
der B er en konstant. Bruker vi na digﬁb) =0 finner vi B = gv

dw g ( ¥
dr 2w r )

w:25;<;r2—621n(2)+D>,

der faktoren 1/a i logaritmen er tatt med for a unnga benevning og konstanten
D er trukket innfor parantesene av bekvemmelighet.

Den kinematiske betingelsen w(a) = 0 gir da D = —%aQ og

w=L (;(ﬂ —a?) - ’In (2)) :

Denne integreres til



¢) Spenningen pa sylinderen er

w(a) K.
dr
Draget er gitt skjeerspenningen (det siste leddet) som er konstant pa sylin-
deren. For a fa kraften ganger vi bare med arealet (normalspenningen nuller
deg forgvrig ut) og setter inn fra uttrykk for %’ gitt i forrige delspgrsmal
d
D= QWaHuIS(a) = —2mpgH(H* — a?).
r
Siden volumet av vaesken rundt sylindersegmentet med hgyde H er 27 H (b —a?)
fglger at D er tyngden av denne veaesken. Slik mé det vaere fordi vaeska ikke
akselereres og vertikal kraft fra sylinderen da eksakt ma motvirke tyngden. En
mer formell begrunnelse kan gis ved & se pa momentumbalense i vaeskevolumet
avgrenset av en zg og zg + H.

d
P=i,-P=—poi, + p

Oppg. 2. Viser pa et volum 7 omsluttet av randa o.

Kravet til likevekt er at summen av ytre krefter pa volumet er null. Vi har to
type ytre krefter:

(i) spenningskrefter pa overflaten

(ii) volumkrefter

(i): Pa hvert flatelelement virker spenningskraften

P,do=n-Pdo.

/n~77da.

g

I sum gir dette

(ii): Et lite volumelement har massen pdr og er da pavirket av tyngdekraften

—pdrgk.

/ —pdrgk.

T

Summert:

Setter vi bidragene sammen

/n‘PdU—i—/—pgde:O.

o T

Gauss sats for flateintegralet gir sa

/(V-P—pgk) dr = 0.

Denne er oppfylt for alle 7. Deler vi pa volumet og lar det krympe mot null
fglger da
V-P —pgk=0.



Oppg. 3 .
a) Vedrandax = %a er den utadrettede normalen i og dynamisk randbetingelse

gir
_pi =i-P= ip:m: +jpzy + kpmz-

Denne gir p;; = —p 0g Pry = Pz = 0.
Ved z = —%a er normalen —i og betingelsen

pi=—i-P=—ipg, — jpzy —kpa.,
og vi far igjen py; = —p 08 Py = Pz = 0.

Tilsvarende far vi

Pyy = —P O Pzy = Dy> = 0 ved y = *a
pzz:_pngmz:pyzzovedzzia

Da er

Pzy = 0 ved de fire rendene gitt ved x = +a eller y = +a.
P> = 0 ved de fire rendene gitt ved z = +a eller z = +a.
py- = 0 ved de fire rendene gitt ved y = +a eller z = +a.

b) Nar vi antar at ikke-diagonal-elementene i P er null overalt i kuben kan vi
sette
P = pwzii + pyyjj + pzzkka

og

Opzz.  Opyy. Op..
P = k
VP oz t oy I+ 0z

Innsetting i likevektslikningen fra forrige oppgave gir da z-komponenten

ODza
ox

der F er en funksjon som ma finnes. Randbetingelsene fra det forrige delspgrsmalet
gir

:ijxx:F(yaz)a

—p(Z) = pmm(la>yaz) = F(y7 Z) og —p(Z) = p:m:(_l(%y’ Z) = F(ya Z)'

9 2
Da folger F' = —p(2) 08 pzz = —p(2).

Tilsvarende gir y komponenten py, = —p(2).

For z-komponenten blir det litt mer komplisert. Likevektslikning gir

Op
. = P9 = P = Gla,y) + pg2.
z
Randbetingelsene gir na
1 1 1 1 1
z=ga: —(po—5p9a) = —p(5a) = p(2,y, 5a) = Gz, y) + 5 pga,



og
1 1 1 1

1
z=-ga: —(po+5p9a) = —p(=50a) = paa(2,y, —5a) = G(z,y) - 5 pga.

Disse gir G = —pg 0g p.. = —po + pgz = —p(2).

Tilsammen: pyy = pyy = P2z = —p(2).
Merknad: denne enkle Igsningen kan ikke realiseres dersom ikke tetthetene av
kube og vaeske var like.

c) Hooks lov gir

Pzz = AV - u + 2///63&7
Py = AV-u+2puey,,
D2z = AV -u+2ue,.,
Py = 2N€azy7
Dez = 2He€gs,
Dyz = 2/€y;.

Vi kjenner p’ene og ma lgse for €’ene.

De tre nederste gir med en gang at €,y = €, = €, = 0.

Siden pgz, Pyy 0g p.. er like gir de tre gverste likningene med en gang at
€gx = €yy = €22 Olden V - u = €55 + €yy + €., = ez, folger

p(2)

- — 2 T T = T oN L o
p(2z) = BN+ 21)€gz —> € I\t 2

Merknad: Innferer vi £ = pu(2pu+3X)/(n+ A) (Youngs modul) og v = A/ (2u +
2)) (Poissons forhold) kan vi skrive

1—2v
€xyx = €yy — €z — — E p(z),

som viser at tgyningene er sammensatt av en kompresjon og to tverrekspan-
sjoner.

d) Vima finne u, v og w som passer med €’ene fra forrige delspgrsmal.
Vi starter med

xr

Integrasjon gir
u=—Kpox + H(y, 2).

Symmetribetingelsen u(0,y, z) = 0 gir sa H = 0 og
u = —Kpox.

Tilsvarende gir

at
v =—Kpoy + Q(z, 2).



og v(z,0,z) =0 gir sa

Integrasjon av

gir
w=—Kpoz + R(z,vy).
Betingelsen w(z,y,0) = 0 gir R = 0.
Vi har na bestemt u. Det gjenstar a sjekke at €,y = €;, = €, = 0. Dette blir

enkelt oppfylt fordi g—Z = 0 etc.



