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Sa det er ingen overdrivelse a si at
det var Christine A. som endelig
satte matematikken inn i sin rette
kontekst for Jonas Wergeland, som
viste ham forbindelsen mellom
matematikken og livet.

— Jan Kjeerstad (1953-),
Forforeren

Dette er en innfgringsbok i matematikk for universiteter og hgyskoler. Den bygger pa
full fordypning fra videregaende skole, altsa pa de kursene som de siste arene har hett
R1 og R2. Hovedtemaet er differensial- og integralregning i én variabel med anven-
delser pa differensialligninger og rekker, men boken inneholder ogsa en del temaer
som ikke er med i et typisk kalkuluskurs, f.eks. komplekse tall, differensligninger og
en del anvendelser i sannsynlighetsteori.

Jeg har forsgkt a skrive en bok som legger omtrent like mye vekt pa teori, regne-
teknikk og anvendelser. Etter min mening er alle disse tre komponentene ngdvendige
for virkelig a forsta matematikk — teoriforstaelse uten regneteknikk har ingen nytte-
verdi, og anvendelser uten teoriforstielse fgrer bare til en meningslgs kopiering av
formler som man hverken kan begrunne eller tolke. I de senere ar har regneteknikk
utviklet seg fra kun & gjelde regning med papir og blyant til ogsé a omfatte beregnin-
ger med datamaskin og dataprogrammer, og selv om dette ikke skal vaere en lerebok i
numerisk analyse, har jeg prgvd a ta hensyn til denne utviklingen bade nar det gjelder
stoffutvalg og oppgaver.

I tillegg til de tre hovedkomponentene teori, regneteknikk og anvendelser har jeg
valgt a trekke frem et fjerde aspekt — matematikkens historie og utvikling. Selv om det
ikke er sd lett & fa gye pa i matematikkbgker flest, er matematikk faktisk skapt av men-
nesker, noen ganger i samarbeid, andre ganger i kappestrid. I de historiske epistlene i
slutten av hvert kapittel har jeg forsgkt a beskrive bade hvordan matematiske teorier
vokser frem i vekselvirkning med den generelle historiske utviklingen, og hvordan de
er knyttet til sine skaperes liv og skjebne.

Selv om boken bygger pa matematikken i videregdende skole, er det en del over-
lapp, bade fordi jeg (klok av skade) vet at leereplaner kan endre seg raskere enn lere-
bgker, og fordi man trenger litt overlapp for & sikre en glatt skjgt. Dette forklarer f. eks.
hvorfor kapitlet om differensialligninger starter fra bunnen av.



Forskjellige mater a bruke boken pa

Da jeg planla boken, var jeg opptatt av a skape en veksling mellom teori, regneteknikk
og anvendelser. For mye teori pa en gang blir fort tungt for mange studenter, og il-
lustrerende anvendelser hjelper pa motivasjonen. Dette er f.eks. en av grunnene til at
jeg har plassert seksjonen om differensligninger mellom de mer teoretiske kapitlene
om komplekse tall og kontinuerlige funksjoner. Porsjonerer man ut oppgavene med
litt omtanke, slipper man pa denne maten lange perioder der alle oppgavene har et
teoretisk tilsnitt.

Selv om boken er skrevet med en spesiell rytme i tankene, kan den selvfglgelig
brukes pa annen méte enn a begynne pa Kapittel 1 og avslutte med kapittel 12. @nsker
man et klassisk kalkuluskurs, er kjernen i boken kapittel 5-9 med de andre kapitlene
som mulige anvendelser og utdypninger (jeg vil ansla denne kjernen til 5-6 studiepo-
eng, sa man har god plass til mer stoff i et kurs pa 10 studiepoeng). Fgr man begynner
pa kapittel 5, bgr man imidlertid ta med seg litt om reelle tall og kompletthetsprinsip-
pet fra kapittel 2 samt gjennomga seksjon 4.3 om konvergens av fglger. Et slikt stramt
kalkulusopplegg far dermed oppbygningen vist pa figuren nedenfor. Ver oppmerksom
pa at dette opplegget har en svert teoritung start, og at det kan vere lurt a supplere
med noe enklere stoff fra de forste kapitlene.

2.1 Mengder, intervaller og tallverdier

!

2.3 Kompletthet av de reelle tallene

|

4.3 Konvergens av fplger

!

5 Kontinuerlige funksjoner

!

6 Deriverbare funksjoner

!

7 Anvendelser og utvidelser

!

8 Integrasjon

|

9 Integrasjonsteknikk

Med tanke pa de ivrigste studentene har jeg skrevet en bok som er teoretisk selvfor-
synt. Dersom man godtar det studentene har med seg fra skolematematikken om enkel
algebra og elementere funksjoner, gir boken en stringent innfgring i teorien for funk-
sjoner av en variabel. Det betyr selvfglgelig ikke at alle studenter skal lese og forsta
hvert eneste bevis, og det betyr slett ikke at alle forelesere skal dekke hele teoristoffet



(da vil man raskt oppdage at tiden blir knapp). For mine egne forelesninger har jeg de-
finert en «ryggrad» av teoristoff som jeg alltid dekker, og sa supplerer jeg med annet
stoff etter tid og omstendigheter. Holder vi oss til kjernestoffet i figuren ovenfor, bestar
denne ryggraden av kompletthetsprinsippet (seksjon 2.3), konvergens av monotone
fglger (seksjon 4.3), e-d-bevis (seksjon 5.1), skjeringssetningen (seksjon 5.2), ekstre-
malverdisetningen (seksjon 5.3), middelverdisetningen (seksjon 6.2), «0/0»-tilfellet
av L’Hopitals regel (seksjon 6.3) og analysens fundamentalteorem (seksjon 8.3 — men
her postulerer jeg ofte setning 8.3.1). I tillegg utleder jeg selvfglgelig (men ikke alltid i
full detalj) grunnleggende formler for integrasjonsmetoder, omdreiningslegemer, 1gs-
ninger av differens- og differensialligninger osv. Jeg nedprioriterer mer tekniske bevis
som grenseverdier av summer, produkter osv. fordi de ofte tar lang tid og bare beviser
ting som studentene anser som opplagt uansett. Fordelen med «ryggraden» ovenfor
er at den ikke bare bestér av enkeltbevis, men illustrerer hvordan en matematisk teori
bygges opp ved at nye resultater fgyes til gamle.

I anvendelsene har mitt hovedmal vert a fa studentene til a stille opp stykkene selv.
Derfor finnes det bare noen fa eksempler der anvendelsene kun fungerer som staffasje
rundt et ferdig oppstilt regnestykke — i de fleste tilfellene vil jeg ha med studentene
hele veien fra den opprinnelige problemstillingen, via den matematiske formuleringen
og den regnetekniske lgsningen, frem til drgfting av svaret i den opprinnelige situasjo-
nen. Jeg synes det er bedre med et litt trivielt og dagligdags problem der studentene
kan vere aktivt med i modelleringen, enn en avansert anvendelse fra vitenskap og
teknologi der de bare blir fortalt at en komplisert formel representerer en eller annen
viktig sammenheng. Dette betyr nok at denne boken inneholder feerre eksempler pa
«tunge» anvendelser enn mange andre, men samtidig héaper jeg at den gir studentene
et bedre grunnlag for selv a bruke matematikk som et redskap i andre fag. Det betyr
ogsa at anvendelsene i stgrre grad er samlet i noen avsnitt og ikke strgdd jevnt ut-
over hele boken — skal man lere 4 modellere, trenger man a gve seg i situasjoner som
ikke skiller seg for mye fra hverandre. Flest anvendelser finner man i kapitlene om
differensligninger og differensialligninger og i avsnittene om optimering og koblede
hastigheter i begynnelsen av kapittel 7, og personlig fgler jeg at noen av disse temaene
bgr med for a gi et kurs en rimelig balanse mellom teori og praksis.

Historisk sett er kalkulus fgrst og fremst et regneverktgy som ble utviklet av New-
ton og Leibniz pa slutten av sekstenhundretallet, og som viste seg & ha en forblgffende
slagkraft sammenlignet med tidligere teknikker. Det er fortsatt ngdvendig & beherske
dette verktgyet for a lykkes med matematikk og andre realfag, men i vare dager kan
de klassiske regneteknikkene kombineres med og suppleres av datamaskinenes regne-
kraft. Hvordan dette best kan gjgres i undervisningen, er fortsatt et omstridt tema bade
faglig og didaktisk. Denne boken inneholder en del stoff og oppgaver som egner seg
for datamaskiner og avanserte lommeregnere, men den legger ikke opp til bruk av en
spesiell programpakke eller en spesiell kalulator. Ved Universitetet i Oslo har vi brukt
boken i samspill med alt fra generelle programmeringssprak (Java og Python) til et
spesialisert, symbolbehandlende matematikkprogram (Maple), men vi har ogsa hatt
eksamener uten tillatte hjelpemidler for a kurere ekstreme tilfeller av kalkulatorav-
hengighet.
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Endringer i fjerde utgave

Takk

Den synligste endringen i fjerde utgave er at boken har fatt ny grafisk utforming. Inn-
holdsmessig er det ingen stgrre strukturelle endringer, men jeg har gatt igjennom hele
teksten og gjort utallige lokale endringer — forhapentligvis til det bedre. Jeg har spesi-
elt prgvd a utdype en del forklaringer der jeg synes de tidligere har veert i knappeste
laget. Jeg har ogsa lagt til noen nye oppgaver i seksjoner der det var fa oppgaver fra for.
For ikke a forstyrre nummereringen har jeg plassert disse oppgavene etter de gamle,
selv om dette noen ganger bryter litt med den naturlige progresjonen.

«Stgtteapparatet» rundt lereboken er blitt forsterket, forst og fremst ved at studie-
boken kommer i en ny og oppgradert utgave ved Arne Hole. Den nye utgaven ligger
tettere opptil leereboken enn fgr og presenterer en del sentralt leerestoff pa en alternativ
mate. Den inneholder ogsa en del repetisjonsstoff fra videregaende skole for dem som
trenger det.

Bokens nettsider

http://www.universitetsforlaget.no/kalkulus

inneholder trykkfeillister, oppdateringer og lgsningsforslag til oppgaver. I tillegg inne-
holder de en del stoff som det ikke er blitt plass til i boken, blant annet tre tilleggs-
kapitler om henholdsvis vektorregning og parametrisert kurver, flervariabel analyse
og enkel linear algebra samt optimering av funksjoner av flere varable. Dette stoffet
er til fri avbenyttelse, og det kan gjgre det enklere for leresteder a bruke boken selv
om det er enkelte temaer man savner. Nettsiden lenker ogsa til en serie videoer fra
Universitetet i Oslo som dekker sentrale temaer fra boken.

Det er mange a takke! La meg begynne med en takk til de universitetene og hgyskole-
ne som har tillatt meg a benytte deres gamle eksamensoppgaver i denne boken. Disse
oppgavene er merket med forkortelser som burde vere lette & forstd; UiB er Universi-
tetet i Bergen, IH er ingenigrhgyskolene osv. Forkortelsen NTNU dekker ogséa oppga-
ver fra de tidligere institusjonene NTH og AVH. Noen steder har det vert ngdvendig
a redigere oppgavene litt for a tilpasse dem bokens notasjon og terminologi.

Det var Anne-Berit Tuft i Universitetsforlaget som i sin tid hadde ideen om en
innfgringsbok i matematisk analyse for det norske markedet, og uten hennes iver og
entusiasme hadde denne boken aldri blitt til. Etter at Anne-Berit sluttet i forlaget, har
John Homb, Sven Barlinn, Diddi Hernes, Ellen Jakobsen, Geir Tufteland, Erik Juel,
Eli Valheim og Jannicke Bearheim overtatt stafettpinnen. En spesiell takk til Jannicke
som har ansvaret for fjerdeutgaven! En takk ogsa til Dina Haraldsson som transfor-
merte min ubehjelpelige tekstbehandling av fgrsteutgaven til et profesjonelt ramanus,
og til Torkel Haufmann som gjorde en stor innsats ved a rense manuset for gamle
makroer og klargjgre det for den fjerde utgaven.

Pa den faglige siden ma den stgrste takken ga til Anders Hgyer-Berg som leste
utkastet til fgrsteutgaven med falkeblikk og reddet meg fra utallige pinlige episoder.
Jeg har ogsa satt stor pris pa faglige innspill fra blant andre Ebbe Thue Poulsen, Kari
og Per Hag, Bent Birkeland, Halvard Arntzen, Anders @ksendal, Klara Hveberg, Knut
Vedeld, Knut Mgrken, Harald Hanche-Olsen og Inger Christin Borge. En stor takk
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ogsa til alle dem som har gjort meg oppmerksom pa trykkfeil, uklarheter — og det som
verre er!

Som tidligere utgaver er ogsa denne tilegnet min familie — Nann, Jonas, Pia, An-
ders og Kaja. Noen av dem har til og med vert ufornuftige nok til a ta kurs basert pa
boken!

Blindern, februar 2016

Tom Lindstrgm
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Innledning:
A studere matematikk

... for mathematical proofs, like
diamonds, are hard as well as clear,
and will be touched by nothing but
strict reasoning.

— John Locke (1632—1704), Second
Reply to the Bishop of Worcester

Det er bare ett menneske som kan lere deg matematikk — og det er du! Andre kan
hjelpe deg — de kan undervise deg, lgse oppgaver sammen med deg eller skrive bgker
du kan lese — men det er bare du som kan omforme det de forteller deg, til et redskap
for din tanke. For det er det matematikk er; et redskap til & Igse problemer og til a
forsta verden.

Men matematikk er ogsa noe mer. Det er en flere tusen ar gammel tradisjon, en
sammenhengende utviklingshistorie som tar opp i seg ideer og oppdagelser fra mange
tider og alle verdenshjgrner. Det er noe tidlgst over matematiske oppdagelser — de over
to tusen ar gamle bevisene for Pythagoras’ leeresetning som vi finner i greske, indiske
og kinesiske kilder, er like sldende i dag som da de ble skrevet ned. Matematikk er et
av menneskehetens kollektive mesterverk; en himmelstrebende katedral av tanker og
symboler.

Denne boken legger vekt pa begge aspektene. Fgrst og fremst tar den sikte pa &
leere deg teknikker og metoder som du kan bruke til & 1gse problemer i matematikk og
andre fag. Samtidig forsgker den & gi et inntrykk av hvor disse metodene og teknikkene
kommer fra, hvordan de har utviklet seg, og hva de brukes til. Uten denne kunnskapen
vil faget lett fremsta som en samling av elegante, men ubegripelige knep.

Hva handler sa boken om? Tyngdepunktet er integral- og differensialregning, det
som pé engelsk kalles «calculus», og som vi ikke har hatt noen god betegnelse for.
Boken bygger pa full fordypning i matematikk fra videregaende skole og forutsetter
at du kjenner de grunnleggende funksjonene z¢, a*, In z, sin z, cos z, tan x, og at du
kan derivere sammensetninger av disse. Det er ogsa en stor fordel & ha vert borti enkel
integrasjon og litt vektorregning i planet. Har du vert lenge borte fra faget, kan det
vere lurt a repetere litt fgrst, og spesielt lgnner det seg a regne en del oppgaver slik at
du far formelapparatet inn i fingrene igjen.

Undervisningsformer

Boken kan godt brukes til selvstudium, men de fleste vil fa bedre utbytte av den om
de fglger undervisningen ved et universitet eller en hgyskole. Studieopplegget varierer
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fra sted til sted, men som regel vil undervisningen veare delt i to — forelesninger der
leerestoffet blir gjennomgatt, og regnegvelser der oppgavene blir diskutert og Igst.

I de senere ar er det blitt populzrt a kritisere forelesninger som undervisningsform,
men pa sitt beste er de fortsatt en effektiv mate a formidle lerestoffet pa. Men du ma
passe deg litt; du ma ikke tro at du forstar stoffet bare fordi du er i stand til a fglge med
pé forelesningene. Det er oppgavene som er testen pa forstaelsen. Far du dem til, kan
du vere rimelig sikker pa at du har forstatt stoffet; far du dem ikke til, kan du vere helt
sikker pé at du ikke har forstatt det. En opplevelse har alle matematikkstudenter felles;
a tro at de har forstatt et kapittel, for sa a oppdage at de ikke far til en eneste oppgave.
Da er det bare en ting & gjgre — lese kapitlet en gang til med stgrre konsentrasjon og et
sideblikk til de oppgavene du ikke fikk til.

Forelesningene skal utfylle l&reboken. Der boken er detaljrik og utflytende, skal
forelesningene trekke opp de store linjene og skille mellom vesentlig og uvesentlig.
Der boken er tynn og skissemessig, skal forelesningene utfylle og eksemplifisere. Men
forelesningene skal ogsa utfylle boken pa en annen mate. Det talte og det skrevne ord
har forskjellige kvaliteter; det er ting som det er lett a si og vanskelig a skrive — og
omvendt. Muntlig kan man beskrive de store linjene og de grunnleggende ideene uten
a fortape seg i ubehagelige detaljer; man kan bruke tonefall og mimikk til & signalisere
hva som er vesentlig og hva som er mindre viktig, og man kan vise gjennom eksempler
hvordan man selv tenker. Skriftlig kan man vere grundigere og mer presis, ta med flere
eksempler og knytte forbindelser fremover og bakover i teksten. En bok kan leses flere
ganger, en forelesning hgrer man som regel bare en gang! Selv om mange institusjoner
i dag legger ut forelesningsopptak pa nettet, er det neppe en god idé & se dem om igjen
flere ganger — forelesningene gir deg en innfgring; dybdelering far du gjennom a lese
leereboken og gjgre oppgaver.

Et godt rad om samspillet mellom lerebok og forelesning: Les igjennom stoffet
fgr du gar pa forelesning! De faerreste av oss makter & holde konsentrasjonen pa topp
gjennom en hel forelesning, og har du lest lerestoffet pa forhand, vet du hvor vans-
kelighetene sitter og hvor du ma konsentrere deg ekstra. Synes du det er tungt & lese,
har mange institusjoner innfgringsvideoer du kan se pa fgr du gar pa forelesning. Ra-
det om a vare forberedt gjelder i enda sterkere grad regnegvelsene; prgv deg alltid pa
oppgavene pa forhand! Ingen har leert matematikk ved a se pa at andre lgser oppgaver.
Har du prgvd deg péa en oppgave, vet du hvor vanskelighetene sitter og kan verdsette
Igsningen nar du ser den — har du ikke prgvd deg, blir lgsningen bare et regnestykke
som alle andre.

Selv om det a leere matematikk til syvende og sist er ditt eget ansvar, kan du fa
uvurderlig hjelp av andre. Mange liker a lage arbeidsgrupper med 3—4 personer der
man diskuterer teorien og lgser oppgavene sammen. Bli ikke bekymret om du bruker
mye tid pa a forklare stoff du allerede har forstétt — det er ingen ting som klargjgr
tankene sd godt som a formidle til andre. Ofte vil du nok oppdage at du ikke hadde
forstatt tingene sa godt som du trodde. Argumentet gjelder ogsa den andre veien — fgl
ikke at du er en klamp om foten selv om de andre bruker mye tid pa a forklare ting for
deg; de lerer minst like mye av det som du! Men selv om du liker & arbeide i grupper,
tror jeg det er lurt at du ogsa arbeider en del alene. Innimellom ma stoffet organiseres
i hjernen, du ma fa oversikt over de store linjene og de sma detaljene, og du ma sette
dem sammen til et system som passer for deg. Da trenger du a tenke litt i fred og ro
uten at andre hele tiden kommer med innspill, og uten at du ma forholde deg til andres
mater a tenke pa.
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Matematikkens sprak

Alle fag har sin fagterminologi. Av og til kan det se jalete og ungdvendig ut, men i de
fleste tilfeller er det pakrevd — vitenskap krever stgrre presisjon og finere distinksjoner
enn dagliglivet. Kravet til presisjon er spesielt stort i matematikk pa grunn av fagets
logiske oppbygning, og i denne boken vil du finne en mengde definisjoner av nye ord
og begreper. Av og til vil du nok synes at en definisjon er altfor komplisert, og at det
samme kunne vert sagt pa en enklere mate. Det kan selvfglgelig tenkes at forfatteren
har sovet, men som regel er det en grunn til komplikasjonene; man gnsker a dekke alle
muligheter og utelukke enhver feiltolkning. Synes du at en definisjon eller en setning
er ungdvendig kronglete, er det ikke usannsynlig at den sier noe annet enn det du tror.

I tillegg til nye begreper vil du i en matematikkbok finne logiske uttrykksmater
med et litt annet innhold enn i dagligtalen. Utsagn av typen «Hvis A, sa B» er spesielt
vanlig i matematikken. Ser du ngyere etter, vil du oppdage at det i dagligtalen fin-
nes ulike slags pastander med denne formen, blant annet hypotetiske utsagn av typen
«Hyvis jeg var fgdt i steinbukkens tegn, sa ville jeg aldri ha strgket i R2». Det er ikke
lett & avgjgre hva denne pastanden egentlig betyr, og slett ikke om den er sann eller gal
(hvis den da er noen av delene). De «Hvis A, sd B»-utsagnene vi mgter i matematik-
ken, er av en annen type — de handler om pastander A og B som kan vere sanne eller
usanne etter omstendighetene, og de pastar at hver gang A er sann, sa vil B ogsa vere
det. Et eksempel er: «Hvis n er delelig med 14, sa er n delelig med 7» — et utsagn som
opplagt er sant siden ethvert tall som er delelig med 14 ogsa er delelig med 7. Andre
del av figur 1 illustrerer ssmmenhengen symbolsk — mengden A illustrerer de tilfelle-
ne der A er sann, mengden B illustrerer de tilfellene der B er sann, og A er inneholdt
i B. Hver gang vi er i en situasjon der A er sann, vil derfor B ogsa vere sann. Fgrste
del av figuren viser den generelle situasjonen hvor det finnes noen tilfeller der bare A
er sann, noen der bare B er sann, noen der begge péastandene er sanne, og noen der
ingen av dem er det.

T DO

Generell situasjon A=B

Figur 1

Istedenfor «Hvis A, sa B» sier vi ogsa «A medfgrer B» og «A impliserer B». Med
symboler skriver vi A = B, der symbolet = kalles en implikasjonspil.

Legg merke til at A = B og B = A betyr to forskjellige ting. Pastanden A = B
betyr at hver gang A er sann, sa er B det ogsd, mens pastanden B = A betyr at
hver gang B er sann, sa er A det ogsa. Dette er vanligvis to forskjellige ting: Hvis A
er pastanden «n er delelig med 14» og B er pastanden «n er delelig med 7», sa er
A = B sann, mens B = A er usann (fordi et tall godt kan vere delelig med 7 uten a
vere delelig med 14).
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Dersom bade A = B og B = A gjelder, er A og B sanne i ngyaktig de samme
tilfellene. I sa fall sier vi at A og B er ekvivalente, og skriver A < B (symbolet <
kalles en ekvivalenspil). Vi uttrykker dette ogsa ved & si «A hvis og bare hvis B».
Denne uttrykksmaten er verd a merke seg siden vi skal bruke den mye og den ikke
finnes i dagligtalen. Et eksempel er: «En trekant er likebeint hvis og bare hvis to av
vinklene er like store».

Det kan vere lurt & si noen fa ord ogsa om en annen del av matematisk sprak-
bruk. Gjennom hele boken vil du stgte pa ordene «teorem», «setning», «lemma» og
«korollar». Dette er ulike betegnelser pd matematiske leresetninger. Logisk sett er det
selvfglgelig ungdvendig a ha mer enn én betegnelse, men det er valgrforskjeller i bru-
ken som ofte kan vere til hjelp nar du skal orientere deg i teksten. Et teorem er et
hovedresultat; en sentral leresetning som vil bli brukt om og om igjen. En setning er
et resultat som godt kan sta pa egne bein, men som ikke er sa sentral som et teorem.
Et lemma er en hjelpesetning; et resultat uten egeninteresse, men en nyttig hjelp pa
veien mot noe stgrre. Et korollar er en fglgesetning; en umiddelbar konsekvens av et
teorem eller en setning vi allerede har bevist. Selvfglgelig er det ikke vanntette skott
mellom de forskjellige typene, og det er ofte en smakssak om vi kaller noe et teorem
eller en setning. Senere i boken vil du for eksempel stgte pa skjeringssetningen og
middelverdisetningen — to resultater som etter klassifikasjonen ovenfor opplagt burde
vart teoremer.

Matematiske resonnementer

Som alle andre fag har matematikk sine egne metoder og teknikker. Ett av s@rpregene
er kravet om fullstendige bevis. En matematisk pastand blir ikke godtatt fgr den er
bevist. Det er ikke nok & argumentere med at ingen har vert i stand til & pgnske ut
et moteksempel; vi ma vise at moteksempler ikke finnes. At matematiske resultater
er beviselig sanne, gir faget en enestidende stilling som redskapsfag; fysikere, kjemi-
kere, ingenigrer og gkonomer som bruker matematikk som verktdy, er garantert at
redskapen holder mal.

De fleste studenter er villige til & godta at matematiske pastander bgr bevises, men
de er ikke fullt sa villige til & godta at de selv ma lese bevisene — de tar da sa gjerne
foreleserens ord for hva som er sant! Da har de mistet et poeng; matematiske bevis
forteller oss ikke bare at noe er sant, men ogsa hvorfor det er sant. Forstar du ikke
hvorfor resultatene er riktige, blir faget et usammenhengende oppsop av lgsrevne pa-
stander. Vi er ikke laget for & huske og nyttegjgre oss slike lgsrevne fakta; hjernen var
organiserer kunnskapen i meningsb@rende strukturer — historier, ideer, resonnementer.
Bare en hukommelseskunstner er i stand til & huske alle resultatene i denne boken uten
a forsta dem, men setter du deg inn i bevisene, vil du se at det bare er noen fa ideer du
egentlig behgver a huske; alt det andre kan rekonstrueres fra disse ideene. Selv om du
skulle ha greid deg gjennom skolen ved a huske istedenfor & forsta, er tiden na inne
for 4 legge om arbeidsvanene; pa universitetetsniva blir fagstoffet for omfattende og
krevende til at du kan stole pa hukommelsen alene.

Det far veere en trgst at bevis ikke er sa mystiske og skremmende som mange tror —
i utgangspunktet er det ikke noe annet enn sunn fornuft satt i system. Alt man trenger
er en kjede av logiske slutninger fra noe man allerede vet til det man gnsker a vise.
Hvert enkelt trinn i kjeden skal veere sé enkelt at enhver kan overbevise seg om at det
er riktig.



Innledning

23

Selv om bevis ikke er noe rart og vanskelig, er det to bevisteknikker som kan
virke litt forvirrende, og som det er lurt a veere klar over pa forhand: kontrapositive
bevis og motsigelsesbevis. Anta fgrst at vi skal vise at A medfgrer B. Da kan vi like
godt vise at «ikke-B» medfgrer «ikke-A». Dette er lett a forsta hvis du tegner opp
A og B i et diagram som i figur 2; at A medfgrer B, betyr at mengden A ligger
inni mengden B, som er det samme som at mengden «ikke-B» ligger inni «ikke-A».
Denne observasjonen er nyttig fordi det av og til er lettere a anta «ikke-B» og vise
«ikke-A» enn a ga fra A til B. Bevis av denne typen kalles kontrapositive bevis.

«ikke-B»

B «ikke-A»

.

4 H s V] «ikke-A» [\ «ikke-B»
Figur 2

La oss se pa et eksempel pa hvordan denne teknikken brukes i praksis. I kapittel 2
kommer du til a fa bruk for denne observasjonen:

Setning: Anta at n er et naturlig tall. Hvis n? er et partall, s er n ogsd et partall.

Bevis: Det er er ikke sé lett 4 utnytte direkte at n? er et partall, si vi ser pa det kontra-
positive utsagnet isteden. Det sier at hvis n ikke er et partall, si er n? ikke et partall —
med andre ord at hvis n er et oddetall, si er n? et oddetall. Den nye hypotesen er altsa
at n er et oddetall, og den er det lett & utnytte siden den betyr at n = 2k + 1 for et helt
tall k. Dermed er

n? = (2k +1)% = 4k® + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1

som viser at n? er et oddetall. Dermed har vi bevist det kontrapositive utsagnet til set-
ningen, og dermed setningen selv. |

Den andre nyttige bevisteknikken vi skal se litt pa, er bevis ved motsigelse. Anta
at vi gnsker & vise at en pastand A er sann. Vi antar da at A er usann, og viser at
dette fgrer til en umulighet — til en selvmotsigelse. Eneste mulige konklusjon er at A
ma vere sann. Denne teknikken er ofte effektiv fordi den gir oss en ekstra hypotese a
arbeide med; i tillegg til det vi vet fra fgr, far vi ogsa antagelsen om at A er gal.

La oss se pa et eksempel pa motsigelsesbevis. I kapittel 2 skal vi studere rasjonale
og irrasjonale tall. De rasjonale tallene er de som kan skrives som en brgk ¢ der a
og b er hele tall, mens resten kalles irrasjonale. Vi skal bruke et motsigelsesbevis til &
vise dette resultatet som du kanskje har sett fgr:

Setning: /2 er et irrasjonal tall.
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Bevis: For a fa frem en motsigelse antar vi at V2 er rasjonal. Da kan vi skrive V2= %
der a og b er naturlige tall, og vi kan anta at brgken 7 er forkortet s& mye som mulig

slik at a og b ikke har felles faktorer. Kvadrerer vi uttrykket V2 = %, far vi 2 = Z—i
som kan omformes til 2b> = a2. Dette viser at a? er et partall, og ifglge setningen
ovenfor ma da a vere et partall. Fglgelig er a = 2k for et naturlig tall k, og setter vi
dette inn i likheten 2b% = a2, far vi 2b° = 4k2. Forkorter vi med 2, far vi b%> = 2k?
som viser at b? er et partall, og ifglge setningen ovenfor betyr dette at b er et partall.
Men dette er en selvmotsigelse — vi startet med to tall @ og b som ikke hadde felles
faktorer, og har na funnet ut at de begge ma vere delelige med 2. Siden det ikke er
noe galt med resten av resonnementet, ma denne motsigelsen komme fra antagelsen
om at /2 er rasjonal, og fglgelig er /2 irrasjonal. |

Legg merke til hvordan beviset for den andre setningen bygger pa den fgrste. Dette
er typisk for matematikk; vi bygger en teori ved & bruke gamle resultater til & bevise
nye.

Er du fortsatt usikker pa hva et bevis egentlig er, kan du lere det ved a studere
bevisene i boken ngye. Et knep som fungerer for noen, er fgrst a lese bevisene grundig,
og sa legge et papirark over for a se om du kan gjennomfgre dem pa egen hand ved
neste gangs gjennomlesning. Du oppdager fort at det ikke Ignner seg a pugge detaljene
utenat; du ma gripe fatt i en idé og bruke den til & rekonstruere resten av beviset.

Matematisk teori er ikke teori for teoriens egen skyld. Hensikten er & utvikle me-
toder og innsikt som kan brukes til & Igse problemer. Problemlgsing er matematikkens
kjerne, og det er de ulgste problemene som driver faget videre, bade de problemene
som oppstar i matematikken selv, og de som kommer fra det praktiske liv og andre
fag. Skal du ha nytte av din matematikkutdanning, ma du lere deg & Igse problemer.
Forst og fremst gjgr du dette ved a Igse oppgaver — ved a starte med de enkleste og
langsomt ga over til de vanskeligere. Det finnes ogsa bgker som kan hjelpe deg til &
utvikle problemlgsingsstrategier. Klassikeren pa dette omradet er George Polyas bok
How to Solve It som anbefales pa det varmeste (det er lett & fa tak i en billig pocket-
utgave). Dersom du har lyst til & prgve deg som problemlgser pa egen hand, kan du se
pé oppgavene til slutt i denne innledningen. De kan Igses uten avansert matematikk,
men de krever en idé (ikke bli deprimert om du ikke far til alle, noen av dem er ganske
vanskelige!)

Hvordan boken er bygd opp

Boken bestar av tolv kapitler som igjen er delt inn i seksjoner. Seksjon 3.2 er sdledes
den andre seksjonen i kapittel 3. Der det er naturlig, er seksjonene delt opp i unum-
mererte underavsnitt med egne overskrifter.

Bokens form er litt forskjellig fra det du er vant til — den ligner med hensikt pa
de matematikkbgkene du finner i mer avanserte kurs. Definisjoner, eksempler, teore-
mer og andre resultater er nummerert slik at det skal vere lett a finne frem til dem. I
seksjon 4.1 finner du for eksempel setning 4.1.1, eksempel 4.1.2, lemma 4.1.3, lem-
ma 4.1.4, og sa videre. Det kan virke ulogisk & bruke samme nummerering pa ek-
sempler, lemmaer og setninger, men erfaringen viser at det blir lettest a finne frem pa
denne maten. Definisjoner og resultater er rammet inn sa de skal vere lette & se, men
eksemplene er ofte sa lange at en ramme bare ville virke forstyrrende. Symbolene H
og W markerer slutten pa henholdsvis et bevis og et eksempel.
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Noen seksjoner og avsnitt (og noen fa bevis) er merket med *. Det betyr at du godt
kan hoppe over dem uten & fa problemer senere. Mange av de *-merkede avsnittene
er vanskelige og ment for de spesielt nysgjerrige og interesserte (for eksempel *4.4,
*5.5, 11.5 og *12.12), mens andre (slik som *8.7, ¥10.8 og 12.11) ligger litt i utkanten
av pensum nar det gjelder metoder og teknikker. Stort sett dukker ikke stoff fra de *-
merkede delene opp andre steder, men seksjon *7.7 er et unntak. De funksjonene som
innfgres i dette avsnittet (sinh, cosh, tanh, coth og deres inverser), opptrer i en del
oppgaver gjennom hele resten av boken, men det er alltid lett & se hvilke oppgaver
dette er.

Til slutt i seksjonene finner du oppgavene. Stort sett er de ordnet etter stigende
vanskelighetsgrad, men av og til har det vert mer naturlig & samle dem etter tema.
Bakerst i boken er det en fasit med svar pa oppgaver med oddetallsnummer (pluss noen
fa til). Det er altsa ikke fasit til alle oppgavene, og det skyldes ikke bare at forfatteren
er doven. Til eksamen og i arbeidslivet finnes det ingen fasit, og for din egen skyld bgr
du lere a kontrollere deg selv allerede na! For det gar faktisk an a kontrollere svaret
selv om du ikke har fasit. Er oppgaven en ligning, kan du sette prgve; er oppgaven
et ubestemt integral, kan du derivere svaret; er oppgaven et bestemt integral, kan du
bruke et dataprogram eller en lommeregner til & regne ut en tilneermet verdi osv. Det
finnes ogsa nettsider du kan bruke for a fa eksakte svar, f.eks. Wolfram Alpha.

Det er ogsa viktig a bruke fasiten riktig. Mange regner oppgavene tre eller fire
ganger inntil de far riktig svar, og raser sa lykkelige videre til neste oppgave. Ta deg
tid til & stoppe opp og tenke over hvorfor svaret ble riktig den siste gangen, men ikke
de fgrste. Noen ganger skyldes det selvfglgelig at du har slurvet, men andre ganger
har du skiftet metode for & fa riktig svar. Overbevis deg om at du skjgnner hvorfor den
siste metoden er riktig og den fgrste gal, for du gar videre. Du lerer atskillig mer av
dette enn av a rase tanketomt gjennom to oppgaver til.

I slutten av hvert kapittel kommer en seksjon som skiller seg fra de andre, en «his-
torisk epistel» som forsgker a sette fagstoffet inn i en videre ramme. Forhapentligvis
vil disse seksjonene hjelpe deg til & fa et mer fullstendig bilde av matematikk som fag;
bade av den lange utviklingsprosessen, den faglige entusiasmen og de mangfoldige
anvendelsene. I slutten av hvert kapittel finner du ogsa en liste med litteraturhenvis-
ninger. Det er mye spennende a lese om matematikk som ikke stir i pensumbgkene!
Husk at akademiske institusjoner har gode biblioteker, og at det kan vare mye fint &
finne i hyllene pa ditt leerested.

Som allerede nevnt avslutter vi denne innledningen med noen problemlgsning-
soppgaver. Selv om de ikke krever avansert matematikk, er noen av dem ganske vans-
kelige.

Oppgaver til innledningen

1. Du har to kopper, en med kaffe og en med te. Fgrst tar du en full teskje fra kaffe-
koppen over i tekoppen og rgrer godt rundt. Sa tar du en full teskje av blandingen
tilbake i kaffekoppen. Er det na mest kaffe i tekoppen eller mest te i kaffekoppen?

2. En trollmann har tre lerlinger. En dag kommer han inn i klasserommet med fem
hatter, to svarte og tre hvite. Han ber lzrlingene lukke @gynene, plasserer én hatt pa
hvert hode, og skjuler de to siste. Lerlingene sitter pa én rekke, og nar de apner gyne-
ne, kan de se hattene til dem som sitter foran, men de kan ikke se sin egen hatt eller
hattene til dem som sitter bak. Trollmannen spgr den bakerste lzerlingen: «Vet du far-
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gen pa hatten din?» Learlingen svarer nei. Sa spgr trollmannen den midterste leerlingen
og far samme svar. Da smiler den fremste lerlingen og sier. «Men jeg vet fargen pa
min hatt!» Hvilken farge hadde hatten hennes?

3. Du har et sjakkbrett (8 ganger 8 ruter) og et sett med dominobrikker som er dobbelt
sa lange som de er brede. Hver dominobrikke dekker ngyaktig to av rutene pa sjakk-
brettet. Det er lett & se at vi kan dekke sjakkbrettet med 32 dominobrikker. Vi klipper
na bort ruten nederst til venstre og ruten gverst til hgyre pa sjakkbrettet. Kan vi dekke
det nye brettet ved hjelp av 31 dominobrikker?

4. Til en stor internetturnering i sjakk har det meldt seg 42 135 deltagere. Turneringen
spilles etter utslagsmetoden. I fgrste runde spilles det 21 067 matcher der vinneren i
hver match gér videre til neste runde sammen med den deltageren som ikke har fatt
noen motstander (walk over). I neste runde avvikles det 10 534 matcher der vinnerne
gér videre til 3. runde osv. Turneringen fortsetter pd samme mate (sett opp s mange
matcher som mulig og la eventuelt sistemann fa walk over) til vinneren er karet. Hvor
mange matcher blir spilt? (Du kan selvfglgelig l¢se denne oppgaven ved opptellingen,
men finnes det en raskere metode som ogsa vil gi deg svaret dersom antall deltagere
er et generelt tall N?)

5. Tre ektepar er pa tur. De kommer til en elv som de bare kan krysse ved a bruke en
liten bat som ikke tar mer enn to personer. Problemet er at alle ektemennene er sa sjalu
at de ikke vil la sin kone vere i selskap med andre menn uten at de selv er til stede. Er
det likevel mulig for alle a krysse elven?

6. Et selskap bestér av 5 ektepar. Noen av gjestene handhilser pa hverandre, andre gjgr
det ikke. En av gjestene blir nysgjerrig og spgr alle de andre deltagerne hvor mange de
har handhilst pa. Han fér bare forskjellige svar. Hva svarte hans kone? (Du kan anta at
alle oppgir riktig antall, og at ingen har handhilst pa sin egen ektefelle).

7. Et selskap bestar av 6 gjester. Vis at uansett hvordan selskapet er satt sammen, kan
vi alltid finne en gruppe av tre gjester der enten alle kjenner hverandre eller ingen
kjenner hverandre.



Naturlige tali

De naturlige tallene har Varherre
skapt, alt annet er menneskeverk.

— Leopold Kronecker (1823-91)

I dette og de to neste kapitlene skal vi se litt pa ulike tallsystemer — f@rst naturlige tall,
sa reelle tall og til slutt komplekse tall. Mye av dette stoffet vil vere nytt for de fleste,
men noe kan nok vere kjent fra fgr. Det kan vere lurt & lese grundig igjennom de
kjente delene ogsa, slik at vi kan bli enige om en felles sprakbruk og notasjon. Har du
ikke gjort det allerede, er det ogsa en god idé a lese gjennom innledningen om hvordan
man studerer matematikk fgr du fortsetter. I tillegg til nyttige tips studietips gir den
viktig informasjon om hvordan boken er bygd opp og hvordan stoffet presenteres.

1.1 Grunnleggende egenskaper

De tallene vi bruker nar vi teller
1, 2,3,4,5,6, ...
kalles de naturlige tallene. Mengden av alle naturlige tall betegner vi med N; altsa
N={1,2,3,4,5,6,...}.
Tar vi ogsa med 0 og negative tall, far vi mengden Z av hele tall:
z=A{..,-3-2,-1,0,1,2,3,... }.

De naturlige tallene har vert kjent i alle stgrre kulturer i tusenvis av ar, og de er en
av grunnstenene som all matematikk er bygd pa. Vi skal ofte bruke notasjon av typen
n € Nogn € Z for a uttrykke at n er henholdvis et naturlig og et helt tall.

En av de viktigste egenskapene ved naturlige tall er delelighet. Forsgker vi a dele
ett naturlig tall @ med et annet b, sa vil i noen tilfeller divisjonen «ga opp», og vi far
et helt tall ¢ til svar. I andre tilfeller gar divisjonen ikke opp, og vi ma ngye oss med
et svar som er en brgk eller et desimaltall. Nar divisjonen «gar opp», sier vi at a er
delelig med b. Uttrykt pa en annen mate; a er delelig med b dersom det finnes et helt
tall ¢ slik at @ = g¢b. For eksempel er 12 delelig med 3 siden 12 = 4 - 3, men 13 er
ikke delelig med 3 siden det ikke finnes noe helt tall ¢ slik at 13 = ¢ - 3. Dersom a er
delelig med b, sier vi ogsa at b deler a.
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De tallene som ikke er delelige med noe annet tall, kalles primtall. Mer presist sier
vi at et naturlig tall p er et primtall dersom p > 2 og de eneste naturlige tallene som
deler p, er 1 og p selv. (Legg merke til at vi ikke regner 1 som primtall.) De minste
primtallene er
2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ...

Pa skolen har vi laert & faktorisere naturlige tall som produkter av primtall — for ek-
sempel finner vi lett ut at

882=2-3-3-7-17.
Slike faktoriseringer er nyttige i praktisk regning nar vi skal finne fellesnevnere til
store brgkuttrykk, men de er enda viktigere i teoretiske betraktninger om de hele talls
natur. Vi skal ikke komme s& mye inn pa dette temaet i boken, men det vil likevel veere
nyttig for oss & ha det grunnleggende faktoriseringsresultatet skrevet opp helt presist.

1.1.1 Aritmetikkens fundamentalteorem
Et hvilket som helst naturlig tall ¢ > 1 kan skrives som et produkt av primtall:

a=p1-p2:-.."Pn
Denne faktoriseringen er entydig i den forstand at dersom
a=4q1-q2 ... " qm

er en annen fremstilling av a som et produkt av primtall, sa er n = m, og fakto-
rene qi, gz, - - - , ¢, r de samme som p1, pa, . . ., Py, bortsett fra at rekkefglgen
kan vere en annen.

Legg merke til at dersom a er et primtall, sa vil det bare vere ett tall i produktet pa
hgyresiden ovenfor, nemlig a selv. Vi godtar altsa produkter med bare én faktor.

Siden aritmetikkens fundamentalteorem ikke vil spille noen sentral rolle i var teori,
skal vi ikke bevise det her, men regne den praktiske bruken som kjent fra skolemate-
matikken. (Du kan selv bevise det ved a gjgre oppgave 14 og 15 til slutt i seksjonen,
men spesielt oppgave 15 er ganske vanskelig.)

To viktige klasser av naturlige tall er partallene og oddetallene. Partallene er rett
og slett de tallene som er delelige med 2, det vil si

2, 4, 6, 8, 10, ...
mens oddetallene er de som ikke er delelige med 2,
1,3,5,7,9, 11, ...

Partallene kalles ogsa like tall og oddetallene ulike tall. Legg merke til at ethvert partall
kan skrives pa formen 2n der n € N, mens ethvert oddetall kan skrives som 2n — 1
for et naturlig tall n.

Summetegn

Vi skal avslutte denne seksjonen med en kort omtale av summetegnet. Dette er et
redskap som ikke har mye med naturlige tall & gjgre, men som vil veere sa sentralt og
nyttig i alle deler av boken, at det kan vere greit a fa det innfgrt med en gang.



Kapittel 1 Naturlige tall 29

Vi far ofte bruk for & summere lange uttrykk der alle leddene har samme form, f.
eks.
12 +22+ 3% +4° + 5%+ +10%,

der alle leddene er p4 formen n? for et eller annet naturlig tall n, eller
1+34+5+74+94+114--- 443,

der hvert ledd er et oddetall, og derfor pa formen 2n — 1. Det blir fort tungvint og
uoversiktlig & dra rundt pa slike lange remser i beregningene vare, og vi trenger derfor
en kortere og mer oversiktlig notasjon. Til dette bruker vi summetegnet . (egentlig
er »_ den greske bokstaven sigma).

La oss f@rst se hvordan vi ville bruke summetegnet i det fgrste eksemplet ovenfor.
Det vi gnsker & summere er alle tall pa formen n?, der n gar fra 1 til 10. Ved hjelp av
summetegnet skriver vi dette som

10
>
n=1

2 nar n gar fra 1 til 10». Vi har altsa

og leser det som «summen av n

10
dont=12422 43+ +10%

n=1

Tilsvarende kan vi ga fram i det andre eksemplet vart. l summen 1+3+5+7+---+43
inngar alle oddetallene 2n — 1 fra n = 1 til n = 22. Vi skriver derfor

22
> @n-1)=1+3+5+7+ - +43.

n=1

Det skulle na vere klart hva det generelle mgnsteret er; dersom vi for hvert helt tall n
har et uttrykk a,,, sa betyr rett og slett

m
>_an
n=k

(der £ < m) summen av alle disse uttrykkene fra og med ay, og til og med a,,, — det

vil si
m

E Qp = Gk + Q41 + Qg2 + -+ A1 + Q-
n==k

I dette uttrykket kaller vi n for summasjonsindeksen og k og m for nedre og gvre
summasjonsgrense. Vi kan naturligvis godt bruke en annen bokstav som summasjons-
indeks uten & forandre verdien pa uttrykket, for eksempel kan vi skrive

m
E a; = a0+ ag41 + k42 + -+ Qm—1 + Am.
i=k

La oss se pa noen eksempler.
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1.1.2 Eksempel
Skriv summen 1 + x + 2% 4+ 2 + - - - + 2'7 ved hjelp av summetegnet.

Siden leddene er pa formen ™, der n Igper fran = 0 (husk at z° = 1) til n = 17,
far vi

17
ltz+a?+a®+ 2" =) am
n=0

(Noen vil kanskje innvende at vi jukset litt da vi skrev z° istedenfor 1. Riktignok er
20 = 1 nir z = 0, men 00 er ikke definert. Nar vi arbeider med summetegn, er det
imidlertid vanlig & overse denne lille nyansen og alltid tolke 0° som 1.) |

1.1.3 Eksempel
Skriv summen 1 — 2 + 22 — 2% + - - - — 2'7 ved hjelp av summetegnet.

Dette er akkurat det samme eksemplet som ovenfor, bortsett fra at fortegnet til
leddene né skifter mellom pluss og minus. Et nyttig triks i slike tilfeller er & utnytte
at uttrykket (—1)™ skifter mellom +1 og —1 etter som n er like eller odde. Bruker vi

dette, ser vi at
17

lf:c+x2f:c3+~~fx17:2(71)”a:".

n=0

(Skriv ut noen ledd av summen til hgyre og overbevis deg om at dette virkelig stem-
mer.) |

1.1.4 Eksempel
Skriv summen

5
> In(2n+1)
n=2

uten a bruke summetegn.
Alt vi behgver & gjgre, er a sette n = 2,3,4,5 inn i uttrykket In(2n + 1) og sé
summere resultatene. Vi far

5
Zln(2n+1) =In5+mn7+n9+Inll.
n=2

Det er tre regneregler for summetegn som det kan veere nyttig a kjenne til. Den fgrste
sier at vi kan sla sammen to summer som har de samme summasjonsgrensene:

m

Zan+zb7L:Z(an+bn)- (1)
n==k n==k

n=k

Den andre sier at vi kan sette en felles faktor utenfor summetegnet:

zm:can:cim:an. (2)
n==k n==k
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Den tredje forteller oss hvordan vi kan sla sammen to deler av den samme summen:

m l l
Z an + Z ap = Z Qnp . (3)
n=k n=k

n=m-+1

Det er lett a sjekke at disse reglene holder ved rett og slett a skrive ut hva de betyr. La
oss ta den fgrste som et eksempel: Venstresiden av uttrykket er

S an+ 3 b= (@ + g+ )+ g+ bt o+ b)
n=k n==k

og hgyresiden er

m

D (@ +ba) = (ar +br) + (a1 +bra) + -+ + (@ + byn).

n=~k

Det er klart at disse to uttrykkene ma vere like siden de inneholder ngyaktig de samme
leddene. De to andre formlene kan sjekkes pa tilsvarende mate.

Det er ogsa viktig a vere klar over at to summer som ser forskjellige ut, kan vere
like. For eksempel er uttrykkene

11 14
Z (_1)kxk+3 0g Z(—l)k+lxk (4)
k=-3 k=0

like siden de begge beskriver summen

l4z—a? 2+ -2

For & oppdage slike likheter uten a skrive ut summene, er det ofte nyttig a «bytte
summasjonsindeks». I (4) kan vi tenke oss at vi starter med summen

11

Z (—1)kl‘k+3.

k=-3

Vi erstatter sa summasjonsindeksen k i dette uttrykket med den nye summasjons-
indeksen ¢ = k+ 3. Siden k lgper fra —3 til 11, ma ¢ Igpe fra O (som tilsvarer k = —3)
til 14 (som tilsvarer £ = 11). Erstatter vi k med 7 — 3 i formelen ovenfor, far vi dermed

14

> (1)

i=0
Bruker vi s& at (—1)"1 = (=1)*(—=1)"=3 = (—1)?=3, blir dette uttrykket til

14
> (=1t
=0

Om vi gnsker, kan vi til slutt bytte navn pa summasjonsindeksen og kalle den & iste-

denfor 1, slik at vi far
14

Z(—l)kJrl.’Ek.

k=0
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Dermed har vi vist at den hgyre og den venstre siden i (4) er like.

Slike regninger ser kanskje litt kompliserte ut til & begynne med fordi det er mange
ting a passe pa underveis, men med litt trening gar de greit. Det er lurt a skaffe seg
denne treningen allerede na ved a regne gjennom oppgavene nedenfor — manipulasjo-
ner med summetegn vil nemlig dukke opp i mange viktige sammenhenger senere i
denne boken.

Oppgaver i seksjon 1.1

1. Skriv tallene som produkter av primtall:
a) 2442
b) 3600
c) 17017
d) 513
e) 773

2. Forklar hvordan du kan bruke aritmetikkens fundamentalteorem til & vise at 11 -
17-19 # 81 - 43 uten a regne ut.

3. Skriv summene uten summetegn og regn ut verdiene
6
a) Z om
n=1

b) S (3k —2)

=~
Il o
_

o, 2
© Z;)nJrl

d) i (i 2i+j>

i=1 j=1

4. Er disse likhetene riktige?

3
a) » 2" =15
i=0
7 6
b) Y (2i—1)=) (2i+1)
=2 i=1
4 3
C) Zanbi’)—n _ Z a3—mbm
n=0 m=—1

5. Skriv summene ved hjelp av summetegn
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a) 1+2+3+4+5
b) 5+7+9+11+13
c) 4+8+12+16+---+64

d) 1+24+4+8+16+---+128

g1l l L 11
3 9 27 81 243

6. Fyll inn boksene:

8 9
a) Y (2k+3)=>
k=0 n=1
4 6
b) > (n+2)3"=>"
n=—2 k=0
10 11
C) Zmnyl—n _ Z
n=0 n=1

7. Sett pa summasjonsgrenser:

6
Z n—1)a Zma
3
b) Zm3_" = me
n=0
24
c) Z at = Zakil

k=19

20
d) Y 3t =1 "81.3"
n=0

8. Gjor uttrykkene enklere ved a bytte summasjonsgrenser:

7
a) Z (n+3)a™*3

n=-—3

18
b) Y 9.3
n=0

11 1
©) ;2n+2

9. Vis at formlene (2) og (3) i teksten er sanne.
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10. I denne oppgaven er n et fast, naturlig tall. Dersom a, b € Z skriver vi a = b hvis
a — b er delelig med n.

a) Visathvisa =bogb=c¢,sdera = c.
b) Visathvisa =bogc=d,sdiera+ c=b+ dogac = bd.
¢) Vis at a = b hvis og bare hvis a og b gir samme rest nar de deles med n.

11. Anta at p er et primtall og at a,b € N. Vis at dersom p gar opp i produktet ab, sa
gar p opp i minst ett av tallene a og b. (Hint: Bruk aritmetikkens fundamentalteorem.)

12. Vis at det finnes uendelig mange primtall. (Hint: Anta at det bare finnes endelig
mange primtall 2, 3,5,..., P, og betrakt tallet N =2-3-5-...- P+ 1))

13. Marit sier til sin nye venninne: «Jeg har tre barn, og hvis du ganger sammen aldre-
ne deres far du 36.» «Og hvis jeg legger sammen aldrene deres, hva far jeg da?» spgr
venninnen. «Da far du husnummeret vart», svarer Marit. Venninnen ser pa husnum-
meret, og tenker litt: «Jeg vet fortsatt ikke hvor gamle de er.» «Det gjgr ikke noe»,
sier Marit, «for det er bare den eldste som ikke har lagt seg enna.»«Men da vet jeg
hvor gamle de er», sier Marits venninne og smiler. Hvor gamle er barna, og hvilket
husnummer har Marit?

14. 1 denne og den neste oppgaven skal vi bevise aritmetikkens fundamentalteorem.
Vi begynner med den letteste delen: Vis at ethvert naturlig tall stgrre enn 1 kan skrives
som et produkt av primtall. (Hinz: Anta at pastanden ikke er sann, og la N vere det
minste tallet som ikke kan skrives som et slikt produkt. Utled en selvmotsigelse.)

15. Dette er en fortsettelse av oppgave 14. Vi skal vise at ethvert naturlig tall stgrre
enn 1 kan skrives som et produkt av primtall pa bare én mate. Anta for motsigelse at
dette ikke er riktig, og la IV vaere det minste tallet som kan skrives som et slikt produkt
pé mer enn en mate.

a) Vis at N ikke er et primtall.

I resten av denne oppgaven lar vi N = pipy...pm 02 N = q1q2...¢q, V&re to
forskjellige primtallsfaktoriseringer av /N, og antar at faktorene er ordnet slik at p; <

P2 SPmOgq1 < G2 = < .
b) Vis at alle p-ene er forskjellig fra alle g-ene.

¢) Vis at ¢y ikke deler pops . .. p,. (Hint: 1 sa fall ville pops . . . p,, ha to forskjel-
lige primtallsfaktoriseringer.)

d) Visat N — p1qq > 1.

e) Visat N —p;q; har to forskjellige primtallsfaktoriseringer. Forklar hvorfor dette
beviser pastanden.
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1.2 Induksjonsbevis

Dersom vi begynner a telle fra 1:
1,2,3,4,5,6, 7, ...

vil vi fgr eller senere komme frem til et hvilket som helst naturlig tall. Denne enk-
le egenskapen ved de naturlige tallene ligger bak en viktig bevisteknikk som kalles
induksjonsbevis. La oss fgrst se pa et eksempel.

1.2.1 Eksempel
La oss late som vi nettopp har leert & derivere, og at vi har funnet ut at

¥ =1, (2?) = 2z, (%) = 322, (z*) = 4a3.

Er vi litt smarte, ser vi et klart mgnster i disse resultatene, og vi begynner kanskje a
lure pa om

( xn)/ =n xn—l
for alle naturlige tall n. Fgrste trinn i a teste denne hypotesen er a undersgke om den

holder for n = 5. Vi deriverer altsi x°, og siden vi vet hva den deriverte til z* er, si
er det naturlig & gjgre dette ved hjelp av produktregelen:

(%) = (z* - 2) =42® -z +2* - 1 = 5a?,
som er akkurat det vi hipet & fi. La oss forsgke 4 gjenta suksessen med z5:
(25) = (2° - 2) =52t -z + 2% - 1 =62,

som igjen er akkurat det vi burde fa.

Dette ser unektelig ganske lovende ut, men vi kan jo ikke fortsette pa denne maten;
det er ingen som orker & derivere 11237 ved 4 gjenta denne prosedyren 11231 ganger
til! Det vi trenger, er et argument som tar hand om alle disse regningene en gang for
alle.

Vi starter med 4 legge merke til at de to regningene som ga oss de deriverte til % og
2%, i prinsippet er helt like. I begge tilfeller startet vi med 4 vite at (2*)" = kz*~! (for
k lik henholdsvis 4 og 5), og utledet derfra at (z**1)’ = (k + 1)2*. Denne regningen
kan vi like godt gjennomfgre med bokstavuttrykk; dersom vi vet at (z*)" = ka*~! for
et eller annet naturlig tall &, s er

(2" = (2% 2) =kt x b 2F 1= (k4 1) (1)

Hva betyr dette? Jo, la oss si at for hvert naturlig tall n, sa er P,, den pastanden vi
forsgker a bevise, altsa:
P.: (z") =na"t

Vi har da sjekket at Py, P», Ps, Py, P5; og Py er sanne. Dessuten viser (1) at

dersom P, er sann for et naturlig tall k, sd er Py ogsa sann. (2)

Men na er det lett & innse at P,, ma vere sann for alle n. Hvis vi nemlig velger k = 6,
sa vet vi at Py er sann, og dermed er P; sann ifglge (2). Men da kan vi velge k = 7,
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og slutte at siden P7 er sann, sd ma Py ogsa veare det. Deretter velger vi k = 8, og ser
at siden Pg er sann, sa ma Py vare sann osv. Fortsetter vi pa denne maten, kommer
vi fgr eller senere frem til et hvilket som helst naturlig tall, og fglgelig er P,, sann for
allen € N. [ |

Bak dette eksemplet ligger det et generelt prinsipp:

1.2.2 Induksjonsprinsippet
Anta at for hver n € N har vi gitt et utsagn P,,. Anta videre at vi vet at fglgende
to krav er oppfylt:

(i) P er sann.

(i) Dersom Py er sann foren k € N, sd er P ogsa alltid sann.

Da er P, sann for alle n € N.

For & grunngi dette prinsippet argumenterer vi pa samme mate som i eksemplet oven-
for.
Vi tar for oss et annet eksempel pa hvordan prinsippet kan anvendes.

1.2.3 Eksempel
Vi vet at summen til en endelig geometrisk rekke er

1— anrl

n
in:1+m+x2+...+x”f for x #1.
i=0

1—x

La oss se hvordan dette kan bevises ved induksjon. Pastanden P, blir i dette tilfellet

n
. 17 n+1
P,: E)xl—lfx nar x # 1.
1=

Nar vi bruker induksjonsprinsippet, ma vi sjekke to ting — for det fgrste at P, er sann,
og deretter at P, medfgrer Py 1. A sjekke at P er sann, betyr i dette tilfellet & vise at

1— a2

]_ =
T l1—=z

og det gjgr vi lett ved a faktorisere telleren pa hgyre side og sa forkorte:

1— a2 -
zt (1-—z)(1+x) 4w
1—=x 1—=z

La oss sa anta at P, er sann, det vil si at

E o k+1
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Vi ma vise at Py er sann, altsa at
k+1 k42
4 11—z
=0
Vi gjgr det slik: Fgrst observerer vi at
E+1

k+1 k 1 okt

§ ot = § ¢+ xk:+1 R (EkJrl
- - 1—-=z

=0 =0

der det siste skrittet gjgr bruk av antagelsen om at Py er sann. Samler vi det siste
uttrykket pa felles brgkstrek, far vi

1— gh+l g phtl _ k2 k2

1—x o 1-—2

eller med andre ord,
k+1 k+2

. 1—=z
;xl: 1—2x

som er Pyy;. Vi har né vist at P; er sann og at P, medfgrer Pj11, og kan dermed
konkludere med at P,, holder for alle n € N. [ |

La oss ta et eksempel til for treningens skyld.

1.2.4 Eksempel
Bernoullis ulikhet sier at hvis z > —1, s er

1+2)">1+nx (3)

for alle naturlige tall n. For & bevise dette ved induksjon ma vi fgrst vise at ulikheten
holder for n = 1. Men setter vi n = 11 (3), far vi

l+z>1+=x
som opplagt er riktig. Neste trinn er a anta at
(1+x)*>1+ka
for et vilkarlig naturlig tall k, og sa vise at
(1+2)" > 1+ (k+ 1)z
Det gjor vi slik:

1+z)" =0 4+2) A +2)> 1+ k)1 +2)
=1+ (k+ Dz +ka® > 14 (k+ 1)z,

og dermed er vi ferdige. (Spgrsmal: Hvor i dette beviset brukte vi forutsetningen om
atx > —17) [ |
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I det siste eksemplet innfgrte vi ikke skrivematen P,, for den pastanden vi skulle be-
vise. Det er ikke vanlig nar forholdene er sa oversiktlige som her.

Av og til ma vi forandre litt pa fremgangsmaten var for & fa bevist noe ved induk-
sjon; det kan for eksempel tenkes at pastanden var ikke holder for n = 1, men bare for
stgrre verdier av n, eller det kan tenkes at vi ma dra med oss mer informasjon enn det
vi fér fra det foregaende trinnet i beviset. Da kan det veere nyttig a bruke den fglgende
versjonen av induksjonsprinsippet.

1.2.5 Induksjonsprinsippet (versjon 2)
La ng vere et naturlig tall, og anta at for hver n > ng har vi et utsagn P,,. Anta
videre at vi vet:

(i) Py, ersann.

(i) Dersom P, er sann for alle m slik at ng < m < k, sa er Py ogsa sann.

Da er P, sann for alle naturlige tall n > ng.

Begrunnelsen for dette prinsippet er nesten identisk med vart tidligere argument: Vi
vet fra (i) at P, er sann. Bruker vi (ii) med k& = ng + 1, sa fglger det da at P,, 4 er
sann. Dermed er P, og P,,,+1 sanne, og vi kan bruke (ii) en gang til (med k = ng+2
denne gangen) for & slutte at P, 1o er sann. Na vet vi at P, Pp,+1 08 Ppy42 er
sanne, og dermed far vi at P, 3 er sann osv.

Det neste eksemplet viser hvordan vi bruker den nye versjonen av induksjonsprin-
sippet i praksis.

1.2.6 Eksempel
Vi skal bevise den ene halvdelen av aritmetikkens fundamentalteorem 1.1.1, nemlig at
ethvert naturlig tall n > 2 kan skrives som et produkt

n=pip2...Pr
av primtall. Induksjonshypotesen var skal naturlig nok vare
P, : n kan skrives som et produkt av primtall.

Fgr vi begynner, observerer vi at P,, opplagt er sann dersom n er et primtall — vi godtar
nemlig produkter med bare én faktor, slik at vi i dette tilfellet kan skrive n = p;, der
p1 ikke er noe annet enn n selv.

Fordi pastanden i dette tilfellet bare skal gjelde for n > 2, ma vi begynne med &
sjekke P, (og ikke P;). Men siden 2 er et primtall, har vi allerede sett at P, holder.

La oss sé anta at P, er sann for alle m slik at 2 < m < k. Vi md vise at da kan k
skrives som et produkt av primtall. Det er to muligheter; enten er k et primtall og da
vet vi allerede at Pj, er sann, eller sa kan k skrives som et produkt & = mms av to
tall m;, msy som begge er mindre enn k og stgrre enn eller lik 2. Siden P,,, og Py,
er sanne etter antagelsen var, ma m, og ms kunne skrives som produkter av primtall

mi =pip2..-Ps

mz =q142 - ..4qz.
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Dermed er
k=pip2...0sq1G2 - -G

som er et produkt av primtall, og vi har vist at P er sann. |

I noen bgker skjelnes det sterkt mellom de to variantene av induksjonsprinsippet be-
skrevet i 1.2.2 og 1.2.5 (varianten i 1.2.5 blir stundom kalt «fullstendig induksjon»),
men det er egentlig ungdvendig; har man fgrst forstatt ideen bak bevismetoden, ser
man at det er snakk om minimale variasjoner over samme tema.

Oppgaver i seksjon 1.2

n(n—i—l).

1. Vis ved induksjon at | =
is ved induksjon a Zz 5

i=1
nn+1)2n+1)

2. Vis ved induksjon at Z 2 = 5 .
i=1

3. Vis ved induksjon at 3 =
1S ved 1ndaukKsjon a Zl |: B

i=1
4. Visatzn:; ="
— i(i+1) n+1
. Vis at n® — n er delelig med 5 for alle naturlige tall 7.
. Vis at n(n? + 5) er delelig med 6 for alle naturlige tall n.

. Vis at 272 4 327+1 er delelig med 7 for alle n € N.

@ N W

. (Ui0) Vis at for alle naturlige tall n er
1+i+i+...+i>2(\/m_1).
V2 V3 vn
9. a) (UiO) Vis ved induksjon at for alle naturlige tall n er

1-3-5-...-(2n—1)

<2m,
1-2-3-...-n -

b) Visatforalle¢slikatO <t < 1,sder

t
\/l—tgl—i.

¢) Bruk resultatet i b) til & vise at

1-3:-5-...-(2n—1) _ 1
> .
2:4-6-...-2n — 2\/n

10. a) Regnut1,1+4+3,14+3+4+5,14+3+5+7,14+34+5+7+9. Lag en hypotese
om summen av de n fgrste oddetallene.
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b) Bevis hypotesen din.

11. La f(z) = e*. Vis ved induksjon at f(™(z) = p,(z)e® der p,(z) er et n-
te grads polynom. (f(™ (x) er den n-te deriverte til f(z). Du behgver ikke finne en
formel for p,,(x).)

12. (UiO) Vis ved induksjon at

= : 1
Z(—l)”liQ:(—l)”*ln(nTH for n>1.
i=1

13. (UiO) Vis at for alle naturlige tall n er
D2t =24 (n—1)27
i=1

14. (UiO) En butikkarbeider har stablet hermetikkbokser oppa hverandre i en slags
pyramideform slik at det gverste laget bestar av én boks, det neste laget av tre bokser
plassert i trekant, det neste laget der igjen av seks bokser plassert i trekant osv. (figuren
viser de tre gverste lagene sett ovenfra).

Qg%g%%

a) Vis at antall bokser i det n-te laget ovenfra er

n(n+1)
—

b) Vis at det totale antall bokser i de n @gverste lagene er

n—1 4 n
. 3_ "N 3
15. Vis at for allen > 2 er g—l k° < T < ,;_1 k°.

16. Hvis n er et naturlig tall, la s(n) vare antall mater vi kan skrive n som en sum
av naturlige tall. Vi ser for eksempel at s(4) = 8, siden 4 kan skrives som en sum pa
disse matene

4,341,242, 1+3, 2+141, 1+2+1, 14+1+2, 1+1+1+1

Legg merke til at vi regner med summer med bare ett ledd (slik som 4) og at vi regner
summer som 2 + 1 + 1 og 1 + 2 + 1 der rekkefglgen er byttet om, som forskjellige.
Finn (og bevis!) en enkel formel for s(n).

17. Du har et kvadratisk rutenett med 2" ruter i begge retninger (figuren viser tilfellet
n = 3, altsa 8 ruter i hver retning).
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fjernet

’—|_| brikke

En av rutene er fjernet. Vis at du alltid kan dekke de gjenvzarende rutene med brikker
som vist ovenfor. Brikkene har ikke lov til & overlappe eller stikke utenfor rutenettet
(men du har selvfglgelig lov til a snu og flytte pa dem).

18. Pastand: «I enhver samling av n personer er alle like dumme». Finn feilen i fgl-
gende bevisforsgk: «Hvis n = 1, er pastanden opplagt sann. Anta at den er sann for
n = k; vi ma vise at den ogsa er sann for n = k+ 1. Gitt en samling av k£ + 1 personer,
ma vi altsa vise at alle er like dumme. Vi starter med a fjerne en person fra samlingen.
Da sitter vi igjen med en samling av k& personer som ifglge induksjonshypotesen er
like dumme. Bytter vi ut én av disse med den siste personen, far vi igjen en gruppe pa
k personer som alle er like dumme. Men dermed ma alle de &k + 1 personene vere like
dumme, og beviset er ferdig.»

19. Du har n linjer i planet, ingen av dem er parallelle, og det er aldri mer enn to av
dem som skjerer hverandre i samme punkt. Linjene deler planet inn i A,, forskjellige
omrader.

a) Vis at

An = An—l “+ n.
b) Vis ved induksjon at

A4, ="t E? thrg

20. Ien biljardturnering deltar det n spillere. Alle spiller ett parti mot hver av de andre
deltagerne.

a) Vis at uansett hvordan det gar, vil det etter turneringen vere mulig 4 lage en liste
over alle spillerne der hver spiller har slatt den neste pa listen i deres innbyrdes
parti. (NB: Et biljardparti kan ikke ende uavgjort.)

b) (OBS: Dette punktet er vanskelig og kan vere enklere a lgse uten induksjon!)
Vi sier at en gruppe spillere i turneringen har skilt seg ut dersom alle spillerne i
denne gruppen har slatt alle spillerne som ikke er med i gruppen i de innbyrdes
partiene. Anta at det ikke finnes noen gruppe som har skilt seg ut pa denne
maten. Vis at uansett hvilke spillere A og B vi plukker ut, si finnes det en liste
A, XY, Z, ..., B som er slik at enhver spiller pa listen har slatt den neste i
deres innbyrdes parti (listen behgver ikke inneholde alle spillerne i turneringen).

1.3 Litt kombinatorikk

De naturlige tallene bruker vi til a telle med, og a telle er ofte vanskeligere enn vi tror
— 1 hvert fall hvis vi skal telle raskt og effektivt. La oss se pa et eksempel. Anta at vi
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har 20 kuler, 8 hvite og 12 svarte, og at vi lurer pa hvor mange forskjellige mgnstre av
svarte og hvite kuler vi kan fa frem ved a legge kulene etter hverandre langs en linje.

0000000000 000000 0000

Figur 1.3.1. Ett av kulemgnstrene

En mite & Igse dette problemet pa er selvfglgelig 4 finne frem alle mulige mgnstre og
sa telle dem opp pa vanlig mate, men det er en liten hake ved denne fremgangsmaten
— det viser seg nemlig at det er 125 970 mgnstre vi da ma holde styr pa! Og verre blir
det selvfglgelig hvis vi far flere enn 20 kuler. Spgrsmalet er klart: Finnes det raskere
og mer effektive metoder til a telle antall muligheter? Svaret er ja — det finnes faktisk
en hel gren av matematikken som har det som sin hovedoppgave a finne frem til hvor
mange kombinasjoner det finnes av ulike typer. Denne grenen kalles kombinatorikk,
og vi skal na se litt pa noen av de enkleste og vanligste kombinatoriske problemstil-
lingene. Har du vert borti kombinatorikk i videregaende skole, finner du nok ikke sa
mye nytt i denne seksjonen, men eksempel 1.3.9 bgr du kanskje ta en titt pa.

Vi skal starte med et problem som er litt enklere enn det vi hadde ovenfor. Anta
at vi har n kuler som alle har forskjellig farge — hvor mange mgnstre kan vi da lage?
La oss tenke oss at vi lager mgnsteret vart ved a plukke frem en og en kule fra en
haug, og sa legge dem etter hverandre i den rekkefglgen vi plukker dem frem. Nar vi
plukker ut den fgrste kulen, har vi selvfglgelig n forskjellige muligheter, men nar vi
skal plukke ut den neste, har vi allerede brukt opp én kule, sa det er bare n — 1 igjen a
velge mellom. Antall kombinasjoner av de to fgrste kulene er derfor n(n — 1). (Dette
er et viktig punkt, sa ver sikker pa at du skjgnner det fgr du gar videre! Prgv a skrive
ut alle muligheter for n = 4 dersom du ikke ser hva som skjer pa annen mate.) Nar
vi skal plukke ut kule nummer tre, har vi bare n — 2 kuler igjen a velge mellom, sa
antall kombinasjoner av de tre fgrste kulene er n(n — 1)(n — 2). Slik kan vi fortsette,
og nar vi skal plukke ut den siste kulen, ligger det bare én igjen, og vi har altsa bare
ett «valg». Dette betyr at antallet mgnstre vi kan lage er

n-n—1-n—-2)-...-3-2-1.

Dette uttrykket er sa vanlig i kombinatorikken (og i andre deler av matematikken) at
det har fatt sitt eget navn; vi kaller det n fakultet og skriver

nl=1-2-3-...-(n—1)-n.

Denne definisjonen gir bare mening nar n > 1, men av og til vil uttrykket 0! dukke
opp pa en naturlig mate i formlene vare, og det viser seg da at det er lurt & definere

ol=1

selv om det kanskje virker litt merkelig.
La oss oppsummere hva vi nettopp har vist:

1.3.1 Setning
n forskjellige gjenstander kan arrangeres etter hverandre pa n! ulike mater.
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1.3.2 Eksempel
Pa hvor mange forskjellige mater kan vi skrive bokstavene A, B, C, D, E, F etter
hverandre?

Siden det er seks forskjellige bokstaver, ma svaret vaere

6!=1-2-3-4-5-6="T20.

Mange synes nok at dette tallet er uventet stort, men dét er typisk for kombinatorikken
— det er ofte langt flere kombinasjonsmuligheter her i verden enn vi tror pa forhand!
|

Setningen ovenfor hjelper oss tilsynelatende ikke til & finne svaret pa det problemet vi
startet med; riktignok vet vi na at 20 kuler kan legges etter hverandre pa 20! forskjel-
lige mater, men det er klart at mange av disse matene vil gi det samme mgnsteret —
bytter vi for eksempel om pa to hvite kuler, har vi fortsatt det samme mgnsteret selv
om rekkefglgen av kulene na er annerledes. Den neste problemstillingen vil hjelpe oss
til & lgse den opprinnelige oppgaven var.

Vi tenker oss igjen at vi har en samling av n forskjellige kuler. Denne gangen
gnsker vi & plukke ut k av disse kulene, og spgrsmalet er hvor mange forskjellige
mater dette kan gjgres pa. (Anta, for eksempel, at vi har tenkt & gi bort & kuler som en
presang; spgrsmalet er da hvor mange mulige presanger vi har a velge mellom.) Vi gar
frem som fgr og tenker oss at vi plukker ut de k£ kulene en etter en. Den fgrste kulen
kan da velges pa n mater, den neste pa n — 1, den deretter pa n — 2, ogsa videre inntil
den k-te, som kan velges pa n — k + 1 mater. Alti alt far vi da

nn—1)n-2)...(n—k+1)

kombinasjoner. Men na ma vi vere litt forsiktige — mange av disse utplukkene vil gi
oss den samme presangen bare med kulene plukket ut i forskjellige rekkefglger. Siden
de k kulene som utgjgr en presang kan plukkes ut i k! forskjellige rekkefglger, sa kan
vi fa hver presang pa k! forskjellige mater. Antallet ulike presanger ma derfor vare

nn—1)Mn-2)...(n—k+1)

k!
Legg merke til at dersom vi ganger teller og nevner med (n — k)!, far vi (sjekk reg-
ningen!)
nn—-1)n-2)...(n—k+1) n!
k! CEl(n—k)

Dette uttrykket er ogsa s viktig i kombinatorikken at det har fatt sitt eget symbol; vi

skriver
<n> n! ~nn—1)(n-2)...(n—k+1)
k) T R -k k

og leser symbolet som «n over k». Tall pa formen (2) kalles ofte binomialkoeffisien-
ter, og vi skal se hvor dette navnet kommer fra i neste seksjon. Legg merke til at siden
vi har definert 0! = 1, sa gir definisjonen mening ogsa for £ = 0. Vi har

(6) = o =

La oss igjen oppsummere resultatene vére.
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1.3.3 Setning
Dersom vi gnsker & plukke ut k& elementer fra en mengde av n ulike objekter, sa
kan det gjgres pa (}) forskjellige méter.

Vi ser pa et eksempel:

1.3.4 Eksempel
Hvor mange forskjellige Lotto-rekker finnes det?

En Lotto-rekke bestar av 7 forskjellige tall mellom 1 og 34. Ifglge setningen oven-
for er det (374) mater a plukke ut 7 tall fra 34 pa, sa antallet Lotto-rekker er

34 34-33-32-31-30-29-28
= =5379616
(7) 1-2-3-4-5-6-7 ’
altsd nesten fem og en halv million. [ |

Vi kan na Igse det problemet vi startet denne seksjonen med.

1.3.5 Korollar
Hvis vi har n kuler hvorav & er hvite og n — k er svarte, sa kan vi legge dem etter
hverandre i (Z) forskjellige mgnstre.

Bevis: La oss tenke pa problemet pa en litt annen mate. Dersom vi starter med n
svarte kuler lagt etter hverandre, sa kan vi fa frem et hvilket som helst mgnster ved a
velge ut k kuler og male dem hvite. Men plukke ut & kuler av n kan vi gjgre pa (Z)
mater, og fglgelig ma det finnes (Z) forskjellige mgnstre. |

1.3.6 Eksempel
Har vi 8 hvite og 12 svarte kuler, far vi dermed

20 20-19-18-17-16-15-14-13
= =12
(8) 1-2-3-4-5-6-7-8 5970
forskjellige mgnstre. |

Men hva skjer dersom vi har flere farger pa kulene vare? Det neste resultatet gir et
generelt svar.
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1.3.7 Setning

Anta at vi har n objekter av r forskjellige typer; n; identiske objekter av type 1,
no identiske objekter av type 2, og sa videre inntil 7, identiske objekter av type
r. Da kan disse objektene arrangeres etter hverandre i

n!

ni!-na!-ng!-. ..o n,!

forskjellige mgnstre.

Bevis: Vi vet at n objekter kan ordnes etter hverandre pa n! forskjellige mater. Vi kan
imidlertid bytte om pa identiske objekter uten a forandre mgnsteret, og det finnes n;!
mater & bytte om pa objekter av type 1, no! mater 4 bytte om pé objekter av type 2,
...og n,! mater a bytte om pa objekter av type r. Alti alt finnes detdanq!-ns!-...-n,!
forskjellige rekkefglger som gir det samme mgnsteret, og antallet forskjellige mgnstre

ma derfor vere |
n!

ni!-nal-m3l-.. onl
|

Legg merke til at vi kunne ha brukt argumentet ovenfor til & vise korollar 1.3.5 direkte
uten a ga veien om setning 1.3.3.

1.3.8 Eksempel
Hvor mange forskjellige «ord» (de behgver ikke & gi mening) kan vi fa ved a bytte om
pa bokstavene i ordet KULTURUKE?

I dette ordet er det i alt 9 bokstaver: 3 U-er, 2 K-er og én hver av L, T, R og E.
Ifglge setning 1.3.7 er det da

= 30240

9! 1-2-3-4-5-
1-2-3

6-7-8-9
gr-2t-1r-1r-1tr- 1! 1-2

muligheter. u
La oss ogsa ta med et eksempel som krever litt mer oppfinnsomhet.

1.3.9 Eksempel
Du jobber som kokk pa et gatekjgkken der man serverer pizza, hamburger og kylling.
Gatekjgkkenet far besgk av en gjeng pa 16 personer som hver bestiller en av de tre
rettene, og du far inn en lapp pé kjgkkenet der det star hvor mange bestillinger det er av
hver type. Mens du gjgr i stand maten, begynner du a lure pa hvor mange forskjellige
bestillinger som er mulig fra en gruppe pa 16 personer (som kokk er du selvfglgelig
bare interessert i hvor mange retter det er av hver type, og ikke hvilken rett hver enkelt
gjest har bestilt).

La oss ta utgangspunkt i hvordan du ville ta imot en slik bestilling. En grei mate
ville veere & ta blokken din, dele den i tre deler ved hjelp av to loddrette streker, og
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la hver av de tre delene representere henholdsvis pizza, hamburger og kylling. Hver
gang en person bestiller pizza, setter du et kryss i den fgrste delen; hver gang noen
bestiller hamburger, setter du et kryss i den andre delen; og hver gang noen bestiller
kylling, setter du et kryss i den tredje delen. Hvis du far inn en bestilling pa 3 pizzaer,
8 hamburgere og 5 kylling, ville altsa blokken din se ut som pa figuren.

HKXXK ] XAKXXAKAKAKKX ] KXAXAKXXX

pizza hamburger kylling
Figur 1.3.2.

Hver bestilling svarer altsa til en sekvens av 18 tegn — 16 (identiske) kryss og to
(identiske) streker. Fra teorien ovenfor vet vi at det finnes

18 18!
= —_——= 1
( 2 ) 16!2! b3
forskjellige slike mgnstre, og fglgelig finnes det 153 mulige bestillinger fra en gruppe
pé 16 personer. [ |

Sannsynligheter

Det er en sa nzer sammenheng mellom kombinatorikk og sannsynlighetsregning at det
er naturlig & avslutte denne seksjonen med noen fa ord om sannsynlighetsbegrepet.
Skal vi vaere helt generelle, er dette slett ikke lett; filosofer og statistikere strides enna
friskt om hva sannsynlighet «egentlig» er i mange sammenhenger. Vi skal imidlertid
holde oss til situasjoner som er nar knyttet til kombinatoriske problemstillinger, og
da er det ikke sa vanskelig & gi en rimelig beskrivelse av hva vi mener med ordet
«sannsynlighet». La oss starte med et eksempel:

1.3.10 Eksempel
Vi star foran siste runde i et terningspill og trenger minst en femmer for & vinne. Hva
er sannsynligheten for gevinst?
Siden det er seks mulige utfall av et terningkast, og to av disse utfallene (5 og 6)
1

. . . o . . 2 _ 1
vil gi oss seieren, sa er sannsynligheten for gevinst £ = 3. |

Dette eksemplet er sa enkelt at du neppe lerer noe nytt av det, men det gir oss en
konkret situasjon & henge begrepene pa. I eksemplet er det 6 mulige utfall av terning-
kastet — 2 gunstige og 4 ugunstige for det malet vi gnsker & oppnd. Sannsynligheten
for & lykkes er da gitt ved formelen

antallet gunstige utfall 2
totalt antall utfall 6

Vi skal bruke den samme definisjonen i mer kompliserte sammenhenger; sannsyn-
ligheten for & lykkes er antallet gunstige utfall delt pa det totale antallet utfall. Legg
merke til at en forutsetning for at denne definisjonen skal vere fornuftig, er at alle
utfall i utgangspunktet er like sannsynlige — dersom noen hadde jukset med terningen
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var slik at sjansen for & fa en ener var atskillig stgrre enn sjansen for a fa en sekser,
ville ikke resultatet i eksempel 1.3.10 vert riktig.
La oss na se hvordan definisjonen var virker i et litt mer komplisert tilfelle:

1.3.11 Eksempel

Vi skal kaste en terning to ganger, og lurer pa hva som er sannsynligheten for a fa
minst én sekser. Det totale antall utfall ma veere 36 siden det er seks mulige utfall av
det fgrste terningkastet, seks mulige utfall av det andre, og antall kombinasjoner da
blir 6 -6 = 36. Neste spgrsmal er hvor mange gunstige utfall det er — altsd hvor mange
utfall som inneholder minst én sekser. Det viser seg at det i slike situasjoner ofte er
lettere & regne ut hvor mange ugunstige utfall det er, altsd hvor mange utfall det er
som ikke inneholder noen sekser: Siden det forste kastet kan unnga a vere en sekser
pa 5 forskjellige mater, og det samme gjelder for det andre kastet, s ma det finnes
5 - b = 25 kombinasjoner der ingen av kastene er en sekser. Dette betyr at det finnes
36 — 25 = 11 gunstige utfall, og fglgelig er sannsynligheten for minst én sekser lik

11
— = 0.3055...
36

Sammenhengen mellom sannsynlighetsregning og kombinatorikk er selvfglgelig den
at det ofte er nyttig a bruke kombinatoriske metoder til a finne ut hvor mange (gunsti-
ge) utfall det er i et sannsynlighetsteoretisk problem. La oss se pa et eksempel der vi
far bruk for vare kombinatoriske kunnskaper.

1.3.12 Eksempel
Hva er sannsynligheten for a fa utdelt fire ess i poker?

En pokerhand bestar av 5 kort delt ut fra en vanlig kortstokk pa 52 kort. Det totale
antallet pokerhender er dermed lik antallet mater man kan plukke ut 5 kort fra 52 pa,
det vil si (552) = 2598 960 (husk setning 1.3.3). Hvor mange gunstige utfall finnes det
sa? Siden alle essene ma vare med, er det bare ett kort vi kan velge fritt. Dette kortet
kan vare et hvilket som helst av de 48 kortene i stokken som ikke er ess. Antallet
gunstige utfall er altsa 48, og var sannsynlighet blir

48 48 s
(52>—2598960—1.846...-10 .
5

Helt til slutt skal jeg minne om to nyttige regler for a regne ut sammensatte sannsyn-
ligheter, nemlig sum- og produktregelen. Siden du kjenner dem videregaende skole,
skriver jeg dem opp litt uformelt:
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1.3.13 Sum- og produktregelen

Anta at du skal regne ut sannsynligheten for en hendelse P som kan skje pa n
forskjellige mater med sannsynlighet henholdsvis py, po, . . ., p,. Dersom disse
matene ikke overlapper, er sannsynligheten for hendelsen P lik summen

p1+p2+...+pn

Anta sa at du skal regne ut en hendelse @. For at denne hendelsen skal inntreffe,
ma n forskjellige ting skje, og disse har sannsynlighet henholdsvis q1, g2, - . . , qn,
Da er sannsynligheten for ) lik produktet

4192 - - -qn

I praksis ma vi ofte bruke en kombinasjon av disse to reglene. Her er et eksempel:

1.3.14 Eksempel

Favorittlaget ditt i fotball kjemper om & rykke opp i Tippeligaen. Dersom det vinner
neste kamp, anslar du sannsynlighet for a rykke opp til a vere 0.9, hvis det spiller
uavgjort tror du at sannsynligheten for opprykk er 0.5, og hvis det taper er sannsyn-
ligheten 0.2. Du tror at sannsynligheten for at laget vinner neste kamp er 0.6, mens
sannsynligheten for uavgjort er 0.2. Hva er sannsynligheten for at laget rykker opp
dersom anslagene dine er riktig?

Vi legger merke til at opprykk kan skje pa tre forskjellige mater som ikke over-
lapper: Laget kan rykke opp etter & ha vunnet neste kamp, etter a ha spilt uavgjort i
neste kamp og etter a ha tapt neste kamp. Kaller vi disse sannsynlighetene p,, p, og
p¢, forteller sumregelen oss at sannsynligheten for opprykk er P = p,, + p,, +p;. For a
regne ut p,,, P, 0g P, ma vi bruke produktregelen. Vi ser at p, = 0.6 - 0.9 = 0.54; la-
get ma vinne neste kamp (sannsynlighet 0.6) og deretter klare opprykk (sannsynlighet
0.9). Tilsvarende er p,, = 0.2 - 0.5 = 0.1 og p; = 0.2 - 0.2 = 0.04. Sannsynligheten
for opprykk er dermed P = 0.54 + 0.1 4 0.04 = 0.68 hvis anslagene dine er riktige.

|

Oppgaver i seksjon 1.3

1. Pa hvor mange mater kan du ordne 7 hvite og 6 rgde kuler etter hverandre?

2. Hvor mange forskjellige «ord» kan du lage ved & bytte om bokstavene i UKULE-
LE?

3. Finn antall arrangementer av bokstavene i ordet KOMMUTATIV.
4. Pa hvor mange mater kan du arrangere bokstavene i ordet RETTELSE?

5. En jente pa tivoli skal velge 3 forskjellige premier av 30 mulige. Hvor mange valg
har hun?

6. a) (UiO)Ien fotballklubb er det 17 spillere. 2 av de 17 kan bare spille keeper og
de 15 andre anvendes bare som utespillere. Hver gang det skal spilles kamp skal
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det tas ut et lag pa 1 keeper og 10 utespillere til kampen. Anta at alle utespillere
kan spille pa en hvilken som helst plass pa laget (bortsett fra a spille keeper), slik
at et hvilket som helst utvalg pa 10 av de 15 utespillerne kan tas ut til kampen.
Pa hvor mange mater kan laget tas ut?

b) Klubben skal i lgpet av en sesong spille 11 kamper mot forskjellige andre klub-
ber. Pa hvor mange mater kan var fotballklubb ta ut lagene som skal spille disse
11 forskjellige kampene? (Her kan godt samme lag benyttes til flere forskjelli-
ge kamper.) Dersom vi ikke gnsker a benytte samme lag til flere kamper, hvor
mange muligheter har vi da?

¢) Etter endt sesong utarbeider klubben en tabell som viser hvor mange mal hver
enkelt spiller har scoret i lgpet av sesongen. Anta de to keeperne ikke scorer
noen mal, men at de gvrige 15 spillerne scorer minst én gang hver. Anta at
klubben scorer tilsammen 25 mal i Igpet av sesongen. Hvor mange muligheter
har vi da for innholdet av en slik tabell?

7. Pa en Vikinglotto-kupong skal du krysse av 6 tall blant 48. Hvor mange muligheter
har du?

8. Itillegg til de 7 vinnertallene trekkes det i lotto ut 3 tilleggstall. Vis at det finnes
(374 ) (237) mulige utfall av en lotto-trekning

9. Pa en lottokupong kan du ogsa krysse av 8, 9, 10, 11 eller 12 ruter istedenfor de
vanlige 7, men da ma du betale henholdsvis 8, 36, 120, 330 eller 792 ganger sa mye
som om du bare fyller inn 7 kryss. Forklar hvor disse tallene kommer fra.

10. I tillegg til de 7 gevinsttallene blir det i lotto ogsa trukket ut 3 tilleggstall. For &
vinne andrepremien trenger du 6 gevinsttall pluss et tilleggstall. Beregn sannsynlighe-
ten for & vinne andrepremien.

11. (UiO) Vi har 34 kuler som er identiske, bortsett fra at 7 er rgde og 27 er hvite.
a) Pa hvor mange forskjellige mater kan vi ordne kulene?

b) Vi er interessert i & ordne kulene slik at ingen rgde kuler blir liggende ved siden
av hverandre. Vis at tallet pa slike ordninger er lik antall mater a ordne 7 rgde
og 21 hvite kuler pé, og beregn dette tallet.

¢) Beregn sannsynligheten for at en lottorekke inneholder minst to tall som fglger
etter hverandre (f. eks. 11 og 12).

12. Pa hvor mange mater kan 9 like skjorter pakkes i 4 forskjellige kofferter?

13. En isbar selger 8 forskjellige typer kuleis. Et fotballag med 15 gutter kommer inn
og bestiller en type hver. Hvor mange forskjellige bestillinger er mulig?

14. Pa hvor mange mater kan 7 identiske kuler fordeles pa 3 ulike bokser nar hver
boks skal inneholde minst én kule?

15. En restaurant har 7 forskjellige pizza-typer. En venninnegjeng pa 12 skal bestille
hver sin pizza. Hvor mange forskjellige bestillinger finnes det?

16. En kvinne gnsker a kjgpe ialt 15 aksjer i de tre selskapene A, B og C.
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a) Hvor mange muligheter har hun?

b) Dersom hun gnsker & ha minst 5 aksjer i A og ikke mer enn 4 i C', hvor mange
muligheter har hun da?

17. (UiO) Fem rettferdige mynter kastes uavhengig av hverandre.
a) Hva er sannsynligheten for at alle gir «mynt»?
b) Hva er sannsynligheten for at vi far minst tre «mynt»?

Anta na at to av myntene er falske i det de har «kron» pa begge sider, mens de tre
andre er rettferdige. Disse fem myntene kastes.

¢) Hva er na sannsynligheten for at vi far minst tre «mynt»?

Av de fem myntene (2 falske, 3 rettferdige), trekker vi tilfeldig ut 2 mynter og kaster
disse.

d) Vis at sannsynligheten for at begge blir «kron» er %.

18. (UiO) Et av «mygglagene» i fotball i Rga Idrettslag bestar av 15 gutter i alderen
9-10 ar. I kamper er 7 av disse pa banen samtidig, men blir skiftet ut slik at alle 15
far spille omtrent like mye uansett om de er gode eller mindre gode, og uansett om
laget ligger an til & vinne eller tape. Laget har bestemt seg for a stille opp en weekend
i en fotballturnering i Larvik, og det er ngdvendig at 3 av foreldrene blir med sammen
med laglederen for & holde noenlunde styr pa guttene. Ingen av spillerne kommer fra
samme familie.

Da ingen av foreldrene melder seg frivillig til a bli med pa turen, blir en enig om
at de 3 foreldrene skal velges ut ved loddtrekning. La oss nummerere spillerne fra 1
til 15 slik at spillere nr. 1 til 10 har to foreldre som kan brukes til oppgaven. Spiller
nr. 11, 12 og 13 har moren som eneforsgrger, mens spiller nr. 14 og 15 har faren som
eneforsgrger. Disse fem spillerne har derfor bare én av foreldrene som kan brukes til
oppgaven.

Anta at navnene til de 25 foreldrene skrives pa lapper som legges i en eske. Deretter
trekkes de 3 foreldrene ut som et tilfeldig utvalg.

a) Hva er sannsynligheten for at faren til spiller nr. 1 ma bli med pa turen?

b) Hva er sannsynligheten for at begge foreldrene til spiller nr. 1 ma bli med pa
turen?

¢) Anta at moren til spiller nr. 11 blir trukket ut fgrst. Plutselig far faren til spiller
nr. 15 likevel lyst til 4 bli med pa turen, men tgr ikke melde seg frivillig. Hva er
sannsynligheten for at han blir trukket ut?

Faren til spiller nr. 1 mener det er urettferdig at begge foreldrene til en spiller risikerer
a matte bli med pa turen. Han foreslar derfor at trekningen foregér i to trinn. Fgrst
trekker en ut 3 spillere av de 15 som skal ha med seg en av foreldrene pa turen. Hvis
noen av disse er spiller nr. 1 til 10, trekkes i annet trinn en av foreldrene tilfeldig.

d) Hva er na sannsynligheten for at faren til spiller nr. 1 ma bli med pa turen?
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19. (UiO) n er i denne oppgaven et positivt heltall. En handballspiller har n num-
mererte baller som hun skyter mot mal. Hun noterer hvilke baller som treffer mal og
hvilke som bommer.

a) Hvor mange mulige resultater er det av forsgket, og hvor mange mulige resul-
tater er det med akkurat & baller som treffer (0 < k < n)?

b) En keeper prgver a redde skuddene som treffer méal. Hun noterer derfor hvor
mange skudd som gar utenfor, hvor mange som blir reddet og hvor mange som
gar i mal. Hvor mange resultater er na mulig for forsgket?

¢) La S vere en mengde med n elementer, og la R vere mengden av delmengder
av S. Vis at antall par (A, B) av elementer i R, slik at A C B som delmengder
15, er3m.

d) Vis at

Sa()-r

j=0
20. Av en produksjon pa 100 skruer blir 5 plukket ut til kvalitetskontroll.
a) Pa hvor mange mater kan disse 5 skruene velges?

b) Blant de hundre skruene er 10 defekte. Hva er sannsynligheten for at kontroll-
utvalget ikke inneholder noen defekte skruer?

¢) Hva er sannsynligheten for at kontrollutvalget inneholder minst én defekt skrue?

21. I en promillekontroll stopper politiet 50 av 500 bilister pa en vei. Hvis vi regner
med at 2 % av bilistene kjgrer med promille, hva er sannsynligheten for at minst én
promillekjgrer blir stoppet?

22. Et «hus» i poker bestéar av 3 kort av en type pluss 2 kort av en annen (f.eks. 3
attere og to knekter). Hva er sannsynligheten for a fa utdelt et hus?

23. T en befolkning pa 4 millioner lider 0.5 % av en spesiell sykdom. Vi plukker ut
1000 personer fra befolkningen pa en tilfeldig mate. Hva er sannsynligheten for & fa
med minst én person som lider av sykdommen?

24. Lene har meldt seg pa et spgrreprogram pa TV. Hun har studert spgrsmalene i
programmet ngye og har funnet fram til sannsynligheter for at hun skal greie a svare
riktig. I fgrste runde er det fem spgrsmal, og Lene ma svare riktig pa alle sammen for
a ga videre til neste runde. Spgrsmalene i denne runden er ganske lette, og Lene tror
at sannsynligheten for & kunne svare riktig pa et spgrsmal er p = 0.95.

a) Hva er sannsynligheten for at Lene klarer & svare riktig pé alle fem spgrsmalene?

b) Iandre runde far Lene 10 spgrsmal og ma svare riktig pa minst 8 av dem. Spgrs-
malene i denne runden er vanskeligere, og Lene regner med at sannsynligheten
for & svare riktig pa et spgrsmal na er ¢ = 0.75. Forklar hvorfor det er 45 for-
skjellige mater & plukke ut 2 av de 10 spgrsmalene pa. Bruk dette til & vise at
Lene har en sannsynlighet pa omtrent 0.28 for a svare riktig pa ngyaktig atte av
spgrsmalene i denne runden.
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¢) Finn sannsynligheten for at Lene skal klare seg gjennom bade fgrste og andre
runde.

25. (UiO) Vis at for alle hele tall n > 2 er

>()- (")

—\2) \ 3
26. I denne oppgaven betyr «a lage en terning» at du pa hver sideflate til en terning
skriver ett av tallene 1, 2, 3, 4, 5 eller 6. Du kan godt bruke samme tall pd mer enn
en side. Terningene du lager blir altsd «jukseterninger». Anta at vi har laget to slike
terninger A og B. Vi kaster begge terningene og sier at A vinner dersom den viser
et hgyere tall enn B. Vi sier at «A slar B» dersom A har stgrst sannsynlighet for &
vinne nar A og B spiller mot hverandre. Er det mulig 4 lage terninger A, B og C' slik
at A slar B, B slar C og C slar A? (I alle terningene skal selvfglgelig hver side ha
sannsynlighet 1/6 for & vende opp).

27. N personer spiller om 2m mynter pa fglgende mate: Person 1 kaster fgrst alle
myntene. Hvis ngyaktig halvparten av dem er kron, vinner han alle. Hvis ikke gar
turen videre til person 2 som gjgr akkurat det samme, osv. Dersom ingen av de IV
personene vinner i fgrste omgang, gér turen tilbake til person 1, og spillet fortsetter.
Hva er sannsynligheten for at person k vinner?

28. Du er med i et underholdningsprogram pa TV og blir bedt om & velge mellom
tre lukkede skap. Ett av skapene inneholder en pengepremie som tilfaller deg hvis du
velger dette skapet, de to andre er tomme (og gir ingen gevinst om du velger dem).
Programlederen vet hvilket skap som inneholder premien, og etter at du har valgt,
apner han ett av de andre skapene og viser deg at det er tomt. Han tilbyr deg a bytte til
det tredje skapet. Bgr du akseptere?

29. (UiO) En omorganisering av n elementer er et ombytte som flytter alle elementene
slik at ingen beholder sin opprinnelige plass. La a,, vere antall mulige omorganise-
ringer av n elementer.

a) Visata; = 0, as = 1. Skriv opp alle omorganiseringer av elementene (A, B, C)
og av elementene (A, B, C, D). Vis rekursjonsformelen

an=(n—1Dap_1+ (n—1ay_s.

b) Vis ved induksjon at

30. Du har x svarte og y hvite kuler.

a) Anta at du gnsker a plukke ut n kuler, og at k skal vere svarte og n — k hvite.

Vis at dette kan gjgres pa (7) (¥, ) mater.

-

b) Vis at det totale antallet mater a plukke ut n kuler pa er (
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Figur 1.4.1

(6= ()

(Denne formelen ble bevist av den kinesiske matematikeren Shih-Chiech Chu i
1303.)

¢) Forklar hvorfor

1.4 Pascals trekant og binomialformelen

Vi vet alle at
(a+b)? = a® + 2ab + b?,

men hva er (a 4+ b)" for hgyere verdier av eksponenten n? Det er lett 4 regne ut at
(a+b)% = a® + 3a%b + 3ab® + b*
(a+b)* = a* + 4a>b + 6a%b? + 4ab® + b*

og né begynner du kanskje & se hva mgnsteret er; dersom vi multipliserer ut (a + )",

far vi frst a”, s et ledd av typen a™~1b, si ett av typen o™ 2b?, si ett av typen
a"3b3, og sd videre bortover til b”. Spgrsmalet er bare hvilke tall som skal sti foran
hvert av leddene.

Disse tallene kalles koeffisientene, og de kan finnes pa en rask og effektiv mate
ved hjelp av trekanten pa figur 1.4.1. La oss fgrst finne ut hvordan denne trekanten er
bygd opp. Vi ser at fgrste og siste tall pa hver linje alltid er et ett-tall. Videre legger
vi merke til at de andre tallene pa figuren alltid er summen av de to tallene som star
pa skra rett ovenfor — for eksempel er det fgrste 21-tallet i linje 8 summen av tallene 6
og 15 pé linje 7. Har vi fgrst innsett dette systemet, kan vi fortsette trekanten sa langt
nedover vi matte gnske (prgv a fylle ut to linjer til).

Men hvordan kan vi sé bruke figur 1.4.1 til & regne ut uttrykk av typen (a + b)™?
Ser vi pa den tredje, fjerde og femte linjen, gjenkjenner vi koeffisientene fra formlene
for (a+ b)2, (a + b)3 og (a + b)* ovenfor. Dette mgnsteret er allmenngyldig. @nsker
vi for eksempel 4 finne hva (a + b)” er, sd gir vi inn i den attende linjen (8 = 7+ 1) i
trekanten. Der finner vi tallene 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1, og det betyr at

(a+b)" =a" + 7a% + 21a°b* + 35a*b> + 35a°b* + 21a%b° + Tab® +b".

Generelt er tallene i den (n + 1)-te linjen koeffisientene til leddene i (a + b)™.
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1.4.1 Eksempel
Regn ut (z — 2y)°.
Setter vi a = x og b = —2y, sa gir sjette linje i trekanten

(x —2y)° = 2° + 52t (—2y) + 1023 (—2y)?
+ 102%(—2y)*® + 52 (—2y)* + (—2y)°
= 2° — 102ty + 4023y — 80x2y> + 80xy* — 321°.

Figur 1.4.1 blir ofte kalt Pascals trekant etter den franske religionsfilosofen, matema-
tikeren og fysikeren Blaise Pascal (1623-62), men den var kjent lenge fgr hans tid.
Pascals trekant er nyttig nar vi skal regne ut en ikke altfor hgy potens av a + b,
men den er ikke sa effektiv hvis vi bare er interessert i ett enkelt ledd, for eksempel
koeffisienten til leddet a'%37b? i formelen for (a+ b)'03%. Det er ogsé en del teoretiske
spgrsmal som Pascals trekant ikke er sa velegnet til & besvare. Det vi trenger, er en
formel som forteller oss hva koeffisienten til a~%b? blir nar vi regner ut (a + b)".

1.4.2 Binomialformelen
Nér vi multipliserer ut (a + b)™, er koeffisienten til a™~*b* lik binomialkoeffisi-
enten (7). Altsa er

i

- " —1
(a+b)" = Z (?) a™ " = a™ +na" b+ —n(? 5 )a”72b2 qroos
=0

()

Et toleddet uttrykk av typen a + b kalles et binom, og det er na lett a skjgnne hvor
binomialkoeffisientene har fatt navnet sitt fra — de er rett og slett koeffisientene som
fremkommer nér vi regner ut en potens av et binom. Formelen ovenfor kalles av og til
Newtons binomialformel etter Isaac Newton (1642—-1727), men formelen var kjent fgr
ham, blant annet av Pascal.

1.4.3 Eksempel
Vi kan né regne ut koeffisienten til a'%7b? i uttrykket for (a + )13 som vi spurte
om ovenfor. Den er lik

(1039) _ 1039 - 1038 539941,

2 1-2
[ |
Sammenligner vi resultatene vi far om vi multipliserer sammen binomer bade ved

hjelp av binomialformelen og ved hjelp av Pascals trekant, ser vi at tallene i Pascals
trekant ma vere binomialkoeffisienter (se figur 1.4.2). Hvis du er litt mer @rgjerrig,
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kan du forsgke a bevise dette ved a bruke induksjon — du vil da fa bruk for lemma 1.4.4
nedenfor.

Resten av dette avsnittet skal vi bruke til & bevise binomialformelen, og vi skal
faktisk se pa to helt forskjellige bevis; et induksjonsbevis og et kombinatorisk bevis.
Induksjonsbeviset er kanskje lettest a forsta, men det kombinatoriske beviset forklarer
mye bedre hvorfor det akkurat er binomialkoeffisientene fra kombinatorikken som
dukker opp i binomialformelen.

For vi gar lgs pa induksjonsbeviset, trenger vi en hjelpesetning. Legg merke til at
denne setningen gjenspeiler maten Pascals trekant er bygd opp pa; den sier nemlig at
hver av binomialkoeffisientene i figur 1.4.2 er summen av de to binomialkoeffisientene
som star pa skra rett ovenfor:

1.4.4 Lemma
For alle naturlige tall n og ¢, n > 4, er

@ERIEA] »

Bevis: La oss bevise denne likheten med et kombinatorisk resonnement: Vi vet at
("jl) er antall mgnstre vi kan ordne n + 1 baller i, nar ¢ av dem er hvite og resten
er svarte. Slike mgnstre er av to typer, de som starter med en hvit ball, og de som
starter med en svart. Hvor mange er det som starter med en hvit ball? Vel, har vi brukt
opp én hvit ball til a starte med, sa er det n baller igjen a ordne, og av dem er ¢ — 1
hvite. Siden disse ballene kan ordnes pa (:1) mater, ma det finnes (:1) mgnstre som
starter med en hvit ball. Tilsvarende, hvis vi har brukt en svart ball til & starte med, kan
de gjenverende i hvite og n — i svarte ballene ordnes pa (’Z) mater, sa det ma finnes
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(?) mgnstre som starter med en svart ball. I alt finnes det da

(1) +()

mgnstre som ballene kan ordnes etter, og dette tallet ma derfor vere lik ( i (som er
det totale antall mgnstre). |

Det finnes ogsa en annen mate a bevise dette lemmaet pa som mange sikkert vil fore-
trekke; man kan simpelthen regne ut de to uttrykkene i (1) og se at de er like (gjor
det!).

Vi er na klare for det fgrste beviset for binomialformelen, men la oss gjgre en
liten observasjon fgr vi setter i gang. Ifglge binomialformelen er koeffisientene til
a™- og b™-leddene i uttrykket for (a + b)™ lik henholdsvis () og (7). Siden begge
disse binomialkoeffisientene er lik 1, ser vi altsd at a™- og b"-leddene alltid har koeffi-
sienten 1.

Induksjonsbevis for binomialformelen: Vi sjekker fgrst at formelen holder for n =
1. I dette tilfellet er hgyresiden av formelen lik

1

1 o 1 1
E (.)al_lb’: ( )albo—i— ( )aob1 =a+b
o \i 0 1

som opplagt er lik venstresiden. Vi antar na at binomialformelen gjelder for n = k,

det vil si at
k

(a + b)}C = Z (k) a" iy,
i
i=0

og vi skal vise at den da holder for n = k + 1, altsa at

k+1
k41 .
k+1 k+1—1i711
(a+b)"" = Z < ; >a b'.
=0
Sagt pa en annen mate: vi skal vise at koeffisienten til leddet a®+1~7b% er lik (*1).
Ifglge induksjonsantagelsen er

(a+ bkt = (a+b)(a+b)"

w3 (Haw

=

k(k; 1)ak72b2 +

k o
+ <_)a’”b’ 4o kab® T+ bR,
1

=(a+b)-|a" 4+ ka" b+

1

Vi ma undersgke hva slags ledd vi far nar vi multipliserer ut dette uttrykket. Fgrst
observerer vi at det bare er én méite & fi et ledd av typen a**! pi; vi mi ta a fra
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den fgrste parentesen og gange med a”-leddet fra den andre. Det betyr at koeffisi-
enten til a*+1 blir 1 — akkurat som vi gnsker oss (husk observasjonen vi gjorde fgr
vi startet dette beviset). Pa helt tilsvarende mate ser vi at koeffisienten til b*+! ogsi
er 1. Ledd av typen a**t!17%h’, som innholder begge faktorene a og b, kan vi der-
imot fa frem pa to forskjellige mater; vi kan enten ta a fra fgrste parentes og gange
med leddet (’;)ak_"bi fra andre parentes, eller vi kan ta b fra fgrste parentes og gan-
ge med leddet (,* )a**1~7b"~! fra andre parentes. Til sammen gir dette oss leddet
[(’“) + ( k )]a* =", Men ifglge lemma 1.4.4 er (’:) + ( k ) = (k+1), s& leddet

i i—1 i—1 i
vart kan ogsa skrives (k':l)ak“*ibi — akkurat som vi gnsket. Vi har dermed vist at
dersom binomialformelen gjelder for n = k, sa gjelder den ogsa forn = k + 1, og

induksjonsbeviset er ferdig. |

Fogr vi gar 1gs pa det andre beviset for binomialformelen, kan det veere lurt a se litt pa
hva som egentlig skjer nar vi ganger ut parenteser. Hvis vi starter med uttrykket

(a1 + b1)(az + b2) = araz + arbs + bias + biby,

sa ser vi at pa hgyresiden har vi summen av alle mulige produkter der vi har plukket én
faktor fra den fgrste parentesen pa venstresiden, og én faktor fra den andre parentesen.
Multipliserer vi ut

(a1 + b1)(az + ba)(az + b3) = arazas + ajazbs
+ a1bgasz + a1b2bs + biasas + byasbs + bibsaz + bybabs,

ser vi det samme mgnsteret; hgyresiden bestar av alle mulige produkter av tre fakto-
rer der den fgrste faktoren er hentet fra forste parentes, den andre faktoren fra andre
parentes, og den tredje faktoren fra tredje parentes. Det er lett & overbevise seg om at
dette mgnsteret gjelder generelt — dersom vi multipliserer ut

(CLl + b1)(a2 + bg) - (an + bn)7

far vi summen av alle mulige produkter med n faktorer der fgrste faktor er hentet fra
fgrste parentes, andre faktor fra andre parentes, og sa videre.

Kombinatorisk bevis for binomialformelen: Vi gnsker a vise at

(a+b)" = (@+b)(a+b)...(a+b) =3 (?) iy

=0

Dersom vi multipliserer ut produktet pa venstre side, far vi — etter hva vi nettopp har
diskutert — summen av alle mulige produkter der vi har plukket ut én faktor fra hver
av de n parentesene. I dette tilfellet har vi de samme a-ene og b-ene i alle parentesene,
sa vi kan sla sammen ledd som har det samme antallet a- og b-faktorer. Koeffisienten
foran leddet a™ b’ blir dermed antallet produkter som inneholder ngyaktig (n — i) a-
er og i b-er. Dette tallet ma veere lik antall mater vi kan plukke ut i b-er fra n parenteser
pa — altsa (’;) (husk setning 1.3.3). Men dermed har vi vist at koeffisienten til ¢ b’
er (), og beviset er ferdig. [ |



58

Seksjon 1.4 Pascals trekant og binomialformelen

Oppgaver i seksjon 1.4

1.
2.

N S A

10.

. Bevis lemma 1.4.4 ved 4 skrive ut og trekke sammen (;",) + (7).

Fyll ut to linjer til pa figur 1.4.1.
Bruk Pascals trekant til & regne ut:
a) (a+0b)?

b) (z+y)

¢) (1—x)°

. Regn ut

a) (a+2b)°
b) (2 — 3y)*

o (1+v2)*
d (1-v3)°

. Finn koeffisienten til 23y i (x + y)7.

. Finn koeffisienten til b7 i (b + 3)°°.

K2

. Vis at de to utgavene av Pascals trekant pa figur 1.4.1 og figur 1.4.2 er like.

a) Bruk binomialformelen til 4 vise 2" = Z <Z)
k=0

b) Gi et kombinatorisk bevis for denne formelen basert pa fglgende observasjoner:
Anta at jeg har en samling med n ting. Da kan jeg plukke ut en delmengde
av ngyaktig k ting pa (7) forskjellige méter. P4 den andre siden er det totale
antallet delmengder lik 2.

. Vis at "
3n — 2k
> ()

k=0

a) Hvor ligger tallene pa formen (%) i Pascals trekant? Hvor ligger tallene pa

formen (g) ? Generelt, hvis ¢ er et fast tall og k varierer, hvor finner du tallene

(3)?

b) Kontroller gjennom noen eksempler at likheten

z”: (k> B <n + 1)
—\i 1+1
ser ut til & holde. Kan du forklare denne sammenhengen ut fra oppbygningen av

Pascals trekant?

¢) Bevis formelen i b) ved induksjon pa n.
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d) Vis at formelen i b) kan omskrives til

zn:k(kfl)(kf2)...(k—i+1): (ntDnn-1)...(n-it+l)
k=1

t+1
2

e) Vis hvordan formelen i d) kan brukes til a finne uttrykk for summene 22:1 k-,
ZZ=1 k3, og sa videre. (Hint: Start med formelen

~ n(n+1)
A
k=1

og ng@st deg oppover i potensene.)

11. Et matematisk institutt holder til i en hgyblokk der det er to heiser. Ved arbeidsti-
dens slutt skal alle ned til utgangen, og heisene stopper ofte for a ta pa flere passasjerer.
Av og til gar to heiser nedover nesten samtidig, og Tom og Klara diskuterer om det da
Ignner seg a ta den siste heisen (kall den B) istedenfor den fgrste (kall den A) siden
det er mindre sjanse for at B ma stoppe pa veien ned. Vi skal anta at heisene fungerer
pé denne maten: Heisene kjgrer nedover i den opprinnelige rekkefglgen inntil de kom-
mer til en etasje der noen star og venter. Da stopper den fgrste heisen A og tar med
de ventende, mens den andre heisen B kjgrer forbi. Neste gang er det B som stopper,
mens A kjgrer forbi osv.

a) Vis at A kommer fgrst ned dersom det stér folk og venter i et like antall etasjer,
mens B kommer fgrst ned om det star folk og venter i et odde antall etasjer.
(Vi antar at det pa denne tiden ikke er noen som skal av andre steder enn ved
utgangen.)

b) Vi antar na at det er n etasjer mellom oss og utgangen (altsa n steder der folk
kan std og vente). Vi antar ogsa at sannsynligheten for at det star noen og venter
nar den fgrste heisen kommer til en etasje er p. Vis at sannsynligheten for at
heis A kommer fgrst ned er

n e
P= Y (k>Pk(1—P) *
{k er et partall}
og at sannsynligheten for at heis B kommer fgrst ned er

Q= > (Z)pk(l —p)*

{k er et oddetall}

c) Visat P— @ = (1 —2p)".

d) Vis at hvis n er et partall, sa er det alltid stgrst (eller lik) sannsynlighet for at
heis A kommer fgrst ned, men at hvis n er et oddetall og p > 1/2, sé er det
stgrst sjanse for at heis B kommer forst.

e) Dersom n = 10 og p = 3/4, hva er da sannsynligheten for at heis A kommer
forst?
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12. 11826 publiserte Niels Henrik Abel denne generaliseringen av binomialformelen:
For alle reelle tall a, x, 2 og alle naturlige tall n er

(a+z)" = 2" + Zj; (7;>a(a +iz)i Tz — iz

a) Vis at for z = 0 faller Abels formel sammen med binomialformelen.

b) Iresten av denne oppgaven skal vi vise Abels formel ved induksjon. Vis fgrst at
formelen gjelder for n = 1.

¢) Anta at formelen gjelder for n = k. Integrer med hensyn pa x pa begge sider,
og vis at du far

(a+az)ktt gkt +zk: kN ala +iz) Y (z — iz)k—it!
k+1 k41 &\ k—i+1

+C

der C er en integrasjonskonstant.

d) Bestem verdien til konstanten C' ved & sette inn x = (k+1)z i formelen ovenfor
og bruke induksjonsantagelsen.

K\ k+1  (k+1
iJk—i+1 i )

og bruk dette til & vise at formelen i c) kan skrives som

e) Visat

k
k+1 X .
(a+ z)k+l = 2F 1 4 E < + )a(a +iz) Yo — i)k 4 D
i

i=1
der D = a(a+ (k +1)z)k.

f) Vis at du na har Abels formel for n = k + 1, og forklar hvorfor dette avslutter
beviset.

13. I denne oppgaven er p > 2 et primtall. Er a og b hele tall, skal vi skrive a = b
dersom a — b er delelig med p.

a) Anta at m og n er hele tall, slik at n ikke er delelig med p. Vis at dersom pm /n
er et helt tall, sa er det delelig med p. (Hint: Bruk aritmetikkens fundamental-
teorem.)

b) Vis at dersom 0 < k < p, sder (i) delelig med p.
¢) Visat (a + 1)P = a? + 1 for alle hele tall a.

d) Vis ved induksjon pa a at a? = q for alle naturlige tall a. Forklar hvorfor
formelen ogsa gjelder nér a er null eller negativ.

e) Vis at dersom a ikke er delelig med p, sé er aP~1 = 1. Dette kalles Fermats lille
sats, og er et meget nyttig verktgy i tallteorien.

f) Vis at dersom n ikke er delelig med 5, si er n® — 1 delelig med 5.

g) Vis at 3n” + 4n er delelig med 7 for alle n € Z.
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1.5 Polynomer og polynomdivisjon

Polynomer er en type funksjoner du sikkert har vert borti fgr. Typiske eksempler er
P(z) = 7a* — 323 + %zZ —x+13
(som er et fjerdegradspolynom) og
Q(x) = —32° + 72? — 102
(som er et femtegradspolynom). Generelt er et n-te gradspolynom et uttrykk pa formen

P(2) = ap2"™ + ap_ 12" P 4 ap 0z 2+ - a0z® + a1z + ag

der ay,a,_1,...,aq er gitte tall og a,, # 0. Legg merke til at (noen av) tallene
Gy Gn—1,- - -, 0o Kan veere negative, og da far vi minus istedenfor pluss mellom led-
dene. Det kan ogsa hende at noen av tallene a,,—1,...,aq er lik 0, og da vil det se

ut som polynomet «mangler» enkelte ledd, slik som Q(x) ovenfor ser ut til & mangle
ledd av fjerde, tredje og fgrste grad. Legg ogsa merke til at et nullte-gradspolynom
ikke er noe annet enn et tall ag.

Polynomer ligner pad mange mater pa heltall. Dette viser seg fgrst og fremst i hvor-
dan vi kan dele polynomer med hverandre (sakalt polynomdivisjon), og i hvordan vi
kan skrive polynomer som produkt av polynomer av lavere grad (akkurat som vi kan
faktorisere heltall i mindre heltall). I denne seksjonen skal vi se nermere pa disse te-
maene. Kanskje har du allerede veart borti dem i videregdende skole, og da kan du
sannsynligvis bare hoppe over denne seksjonen.

Polynomdivisjon er en teknikk for & dele et polynom med et annet polynom. Som
du snart vil se, ligner den mye pa den teknikken vi bruker for a dele et flersifret tall
med et annet tall. Det er kanskje greiest & begynne med et eksempel.

1.5.1 Eksempel
Vi skal dele P(z) = 22 + 423 — 322 + 2 + 4 med Q(z) = 2% — 22 + 4. Vi setter
forst opp dette som et vanlig divisjonsstykke:

20t +423 — 322 +x+4 2 —20+4=

Fgrst skritt i utregningen er 4 se hvilken stgrrelse vi mé gange divisoren 22 — 2x + 4
med for at det hgyeste leddet i svaret skal stemme med det hgyeste leddet til divid-
enden 22* + 423 — 322 + x + 4. 1 vart eksempel er dette 222, og vi fgrer dette pa
denne maten:

20t +423 =322 +x+4 : 22 —20+4 = 222
224 — 423 + 822

Legg merke til at uttrykket pa den nederste linjen er det vi far nar vi ganger divisoren
22 — 22 + 4 med 222. Vi trekker ni den nederste linjen fra den gverste:

20t 4+ 42% — 322 +x+4: 22 —22+4 = 222
— (22 — 42® 4 82?)
8z — 1122+ +4
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Vi gjentar na prosedyren. Denne gangen ma vi finne hvilken stgrrelse vi ma gange
22 — 22 + 4 med for 4 fa det hgyeste leddet lik 8z3. Det er 8, og vi skriver:
20 4423 — 322 +ax4+4: 2P —20+4 = 222 + 8z
—(22* — 423 + 82?)
8z — 112 + x +4
823 — 162” + 32z

Som ovenfor trekker vi den nederste linjen fra den nest nederste:

20t + 423 —32° +x+4 22 —20+4 = 222+ 82
—(22* — 423 + 82?)
8% — 1122+ +4
— (823 — 1622 + 32x)
522 — 31z + 4

Vi gjentar prosedyren enda en gang. Denne gangen ma vi finne hvilken stgrrelse vi
ma gange 22 — 22 + 4 med for 4 f4 hgyeste ledd lik 522 Det er 5, og vi skriver:
20t + 42 — 322 v 442 —20+4 =222 +8x+5
—(22* — 42 + 82?)
8z — 112® + 2 +4
— (823 — 1622 + 32x)
52% — 31z +4
52% — 10z + 20

Vi trekker fra den nederste linjen og far:

20t 442 — 322 +x+4: 22 —20+4 = 222+ 8z +5
— (22" — 423 4 82%)
83 — 112’ +z+4
—(82® — 1622 + 32x)

522 — 31z + 4
— (522 — 10z + 20)
— 21z — 16

Uttrykket —212 — 16 pa nederste linje har nd lavere grad enn divisoren 2 — 2z + 4

og polynomdivisjonen er da ferdig. Vi kaller «svaret»K (x) = 222 + 8z + 5 for (den
ufullstendige) kvotienten og uttrykket R(x) = —21x — 16 pa nederste linje for resten
(sammenlign med vanlig divisjon). Hva betyr sa disse uttrykkene? Jo, de betyr at

2x4+4m3—3x2—|—x+472x2+8x+5+ —21x — 16
x? -2z +4 B x2 -2z +4
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(sjekk dette ved & trekke sammen hgyresiden!). Ganger vi med 22 — 2z + 4 pé begge
sider, far vi

20 +42% — 327 + 2+ 4 = (207 + 8x + 5) (2% — 2z + 4) + (—21z — 16)
|

Resultatet i Eksempel 1.5.1 gjelder helt generelt; dersom vi har to polynomer P (z)
og Q(x) der P(x) har hgyere grad enn Q(x), sd kan vi ved & bruke metoden ovenfor
finne to polynomer K (z) og R(z), der R(x) har lavere grad enn Q(x), slik at

Ganger vi med Q(x), far vi
P(z) = K(2)Q(z) + R(x)

Vi skriver opp dette resultatet som en setning:

1.5.2 Setning
Anta at P(x) og Q(z) er polynomer og at graden til Q(z) er minst én. Da finnes
det polynomer K (z), R(z) der graden til R(z) er ekte mindre enn graden til
Q(z), slik at

P(z) = K(z)Q(z) + R(x) foralle =

Legg merke til at dersom graden til P(x) er mindre enn graden til Q(x), kan vi
velge K(x) = 0 og R(z) = P(z).

Vi tar ikke med beviset for denne setningen selv om det er forholdsvis enkelt (man
kan f.eks. bruke induksjon pa graden til P(x) — se oppgave 9). Isteden tar vi med et
eksempel til der vi na bare viser det ferdige resultatet av polynomdivisjonen (prgv deg
selv fgr du ser pa resultatet!).

1.5.3 Eksempel
Vi skal bruke polynomdivisjon til & dele P(z) = 23+ 322 — 4z +5pd Q(z) = = — 2.

Vi far:
22 +32%2 —dz+5 :x—-2 = 22+52+6
—(a® — 22%)
522 — 4z +5
—(52% — 10x)
6x + 5
—(6x —12)
17
Altsa er
23 +32% —dx+5 17
=z"+5r+6+ —

xr— 2 r—2
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Hva skal sa polynomdivisjon brukes til? Det viser seg at polynomdivisjon er en tek-
nikk som dukker opp mange steder i matematikken, men i denne boken skal vi hoved-
sakelig bruke den til & lgse ligninger og integrasjonsoppgaver. Som en liten forsmak
pé hvordan polynomdivisjon brukes til & lgse integrasjonsoppgaver, kan vi tenke oss
at vi skal regne ut integralet

/z3+3x24x+5
dx

r—2
Ifglge Eksempel 1.5.3 kan dette integralet skrives

1
/(az2+5x—|—6+7) dzr
T — 2

og na er det ikke sa vanskelig a regne ut:

34322 -4 5 17
/I +or Tt dm:/ 22 +5x+64+—— | do
T —2 xr — 2

5,
=§+§x +6zx+17ln|x —2|+C

Dette eksempelet er spesielt enkelt fordi vi har et fgrstegradspolynom i nevneren. For
a handtere nevnere av hgyere grad, ma vi kombinere polynomdivisjon med delbrgk-
oppspalting (dette far du leere om i seksjon 9.3).

I resten av denne seksjonen skal vi se pA sammenhengen mellom polynomdivi-
sjon og ligningslgsning. Utgangspunktet er hva som skjer nar polynomdivisjonen «gar
opp», det vil si nar resten blir null. Her er et eksempel:

1.5.4 Eksempel
Vi skal dele P(z) = 2 + 323 — 222 — 52 + 3 pd Q(x) = 2? + = — 1. Vi fér:
a2t + 323 222 —5r+3 2’ +ax—1 =2 +22-3
—(z*+ 2* —2?)
22% — 2% —5x+3
—(22° + 22° — 22)

—3z2 -3z +3
—(—=32? — 32+ 3)
0

Dermed gar divisjonen opp, og vi har

4 3 2
3r° —2x° —5 3
ac—|—x2 x x + :x2—|—2x—3
?+ax—1

Ganger vi med 22 + x — 1 pa begge sider, fr vi

2t 4323 — 22 524+ 3= (2 +x — 1)(2* + 22 - 3)
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Dette er en svert nyttig opplysning dersom vi gnsker & lgse fjerdegradsligningen
z* +32° =222 —52+3=0

Denne ligningen kan nemlig na skrives
(2 +x—1) (2> +22-3)=0

Siden et produkt bare er null dersom en av faktorene er null, betyr dette at x er en
Igsning av ligningen x* + 32% — 222 — 52 + 3 = 0 hvis og bare hvis z er en lgsning av
en av de to ligningene z2 +x — 1 = 0 og 2+ 2x — 3 = 0. Disse annengradsligningene
kan vi lgse pa vanlig mate (gjgr det!), og vi finner dermed at fjerdegradsligningen
x4+ 323 — 222 — 52+ 3 =0har Igsningene:

V5 V5
2

27

) I’3:*3, ':64:1

N |

+ Tog = —

DN | =

ry = —

|

Denne sammenhengen mellom polynomdivisjon og ligningslgsning kan vi utnytte mer
systematisk. Anta at vi deler et polynom P(x) pa fgrstegradspolynomet « — a (der a er

et tall). Siden resten skal ha lavere grad enn divisoren  — a, ma den vare en konstant
r (se Eksempel 1.5.3 ovenfor dersom du synes dette er forvirrende). Det betyr at

Plz)=K(z)(x—a)+r foralle z
Setter vi x = a i dette uttrykket, far vi:
P(a)=r

Det betyr at dersom a er en rot i polynomet P(x), sd ma r veere lik 0. Omvendt, hvis
r er lik null, sa er a en rot i polynomet P(x). Vi har dermed vist fglgende setning.

1.5.5 Setning
Et tall a er rot i polynomet P(x) hvis og bare hvis P(x) er delelig med = — a.

Her er et eksempel som viser hvordan denne setningen kan brukes i praksis.

1.5.6 Eksempel

Vis at = 3 er en rot i ligningen 2% — 422 — 3x + 18 = 0 og finn de andre rgttene.
Vilar P(z) = 23 — 42 — 3z + 18. For & vise at 3 er en rot i ligningen P(z) = 0,

setter vi inn:

P(3)=3%-4-32-3-3+18=27-36—-9+18=0
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For & finne de andre rgttene, deler vi nd P(z) med 2 — 3 (fra setningen ovenfor vet vi
at denne divisjonen kommer til & ga opp):
23 —42? -3z +18 1z —3 = 2> —2—6
— (2 — 327)
— 2% — 3z +18
—(—x? + 31)
— 6z + 18
—(6x + 18)
0

Altsa er

3422 -3z +1
T T T + 8:x2—x—6
r—3

eller med andre ord
23 —42% — 324+ 18 = (2% —z — 6)(x — 3)

Siden annengradsligningen 22 — x — 6 = 0 har Igsningene * = —2 og = = 3, betyr
dette at de andre rgttene i ligningen 2° — 422 — 3z + 18 = 0 er —2 og 3 (legg merke til
at 3 altsa er er en dobbeltrot i ligningen 2® — 422 — 3z + 18 = 0). Vi kan na faktorisere
tredjegradspolynomet 2® — 422 — 3x + 18 slik

23 —42? — 32+ 18 = (2 —x —6)(x — 3) = (z — 3)%(z +2)

Dersom vi kjenner to eller flere rgtter i polynomet, kan vi effektivisere prosedyren
ovenfor litt. Vet vi f.eks. at z = 1 og x = —2 er rgtter i P(x) = 23 — 222 — 5z + 6,
kan vi dele P(x) pd produktet (x — 1)(z + 2) = 22 + x — 2 for 4 finne den siste roten.
Vi far da (utfgr regningene selv!)

@3 —22% —br+6

-3
24+ —2 v

Den tredje roten er altsa z = 3.

Vi har na studert hvordan polynomdivisjon i praksis kan brukes til & faktorisere
polynomer og lgse ligninger. I seksjon 3.5 skal vi komme tilbake til disse spgrsmalene
fra en mer teoretisk synsvinkel og studere hva slags faktoriseringer det alltid er mulig
a gjennomfgre.

Oppgaver i seksjon 1.5

1. Utfgr polynomdivisjon P(z) : Q(x) og kontroller svaret:
a) P(z) =323 +222 +50—4, Qx)=z-3
b) P(x)=a2*—323 +222+ 32 -2, Qz)=2>+2z—1
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2. Regn ut integralene:

2) /a: —|—2m+3
z+1

xZ
d
rz+1 *
3. Visatx = 1 erenroti polynomet P(z) = 23 + 42 + x — 6. Finn de andre rgttene.

4. Visatx = 1 og x = —3 er rgtter i polynomet P(x) = 2* + 223 — 522 — 4z + 6.
Finn de andre rgttene.

5. P(z) og Q(z) er polynomer av grad m og n.
a) Vis at dersom m > n, saer P(z) + Q(x) et polynom av grad m.

b) Vis at dersom m = n, sé er P(z) + Q(«) et polynom av grad mindre enn eller
lik m. Nér er graden ekte mindre enn m?

¢) Vis at produktet P(z)Q(x) et polynom av grad m + n.

6. Visier at a er en dobbeltrot i polynomet P(x) dersom P(x) er delelig med Q(z) =
(x — a)?. Vis at dersom a er en dobbeltrot i polynomet P(z), si er a en rot i det
deriverte polynomet P’(x). Vis ogsa at dersom a er en rot, men ikke en dobbeltrot, sd
er a ikke enrot i P'(z).

7. Bruk setning 1.5.5 til & vise at polynomet P(z) = z™ — a™ er delelig med x — a.
Vissdata" —a" = (z —a)(z" ' +ax" 2 + a2 3+ 4 a" 2z +a" ),

8. P(z) er et polynom og a,b er to forskjellige tall. Vis at dersom P(z) er delelig
med bade x — a og x — b, sd er P(z) delelig med produktet Q(z) = (z —a)(x —b) =
z? — (a + b)x + ab.

9. Bevis setning 1.5.2. (Hint: Tenk deg at divisoren Q(z) er et vilkérlig polynom som
du holder fast under hele beviset, og bruk induksjon pa graden til dividenden P(x).
Tenk pé hva som egentlig skjer i det fgrste skrittet i metoden for polynomdivisjon.)

1.6 Historisk epistel: Matematikkens fremvekst og
tallteoriens historie

Alt er tall.
— Pythagoras (ca. 580—ca. 500 f. Kr)

Tallenes opprinnelse fortaper seg i forhistorisk mgrke. Mens de eldste skriftlige ned-
tegnelsene vi har, er 5-6000 ar gamle, viser arkeologiske funn at mennesker har fgrt
enkle regnskaper i over 35000 ar. Blant de eldste funnene er et bavianben med telle-
merker fra Lebembo-fjellene i Swaziland og et ulveben fra Tsjekkia. Vi kan ikke med
sikkerhet si hva disse forhistoriske gjenstandene er blitt brukt til, men deres tallrikdom
og utforming gjgr det klart at de ikke bare har hatt dekorative formal.

Et av de mest diskuterte funnene er Ishango-benet fra Edwardsjgen pa grensen
mellom Kongo og Uganda. Dette mgysommelig dekorerte benet er mer enn 8000 ar
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gammelt, og fordi det ble funnet sammen med andre etterlatenskaper etter et folk som
plutselig ble utryddet av et vulkanutbudd, kan det settes inn i en kulturell sammen-
heng. Tellemerkene pa Ishango-benet er gruppert i avdelinger av ulik stgrrelse, og det
gjor det mulig a teste forskjellige tolkningsforsgk. En av de mest plausible tolkningene
er at tellemerkene holder regnskap med méanefasene — som i alle andre tidlige sivilisa-
sjoner har astronomiske hendelser hatt en umiddelbar praktisk og religigs betydning
for Ishangofolket.

Ogsa fra historisk tid vet vi at regnekunst ikke ngdvendigvis er knyttet til skrift-
sprak. Inkaindianerne i det nordvestlige hjgrnet av Sgr-Amerika regjerte over et enormt
omrade som strakk seg fra Equador til Santiago i Chile. Til tross for at inkaene mang-
let skriftspréak, var riket sentralstyrt med en omfattende administrasjon. For & overfgre
informasjon mellom provinsene og sentraladministrasjonen utviklet inkaene quipu’en
— et intrikat system av snorer og knuter som var lett a frakte, og som kunne romme
enorme mengder tallmessig informasjon.

Men de matematiske innslagene i tidlige sivilisasjoner var ikke bare knyttet til det
praktiske og det magiske — vi finner dem ogsd i lek og handarbeid. Bade i byggekunst
og tekstiler ser vi dekorasjoner som viser dyp geometrisk innsikt, og fra samfunn som
har forblitt isolerte opp til véare dager, kjenner vi spill og puslespill av matematisk
karakter.

Man kan diskutere om disse aktivitetene skal regnes med til matematikken eller til
matematikkens rgtter, men en slik diskusjon er egentlig meningslgs — uansett hva man
matte mene, er de en ngdvendig forutsetning for at matematikk i snevrere betydning
skal vokse frem. Fagets mangfoldige utspring i lek og kunst, i det praktiske og det
religigse liv, gjenspeiler seg i de ulike fasettene av dagens matematikk. I de senere ar
har studiet av matematikkens utvikling i tidlige og «primitive» sivilisasjoner utviklet
seg til et eget fagfelt — etnomatematikk. En innfgring finner du i Aschers bok [1] (tall
i hakeparentes henviser til litteraturlisten til slutt i kapitlet).

Matematikk i oldtiden — de forste skriftlige kildene

De fgrste skriftlige opptegnelsene om matematikk er knyttet til de store elvekulturene i
Egypt, Mesopotamia, India og Kina. I alle disse omradene vokste det frem komplekse
sivilisasjoner for 4-5000 ar siden. I vekslende grad kjenner vi hovedtrekkene i disse
sivilisasjonenes historie — deres skriftsprak, statsdannelser, kunst og handverk.

Hovedkildene til var kunnskap om egyptisk matematikk er Moskva-papyrusen fra
ca. 1850 f. Kr. og Rhind-papyrusen fra ca. 1650 f. Kr. Disse kildene viser at egyptisk
matematikk ikke var en samling enkeltresultater, men en systematisk l&erebygning med
regler og metoder. Selv om oppgavene gjerne har en praktisk formulering, gar det
klart frem at papyrusene hovedsaklig er ment for teoretisk utdanning. Dette peker pa
en av de viktigste forutsetningene for at systematisk vitenskap skal utvikle seg — at
en samfunnsklasse Igsriver seg fra den daglige kampen for fgden og konsentrerer seg
om a viderefgre og systematisere samfunnets kunnskaper. I alle de store elvekulturene
finner vi preste- og skriverklasser som leder an i utviklingen.

En annen forutsetning for at matematikk skal vokse frem, er et praktisk behov for
matematiske kunnskaper. Allerede «historieskrivningens far», den greske historikeren
Herodot (ca. 484—ca. 425 f. Kr.), hadde en teori om den praktiske drivkraften bak
egyptisk geometri:
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«De erklerte ogsa at Sesostris delte jorden i Egypt mellom innbyggerne,
slik at alle fikk et kvadratisk jordstykke av samme stgrrelse, og at hans
stgrste skatteinntekt var leien som landholderne betalte ham hvert ar. Hvis
elven rev med seg en del av en manns omrade, henvendte han seg til
kongen og fortalte hva som hadde hendt, og kongen sendte da ut personer
for & undersgke og male det ngyaktige omfanget av tapet, og deretter ble
mannen bare avkrevd en leie som var proporsjonal med det forminskede
jordstykke. Pa denne maten, tror jeg, ble geometrien fgrst kjent i Egypt,
og derfra kom den til Hellas.»

Et hgydepunkt i egyptisk geometri er formelen for volumet til en avkortet pyramide.
Denne formelen er mer avansert enn storparten av egyptisk matematikk, men det er
kanskje ingen overraskelse at egypterne hadde greie pa pyramider!

Egypterne drev ikke bare med geometri. Et underlig innslag i deres matematikk var
brgkregningen. Med unntak av brgken 2/3 (som de hadde et eget symbol for), godtok
egypterne bare brgker pa formen 1/n der n er et naturlig tall (stambrgker). Mer kom-
pliserte brgker matte skrives som summer av stambrgker, og i Rhind-papyrusen har
man tabeller over hvordan dette kan gjgres — blant annet finner man at den brgken vi
ville kalle 2/17, kan skrives som 1/12+1/51+1/68 (man kan lure pa hvorfor de ikke
rett og slett skrev 1/17 + 1/17). A regne med slike brgker krever god tallforstielse.

Parallelt med utviklingen i Egypt vokste det frem en blomstrende kultur rundt
elvene Eufrat og Tigris. Dette omradet ble i oldtiden kalt Mesopotamia, og geografisk
faller det neermest sammen med dagens Irak. Den politiske utviklingen i Mesopotamia
var mindre stabil enn i Egypt; den opprinnelige, sumeriske befolkningen ble rundt ar
2000 f. Kr. fortrengt av babylonerne, som selv etter hvert mistet mye av sin makt, fgrst
til assyrerne og sa til perserne. Babylonernes sprak var helt ulikt sumerernes, men de
overtok allikevel kileskriften som sumererne hadde utviklet. Det meste av det vi vet
om mesopotamsk matematikk, kjenner vi fra leirtavler skrevet under babylonernes
fgrste storhetstid (1900-1650 f. Kr.), men det finnes ogsa tekster som gar tilbake til
sumerisk tid (se Fribergs artikler [21]).

Sin stgrste innsats gjorde nok babylonerne innenfor astronomien, og bade i tids-
regning og gradangivelser ser vi ennd i dag innflytelsen fra deres sekstitallsystem.
Rent matematisk er det kanskje en annen oppdagelse som overrasker mest. En leirtav-
le, som har fatt navnet Plimpton 322, inneholder en oversikt over tripler av naturlige
tall z, 7, z slik at 22 + 32 = 22. Sagt pa en annen méte gir denne tabellen en oversikt
over rettvinklede trekanter med heltallige sider. Na vet vel alle som har regnet litt med
Pythagoras’ lzeresetning at 32 4 42 = 52, men hvor mange andre slike pythagoreiske
tripler finnes det? Det er lett a se at om vi ganger hvert av de tre tallene 3, 4 og 5 med
det samme naturlige tallet n, sa far vi et nytt pythagoreisk trippel x = 3n, y = 4n,
z = 5n, men det finnes ogsa tripler som ikke er pa denne formen, for eksempel z = 5,
y =12,z =13.

Det viser seg at det finnes en generell metode for & generere alle pythagoreiske
tripler: Velg to naturlige tall, s og ¢, ogla x = s? — 2, y = 2st, z = 52 + t2. Da
er z,y, z et pythagoreisk trippel, og alle pythagoreiske tripler fremkommer pa denne
maten. Gjennom sin oppbygning antyder tabellen pa Plimpton 322 at babylonerne har
kjent denne sammenhengen (den fgrste fullstendige beskrivelsen av metoden finner
vi i Euklids Elementer fra ca. 300 f. Kr.). Hvis dette er tilfelle, ma det regnes som
starten pa det matematiske fagfeltet som kalles tallteori — leeren om de hele tallenes
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egenskaper. Du finner et lettlest og godt kapittel om babylonsk matematikk i Aaboes
bok [43].

Den fgrste store sivilisasjonen vi kjenner til pa det indiske subkontinentet, er in-
duskulturen langs Indus i det naverende Pakistan. Den vokste frem rundt 2500 f. Kr.
og forsvant 7-800 ar senere (sannsynligvis som en fglge av den ariske innvandringen
i India). Induskulturens skriftspréak er hittil ikke tydet, og vi ma basere var kunnskap
pé arkeologiske funn.

Det mest bemerkelsesverdige ved induskulturen er byene. Ikke bare var de store
(bade Harappa og Mohenjo Daro er anslatt til & ha hatt rundt 40 000 innbyggere),
men de hadde omfattende kloakkanlegg, og det var bad i de fleste husene. Det finnes
ogsa store, offentlige bassenger som kan ha vert fellesbad, men som ogsa kan ha hatt
en religigs funksjon. Husene er bygget i teglsten og er ofte i to etasjer. A bygge og
opprettholde byer av denne stgrrelsen krever ikke bare en velutviklet ingenigrkunst,
men ogsa et effektivt landbruk som kan skaffe fgde til bybefolkningen.

Siden vi ikke forstar skriften, kan vi bare trekke indirekte slutninger om mate-
matikken i den gamle Indusdalen. Funn av lodd og malestenger viser at de har hatt
et velutviklet malesystem. Tar vi loddet pa 27.6 gram (ca. 1 unse) som enhet, har
de andre loddene stgrrelse 0.05, 0.1, 0.5, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200 og 500. Disse
stgrrelsene holder seg uforandret over hundrevis av ar og over store omrader. Det er
ogsa funnet malestaver med stor ngyaktighet, og den grunnleggende maleenheten (1
industomme = 3.35 cm) finnes igjen i langt senere sivilisasjoner.

De fgrste skriftlige kildene om indisk matematikk er knyttet til hinduismens helli-
ge bgker — vedaene. Vedaene ble sannsynligvis skrevet ned mellom 1000 og 500 f. Kr.,
men dateringen er usikker, og skriftene baserer seg uansett pa en langt eldre, muntlig
tradisjon. Matematikken i vedaene og deres tillegg har hovedsaklig et religigst formal
— for eksempel brukes pythagoreiske tripler i konstruksjonen av altere for a fa rette
vinkler og riktige proporsjoner. Dette betyr ikke ngdvendigvis at matematikken i In-
dia utelukkende var knyttet til religionsutgvelse, men den verdslige delen kan ha gatt
tapt fordi den ikke naturlig passet inn i vedaene.

Et omdiskutert tema er i hvilken grad elementer fra induskulturen ble tatt opp i
den videre utviklingen. Tidligere har man ment at ariernes inntog (en stund etter 2000
f. Kr.) fgrte til en fullstendig omveltning i India, men nyere funn tyder pa at dette
synet er overdrevet. Blant annet kan deler av Indusdalens religion ha gatt inn i som en
komponent i hinduismen. Ogsa i matematikken er det mulig & finne slike spor — tidlig
vedisk matematikk legger stor vekt pa konstruksjonen av teglstensaltere, et tema som
var atskillig mer aktuelt i Indusdalen enn i tidlige ariske sivilisasjoner.

Rundt 500 f. Kr. vokste det frem to nye religioner i India, buddhismen og jainis-
men. Dette fgrte til at de hinduistiske ritualene fikk mindre betydning, og at matema-
tikken fikk en mer praktisk dreining. Kildene fra denne perioden er fa, men vi vet for
eksempel at indierne rundt ar 300 f. Kr. Igste kombinatoriske problemer ved hjelp av
det vi ville kalle binomialkoeffisienter. Pascals trekant finnes i et verk av Halayudha
fra rundt ar 1000 e. Kr., men den ble aldri riktig utnyttet i indisk matematikk.

Ogsa i Kina vokste det tidlig frem sivilisasjoner langs Huangho og Yangtsekiang.
Den store kulturelle blomstringstiden i oldtidens Kina var Chou-perioden fra ca. 1000
til 221 f. Kr. Selv om riket i prinsippet var et kongedgmme, 1a makten i realiteten hos
de lokale fyrstene. Etter en del urolige arhundrer fikk fyrsten i staten Chin overtaket
og samlet i 221 f. Kr. Kina til et keiserdgmme. For & sikre makten satte den fgrste
keiseren i gang en hardhendt utrenskning som ikke innskrenket seg til personer — i ar



Kapittel 1 Naturlige tall 71

213 befalte han at de fleste bgker skulle brennes. Heldigvis ble ikke bokbrenningen
sa effektiv som keiseren hadde hapet, men store deler av en rik kulturell tradisjon
forsvant for alltid.

Blant de skriftene som overlevde, var den eldste kinesiske matematikkteksten vi
kjenner: Chou Pei Suan Ching (Den aritmetiske klassikeren om solurets viser og him-
melens sirkulcere stier). Dateringen er vanskelig, og ulike deler kan ha blitt skrevet til
forskjellige tider, men hele verket bgr ha veart ferdig rundt 5-200 f. Kr. Her finner vi
blant annet et bevis for Pythagoras’ leresetning — selv om setningen var kjent langt
tidligere i Babylonia og India (og sikkert ogsa i Kina), er dette et av de eldste bevisene
som er bevart. Et enda betydeligere verk er Chiu Chang Suan Shu (Ni kapitler om den
matematiske kunst) som ble skrevet ned under Han-dynastiet (206 f. Kr. til 221 e. Kr.),
men som i hvert fall delvis bygger pa eldre tradisjoner. Chiu Chang Suan Shu ble
grunnstenen i klassisk, kinesisk matematikk pa samme méate som Euklids Elementer
ble det i Europa, og mange av de senere skriftene er formet som kommentarer til Chiu.

Et serpreg ved kinesisk matematikk er bruken av pinner og regnebrett til a utfgre
beregninger. Chiu Chang Suan Shu inneholder for eksempel en effektiv oppskrift for
a regne ut kvadratrgtter ved hjelp av regnebrett. Pa regnebrettene regnet kineserne
ogsa med negative tall over tusen ar fgr disse tallene ble akseptert i Europa. (Sa sent
som pa sekstenhundretallet hadde ledende europeiske matematikere problemer med a
akseptere negative tall.)

Sammen med kulturene ovenfor er det ogsa naturlig a nevne mayakulturen i Mellom-
Amerika. Selv om denne kulturen nadde sitt hgydepunkt senere (fra 300 til 900 e. Kr.),
er vare opplysninger om den av det samme sparsomme slaget fordi s mye materiale
ble gdelagt bade under den etterfglgende nedgangstiden og av de spanske erobrerne
pa 1500-tallet. Vi kjenner mayaenes tallsystem, og vi vet at de utfgrte astronomiske
beregninger med forblgffende presisjon, men siden kildene bare angir resultatene og
ikke fremgangsmaten, vet vi lite om hvordan de regnet. Det er for gvrig verd & merke
seg at mayaene hadde arvet sitt tallsystem fra en tidligere hgykultur som blomstret
mellom 800 og 400 f. Kr. Ogsa i Mellom-Amerika var altsd matematikken vel utbyg-
get fgr var tidsregning.

Gjennomgangen ovenfor yter ikke matematikken i oldtidskulturene full rettfer-
dighet. De matematiske kunnskapene og ferdighetene var langt mer omfattende enn
det vi kan komme inn pa i en rask skisse. @nsker du a vite mer, er det mange kilder a
gse av. Pa norsk gir @ksendals hefte [42] en lettlest innfgring i tallsystemenes historie
fra forhistorisk tid til idag, mens Onstad [34] konsentrerer seg om ligningsteoriens ut-
vikling. Du finner ogsa mye stoff fra oldtiden i Viggo Bruns gamle bok [7] og i Audun
Holmes nyere [25]. Pa engelsk finnes det flere gode matematikkhistorier beregnet pa
studenter (f. eks. Boyer og Merzbach [6], Burton [11], Eves [20] og Katz [30]), og
alle har kapitler om matematikken i oldtiden. Josephs bok [28] er et indignert oppgjgr
med dem som gnsker a starte matematikkhistorien med de gamle grekerne og negli-
sjere eldre (og serlig gstlige) tradisjoner. Det finnes ogsa en rekke spesialverker bade
om de enkelte kulturer og om oldtidsmatematikken generelt. Du vil finne referanser
til disse i de generelle matematikkhistoriene.

Selv om matematikktradisjonene ovenfor er imponerende, star de oss likevel fjernt
— vi kjenner sa lite til menneskene som skapte dem og forholdene de levde under.
Fordi kildematerialet er ufullstendig, kan vi bare gjette oss til matene de argumenterte
pa, motivasjonen som drev dem, og stillingen de hadde i samfunnet. Vi vet ogsa lite
om hvordan de ulike kulturene pavirket hverandre — selv der det er pavist handels-
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forbindelser (som mellom innbyggerne i Indusdalen og sumererne i Mesopotamia),
vet vi ikke i hvilken grad det ogsa ble utvekslet ideer og ferdigheter.

Den fgrste matematikktradisjonen der vi virkelig kjenner enkeltmenneskers inn-
sats og kan fglge utviklingen fra arhundre til arhundre, er den greske. Ogsa i denne
tradisjonen er det store hull; mange viktige verk er gatt tapt, og det er ofte vanskelig
a skille myte og virkelighet. Likevel har vi en relativt god oversikt over gresk mate-
matikk fra firehundretallet fgr Kristi fgdsel. Det er forgvrig viktig a vere klar over
at betegnelsen gresk matematikk omfatter langt mer enn matematikken i det egentlige
Hellas — den dekker hele det hellenistiske kulturomradet rundt det gstlige Middelha-
vet.

Selv om mye av inspirasjonen bak gresk matematikk stammer fra Athens storhets-
tid og skolene til Platon (427-347 f. Kr.) og Aristoteles (382322 f. Kr.), var det i
Alexandria i Egypt at den matematiske tradisjonen holdt seg lengst. Den skolen som
ble opprettet rundt 300 f. Kr. (muligens av Euklid), varte til den kvinnelige mate-
matikeren og filosofen Hypatia (ca. 370415 e. Kr.) ble myrdet av en flokk kristne
fanatikere. Det er ogsa viktig a veere klar over at den greske vitenskapen ikke vokste
ut av ingenting; Thales fra Milet (ca. 625—ca. 545 f. Kr.) dro pa studiereise til Egypt,
og Pythagoras (ca. 580—ca. 500 f. Kr.) skal i tillegg ha vert i Mesopotamia. Det er
ogsa mulig at det har vert direkte kontakt mellom gresk og indisk matematikk etter at
Aleksander den store i 326 f. Kr. nadde Indusdalen, men dette kan vi bare spekulere
om.

De neste matematikktradisjonene der enkeltskjebner trer frem og vi kan begynne
skimte den faglige utviklingen, er de kinesiske og indiske i arhundrene etter Kristus.
Pa 7-800-tallet kommer sa fremveksten av den arabiske matematikkskolen. I likhet
med den greske sprer denne seg langt utenfor sitt opprinnelige geografiske omrade og
inneholder representanter fra Sentral-Asia i gst til Spania i vest. Vi skal komme inn pa
alle disse tradisjonene i forbindelse med de relevante kapitlene i denne boken. I resten
av denne seksjonen skal vi holde oss til temaet i dette kapitlet — de naturlige tallene.

Tallteoriens historie

Leren om de naturlige tallene kalles tallteori. Selv om grekerne gjorde sin stgrste inn-
sats innenfor geometrien, produserte de ogsa tallteoretiske resultater av stor interesse.
Det store verket som systematiserer og oppsummerer mye av den tidlige greske mate-
matikken, er Euklids Elementer fra rundt 300 f. Kr. Elementene ble raskt en klassiker
som utkonkurrerte alle sine forgjengerne, men vi vet likevel ingen ting om Euklids liv
bortsett fra at han i en periode virket i Alexandria, og at han sannsynligvis var utdannet
1 Athen.

Elementene er fgrst og fremst et geometriverk, men Bok 7, 8 og 9 (av 13) handler
om tallteori. Her finner vi for eksempel Euklids algoritme for a finne den stgrste fel-
les faktoren til to tall. I dag inngar denne algoritmen som den fgrste, grunnleggende
teknikken i de fleste tallteorikurs. Euklid gir et sldende bevis for at det finnes uendelig
mange primtall (se oppgave 12 i seksjon 1.1), og han viser en variant av aritmetik-
kens fundamentalteorem. I Elementene finner vi ogsa den formelen for pythagoreiske
tripler som babylonerne kan ha brukt til sine tabeller. (@nsker du & se nermere pa
Elementene, er de fire fgrste bgkene i Thyra Eibes danske oversettelse utgitt pa nytt

[19D).
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Den store tallteoretikeren i gresk matematikk er imidlertid Diofant. I likhet med
Euklid vet vi ingen ting om hans liv — sannsynligvis levde han i Alexandria rundt 250
e. Kr., men selv det er usikkert. Hans navn er knyttet til diofantiske ligninger, det vil
si ligninger som

Tr—4y? =1

der vi ser ut til & ha for mange ukjente, men der vi til gjengjeld krever at lgsningene
skal vere hele tall (Diofant selv arbeidet med rasjonale Igsninger). Oppgaven er a
finne alle slike Igsninger, eller & vise at det ikke er noen. Vir gamle kjenning 2% +
y? = 2?2 er en diofantisk ligning. Diofants hovedverk Arithmetika er delvis bevart (vi
kjenner 10 av 13 bgker — de fire siste bare i en arabisk oversettelse som kan vere
basert pa Hypatias bearbeidelse), og som vi senere skal se, har det spilt en stor rolle i
matematikkhistorien.

Diofant levde mot slutten av den greske matematikkens storhetstid, og det skulle
ga godt over tusen ar fgr han fikk en verdig etterfglger i vest. I India og Kina, derimot,
blomstret tallteorien gjennom resten av oldtiden og langt inn i middelalderen.

Den farste store indiske matematikeren vi kjenner navnet pa er Aryabatha I (romer-
tallet skyldes ikke at han var kongelig, men at det kom nok en Aryabatha senere), som
var fgdt i 476 e. Kr. Han var hovedsaklig astronom, og hans stgrste matematiske inn-
sats er kanskje innenfor trigonometrien der han blant annet innfgrte sinus- og cosinus-
funksjonene. I forbindelse med sine astronomiske arbeider ble Aryabatha I ledet til
studiet av Diofantiske ligninger av typen by = ax % ¢, der a, b og c er kjente, positive
tall. Indierne 1gste slike ligninger ved hjelp av en reduksjonsteknikk de kalte kuttaka.
Ideen var 4 erstatte den opprinnelige ligningen med en ny ligning av samme type der
koeffisientene a, b og ¢ er mindre. Ved a gjgre dette flere ganger kom man frem til
Igsningen. Brahmagupta I (f. 598) utvidet teknikken til ogsa a omfatte en del ligninger
med annengradsledd.

Den store mesteren innenfor tallteori i middelalderens India er imidlertid Bhas-
kara IT (1114-1185), ogsé kjent som Bhaskaracharya. Hans sykliske metode til & lgse
ligninger pa formen ax? + bz + ¢ = y ble fgrst gjenoppdaget i Vesten i 1657. I over-
ensstemmelse med indisk tradisjon gir Bhaskaracharya sine verker en poetisk form, og
en av hans viktigste bgker er rettet til datteren Lilavati («Vakre jomfru med stralende
gyne, fortell meg, siden du forstar omvendingsmetoden, hvilket tall det er som ganget
med 3, sé forhgyet med 3/4 av produktet, sa dividert med 7, forminsket med 1/3 av
kvotienten, multiplisert med seg selv, forminsket med 52, tatt kvadratroten av, addert
til 8 og dividert med 10, gir tallet 2?»). Etter Bhaskara gikk indisk matematikk inn i
en nedgangsperiode, og da den blomstret opp igjen i Kerala et par arhundre senere,
var det andre temaer som fikk mest oppmerksombhet (vi skal komme tilbake til dette i
kapittel 12).

I middelalderen var kinesisk teknologi og vitenskap ledende i verden. Mange av
de oppdagelsene som skulle revolusjonere Europa i overgangen fra middelalder til
nyere tid (krutt og boktrykkerkunst, for a nevne to), var i bruk i Kina lenge fgr de ble
oppdaget her. Marco Polos (1254—1324) beretninger fra Kina vakte en enorm oppsikt
i Europa, men de ble ofte betraktet som overdrivelser eller ren fantasi.

Ogsa kinesisk matematikk hadde en gullalder i denne perioden, og det ble gjort
fremragende arbeider innenfor astronomi, geometri, ligningsteori og tallteori. Allere-
de i Chiu Chang Suan Shu (se ovenfor) finner vi viktige tallteoretiske resultater, for
eksempel Euklids algoritme og klassifiseringen av alle pythagoreiske tripler. Et annet
viktig tema i kinesisk tallteori er kongruensproblemer. Anta vi er gitt et naturlig tall 7.



74

Seksjon 1.6 Historisk epistel: Matematikkens fremvekst og tallteoriens historie

Da vil ethvert annet naturlig tall m ha enrestlik 0,1,2,...,n — 2 eller n — 1 nar det
deles med n. Dersom resten er r, sier vi at m er kongruent med r modulo n og skriver

m=r (modn).

I et kinesisk matematikkverk (Sun Tsu Chuan Suan Ching) fra det tredje arhundre
etter Kristus, kan vi finne problemstillinger av fglgende type: «Finn m dersom vi far 2
som rest nér vi deler med 3, 3 som rest om vi deler med 5, og 2 som rest hvis vi deler
med 7». I notasjonen ovenfor skal altsi m = 2 (mod3), m = 3 (mod5) og m =
2 (mod 7). Problemer av denne typen dukker ofte opp i astronomi og kalenderstudier.
Sin endelige behandling innenfor kinesisk matematikk fikk de av Chin Chiu-Shao (ca.
1202—ca. 1261) i hans hovedverk Sushu chiu-chang (Ni avsnitt om matematikk) fra
1247. Hovedresultatet kalles fortsatt i dag «det kinesiske restteoremet». Det sier at
slike problemer alltid har en 1gsning forutsatt at de tallene vi regner modulo (3, 5 og 7
1 eksemplet ovenfor) ikke har felles faktorer.

I de fleste historier finnes det skurker og helter, og det gjelder ogsa matematikk-
historien. Men fa matematikere har et sa darlig ettermzle som Chin Chiu-Shao. Han
var beryktet for sin arroganse og pagaenhet, og i sitt omflakkende liv som soldat og
embetsmann etterlot han seg en rykteflom om forfgrelser og giftmord. Han beriket
seg uhemmet pa statens bekostning, og i et klageskrift til keiseren blir han beskrevet
som «farlig som en tiger eller en ulv, og giftig som en slange eller en skorpion». Men
Chins karakter hadde ogsa en annen side — han var en av sin tids ledende astronomer
og arkitekter, han var en fremragende musiker, og han var en av middelalderens stgrste
matematikere. Noe av forklaringen pa Chins karakter og karriere finner vi kanskje i de
urolige tidene; det kinesiske rike stod under et stadig press fra mongolene (som skulle
komme til & erobre det under Khubilai-khan i 1280), og Chin tilbragte ti &r som front-
soldat under stadige grensefeider. Ifglge ham selv var matematikk hans eneste trgst
og glede i disse arene (senere skal han i tiltagende grad ha funnet trgst i kvinnelige
medmusikanter).

Kineserne var ogsa blant de fgrste til & oppdage Pascals trekant. I en bok fra 1261
gjengir Yang Hui figuren, men den har sannsynligvis vert kjent flere hundre ar tidli-
gere. Kineserne brukte trekanten systematisk i sin ligningsteori.

Du vil finne mer detaljerte opplysninger om indisk og kinesisk tallteori i bgkene
til Joseph [28] og van der Waerden [41]. Blant de generelle matematikkhistoriene er
trolig Katz’ [30] den beste pa dette punktet.

Gjennom Romerrikets fall og de store folkevandringene forsvant de siste restene
av en aktiv matematikktradisjon i Europa. Kunnskapene ble nok til en viss grad holdt
i live i klosterskolene, men istedenfor nyvinninger matte man konsentrere seg om &
begrense forfallet.

Grekernes arvtagere ble ikke europeerne, men araberne. Etter at profeten Mu-
hammed hadde skapt den nye religionen islam pa begynnelsen av 600-tallet, fikk de
arabiske folkene en ny enhet og et nytt formal. De tidligere smastatene ble raskt samlet
til ett rike, og ekspansjonen begynte. Allerede i 641 erobret de det gamle lerdomsetet
Alexandria. Selv om det bergmte biblioteket sannsynligvis ikke fantes lenger, var byen
fortsatt full av gamle, greske manuskripter. Arabiske lerde satt raskt igang et systema-
tisk studium, og de viktigste tekstene ble oversatt til arabisk. Innenfor matematikken
fikk Euklids Elementer en sentral plass; det ble utgitt en rekke arabiske oversettelser
og flere kommentarer. Men det arabiske rike vokste ikke bare mot vest; pa begynnel-
sen av 700-tallet nadde den gstlige ekspansjonen frem til Indusdalen. Ogsa indiske
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astronomi- og matematikkbgker ble oversatt til arabisk, blant annet Brahmaguptas
Brahma Sputa Siddhanta.

Det var serlig i den gstlige delen av det islamske maktomradet at vitenskapen
stod sterkt. Kalifen Harun al-Rashid (766-809 — i vest best kjent fra Tusen og en
natt) etablerte et bibliotek i Bagdad basert pa manuskripter fra Athen og Alexandria,
og hans etterfglger, kalif al-Mamun, startet et «visdomshus», Bayt al-Hikma, som
fungerte som et forskningssenter i over 200 ar. Bagdad ble midtpunktet for islamsk
vitenskap og kultur, men det var ogsa intens virksomhet i andre deler av det store
riket.

Pa arven fra Hellas og India bygde arabiske forskere sin egen vitenskap. I mate-
matikk gjorde de sin hovedinnsats innenfor geometri, trigonometri og sarlig algebra
(ordet «algebra» er en forvanskning av det arabiske «al-jabr» som betyr & sette sam-
men). Tallteori ser ikke ut til & ha hatt noen sentral plass i arabisk matematikk, men
de var blant de fgrste som brukte induksjon og studerte Pascals trekant. Matematikere
som al-Karaji (som dgde i 1019) og Ibn al-Haytham (965-1039) summerte uttrykk
av typen Y kP ved hjelp av induksjonsargumenter. Riktignok skrev de ikke ut induk-
sjonstrinnet i full generalitet slik vi gjgr i dag, men de beviste de fgrste trinnene ved
hjelp av en prosedyre som opplagt kunne fortsettes sa lenge man gnsket. (Formelt
fullverdige induksjonsbevis finner vi muligens fgrst hos den jodiske matematikeren
Levi ben Gerson (1288—1344) som levde i Frankrike.) Pascals trekant finner vi hos al-
Samawal (1125-1180), men han henviser til tidligere arbeider av al-Karaji. Alt tyder
pé at Pascals trekant ble tatt i bruk omtrent samtidig i Kina og i den arabiske verden.

Ogsa nar det gjelder arabisk matematikk er bgkene til Joseph [28], van der
Waerden [41] og Katz [30] et godt utgangspunkt. Et velskrevet og tilgjengelig spesial-
verk er Berggren [4].

Pa 11-1200-tallet begynte den arabiske vitenskapen a forfalle. Delvis skyldtes det-
te storpolitiske problemer; det arabiske riket kunne ikke holdes sammen mot et stadig
sterkere ytre press, og i 1258 stormet mongolene Bagdad, drepte kalifen og gdela
byen. Men forfallet skyldtes ogsa indre forhold — stridigheter mellom ulike sekter og
dynastier delte i realiteten riket lenge fgr kalifen falt. Islam tok ogsa etter hvert en
strengere og mer innadvendt kurs som ikke oppfordret til verdslige studier i samme
grad som fgr.

I Europa gikk utviklingen i motsatt retning. Ved artusenskiftet hadde forholdene
falt til ro etter folkevandringstiden, stabile statsdannelser hadde oppstatt, handelen var
kommet i gang, og folk hadde igjen overskudd til noe mer enn & kjempe for livet
og fgden. De romanske og gotiske katedralene er storslagne tegn pa en ny kulturell
blomstringstid, og denne oppblomstringen ga seg ogsa utslag i boklige sysler. I 1088
ble Universitetet i Bologna stiftet, og snart dukket det opp universiteter over store
deler av Europa. Greske og arabiske tekster ble studert og oversatt, og etter hvert
kom de til & danne grunnlaget for en spirende, ny vitenskap. Dessverre var ikke de
europeiske oversetterne like systematiske som de arabiske hadde vert, og store deler
av den arabiske vitenskapen ble aldri kjent i Europa og matte oppdages pa nytt.

Blant de gamle verkene som ble trukket frem og oversatt var Diofants Arithmetica.
11575 foretok den tyske matematikeren Xylander (1532-1576 — Xylander er en latini-
sering av det mer tyskklingende Holzmann) en oversettelse til latin, og deretter kom en
parallellutgave pa gresk og latin av Bachet de Méziriac (1581-1638) i 1621. Bachets
utgave kom i hendene pa en fransk jurist og hobbymatematiker ved navn Pierre de
Fermat, og dermed var den moderne tallteorien skapt.
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Figur 1.6.1. Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) levde hele sitt liv i og rundt byen Toulouse 1 Sgr-
Frankrike. Han var utdannet jurist og innehadde diverse juridiske stillinger, men det
var matematikk som var hans store lidenskap. I en tid da den vitenskapelige debatten
ofte utartet til krangel og fornermelser, unngikk Fermat strid sa godt han kunne. Han
reiste lite og publiserte enda mindre, og vi kjenner hans resultater dels gjennom brev
og dels gjennom notater som ble offentliggjort etter hans dgd. Til tross for dette ma
Fermat regnes som en av tidenes stgrste matematikere — han var en av opphavsmen-
nene til analytisk geometri og sannsynlighetsregning, han var en viktig forlgper for
differensialregningen, han ga viktige bidrag til optikken, men f@rst og fremst ga han
tallteoretikerne ideer og problemer som de ennd arbeider med.

La oss gi en smakebit pa Fermats resultater. Primtallene fra 3 og oppover kan deles
i to klasser; de som gir 1 som rest nar de deles pa 4:

5,13,17,29,37,41, ...

og de som gir 3 som rest:
3,7,11,19,23,31, ...

I terminologien vi innfgrte ovenfor, er de fgrste tallene kongruente med 1 modulo 4,
mens de andre er kongruente med 3. Albert Girard (1595-1632) hadde observert at
alle tallene i den fgrste rekken kan skrives som en sum av to kvadrattall (5 = 1% + 22,
13=22+432,17=124+42,29 = 22 +52,37 = 12 + 62, 41 = 4% + 52), mens ingen
tall i den andre rekken kan skrives som en slik sum. Fermat beviste at dette gjelder
generelt — et primtall stgrre enn 2 kan skrives som en sum av to kvadrater hvis og bare
hvis det er kongruent med 1 modulo 4. (Dette resultatet har flere slektninger — Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) viste i 1770 at alle naturlige tall kan skrives som en sum
av fire kvadrater, og Carl Friedrich Gauss (1777-1855) karakteriserte i 1801 de tallene
som kan skrives som en sum av 3 kvadrater.)

Ironisk nok er Fermat mest bergmt for en pastand som ingen tror han beviste. Han
hadde for vane a skrible kommentarer i margen til sin utgave av Diofants Arithmetica,
og utenfor det stedet der Diofant karakteriserer alle pythagoreiske tripler, skriver Fer-
mat at han har funnet et vidunderlig bevis for at det ikke finnes naturlige tall z, y og 2
slik at

"+ oyt =z
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nar n > 3, men at margen ikke er stor nok til at han kan skrive det ned. Ettertiden
har gitt denne pastanden navnet Fermats formodning (pa engelsk kalles den gjerne
Fermat’s Last Theorem). Vi vet at Fermat hadde et bevis for n = 4 og sannsynligvis
ogsé for n = 3, men etter at generasjoner av matematikere har forsgkt  finne et bevis
for det generelle tilfellet, er det bare de mest innbitte romantikerne som tror at Fermat
virkelig fant noe som alle andre har oversett.

Fermats problem ble fgrst lgst pa 1990-tallet. Sommeren 1993 annonserte den en-
gelske matematikeren Andrew Wiles (fgdt 1953) at han hadde bevist Fermats formod-
ning, men noen maneder senere ble det funnet et alvorlig hull i Wiles’ argumentasjon.
Hgsten 1994 leverte Wiles inn to nye artikler (den ene i samarbeid med sin tidligere
student Richard Taylor) der han tettet hullet i argumentkjeden, og de to nye artiklene
ble varen 1995 publisert i det anerkjente tidsskriftet Annals of Mathematics. Wiles’
bevis er langt og komplisert og Igser problemet pa en mate Fermat ikke kunne ha fore-
stilt seg. Du kan lese mer om lgsningen av Fermats problem i Simon Singhs bok [40]
(se ogsa [18] og [3] for tidligere 1gsningsforsgk).

Fermats tallteoretiske oppdagelser vakte nok oppsikt i samtiden, men det skulle ga
nesten hundre ar fgr han fant en verdig arvtager i Leonhard Euler (1707-1783). Euler
er en av matematikkhistoriens stgrste og mest allsidige begavelser, og vi skal mgte
ham i stgrre bredde senere i boken. Euler generaliserte Fermats arbeid pa flere mater,
han publiserte det fgrste beviset for Fermats formodning for n = 3, og han fant en
viktig sammenhengen mellom primtallene og den sékalte zeta-funksjonen

(C er den greske bokstaven zeta). Denne sammenhengen viser seg a veare det skarpeste
vapen vi har i studiet av primtallenes fordeling. (Noen glimt av Eulers tallteori far du
i kapittel 10 av [16]; nar du fgrst er i gang, bgr du ogsa lese resten av boken!)

En del av Eulers tallteoretiske ideer oppstod gjennom hans mangearige brevveks-
ling med vennen Christian Goldbach (1690-1764). I et av brevene fremsatte Goldbach
en formodning som hverken Euler eller noen annen har klart a vise, nemlig at ethvert
partall stgrre enn 2 kan skrives som en sum av to primtall. Et av de beste resultatetene
sa langt tilhgrer den kinesiske matematikeren Jing Run Chen (1933-1996) som i 1966
viste at ethvert tilstrekkelig stort partall kan skrives som en sum av to tall der det ene
er et primtall og det andre har maksimalt to primfaktorer. I 2013 beviste den peruans-
ke matematikeren Harald Helfgott (1977-) Goldbachs svake formodning som sier at
ethvert oddetall stgrre enn 5 kan skrives som en sum av tre primtall. Det er forgvrig
blitt skrevet en roman med Goldbachs formodning og en noe forskrudd matematiker i
hovedrollene [15]!

Til tross for innsatsen til Euler og hans yngre samtidige Joseph Louis Lagran-
ge (1736-1813) og Adrien-Marie Legendre (1752-1833), var tallteorien fortsatt en
samling enkeltresultater da 1700-tallet gikk ut. Men allerede i 1801 kom det store
gjennombruddet; med sin Disquisitiones Arithmeticae grunnla Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) tallteorien som en systematisk disiplin. Det er meningslgst & rangere
matematikere som om de skulle vare sjakkspillere eller tennisstjerner, men i enhver
avstemning om tidenes stgrste matematiker ville Gauss ganske sikkert ha havnet i
toppen sammen med Newton og Arkimedes.
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Figur 1.6.2. Carl Friedrich Gauss

Gauss var fgdt i enkle kar i Braunschweig i Tyskland. Hans farfar hadde trukket inn til
byen fra de omliggende landomradene, men de strenge laugsreglene gjorde det vans-
kelig for innflyttere & sla seg opp, og Gauss’ far fgrte en omskiftende tilvaerelse som
gartner, kanalarbeider, slakter og bokholder. Noen ar fgr Gauss ble fgdt, hadde fami-
lien endelig maktet a kjgpe sitt eget hus og dermed fatt fulle borgerrettigheter. Gauss
leerte seg selv a lese og regne fgr han begynte pa skolen, og lererne ble fort klar over
hans eksepsjonelle begavelse. Han fikk gkonomisk stgtte til a fortsette skolegangen, og
da han var fjorten ar, ble han presentert for hertugen av Braunschweig-Wolfenbiittel.
Hertugen ble sa imponert at han ga Gauss et arlig stipend. Etter at Gauss hadde fullfgrt
sine studier ved Universitetet i Gottingen i 1798, gjorde hertugen og hans ministre sitt
beste for a gi den unge vitenskapsmannen gode vilkar i Braunschweig.

De fruktbare arene i Braunschweig fikk en plutselig slutt ved Napoleons invasjon
i 1806. Etter mye ngling fikk forbundet av tyske stater omsider trommet sammen en
her under ledelse av Gauss’ beskytter, hertugen av Braunschweig-Wolfenbiittel, som
na var over 70 ar gammel. Tyskerne led et fullstendig nederlag i dobbeltslaget ved
Jena-Auerstidt; hertugen ble dgdelig saret og dgde noen dager senere. Denne utvik-
lingen fgrte til en omveltning i Gauss’ liv, men ikke sa dramatisk som man kanskje
kunne tro — et &r etter invasjonen overtok han en stilling som sjef for observatoriet ved
Universitetet i Gottingen. Her ble han til sine dagers ende i et liv som var fattig pa ytre
begivenheter, men som rommet en enorm arbeidsinnsats.

Gauss begynte sin matematiske lgpebane i fjortenarsalderen ved a fgre notisbgker
med matematiske opptegnelser, men det var fgrst da han begynte pa universitetet at
han bestemte seg for & studere matematikk og ikke filologi (hele livet fortsatte han
a leere seg nye sprak pa hobbybasis). Han var tjuefire ar gammel da han publiserte
Disquisitiones Arithmeticae — et verk som ikke bare la det teoretiske grunnlaget for
tallteorien, men som ogsa inneholdt en slik rikdom av enkeltresultater at andre ma-
tematikere brukte flere tiar pa a ta til seg resultatene og metodene. Delvis skyldtes
nok dette at formen var uvant — mens Euler, hans stgrste forgjenger, publiserte nesten
like fort som han tenkte, finpusset Gauss resultatene til de fikk sin mest generelle og
allmenngyldige form.

Trangen til fullstendighet og fullkommenbhet fgrte til at Gauss ikke fikk skrevet ned
alle sine oppdagelser, og det er mange historier om at andre matematikere gjenopp-
daget og publiserte hans resultater. Gauss kunne som regel ikke motsta fristelsen til &
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fortelle om hva han hadde i skuffen, og det gjorde ham ikke alltid like populer blant
kollegene. I tillegg til sin tallteori grunnla Gauss differensialgeometrien (differensial-
regning anvendt pa kurver og flater), og ga betydelige bidrag til algebra, statistikk, ast-
ronomi, optikk, landmaling og magnetisme. Blant det han ikke publiserte, er viktige
resultater om ikke-euklidsk geometri og elliptiske funksjoner. Det finnes en kortfattet
biografi av Gauss pa svensk [22], og i hvert fall to mer utfyllende pa engelsk [9], [17].

Gauss skildres gjerne som avmalt, tilbakeholden og konservativ. Hans samtidige
folte ofte at det stod et olympisk isgufs av ham, og det er typisk at da Niels Henrik Abel
var pa studiereise i Europa i 1825-26, fant han pa atskillige unnskyldninger for a slippe
a oppsgke Gauss. Pa den annen side ga Gauss full stgtte til unge, fremadstormende
matematikere som Ferdinand Eisenstein (1823-1852) og Bernhard Riemann (1826—
1866), og da han oppdaget at den lovende, franske matematikeren som hadde henvendt
seg til ham under navnet M. Leblanc, i virkeligheten var en en kvinne ved navn Sophie
Germain, var han full av stgtte og forstaelse for de vanskelighetene som kvinner mgtte
i datidens akademiske verden. Germain (1776-1831) regnes som en av grunnleggerne
av leren om elastiske materialer, og hun ga ogsa et vesentlig bidrag til studiet av
Fermats formodning. Hun begynte sin karriere med & smuglese algebrabgker under
dynen fordi hennes foreldre var ikke syntes matematikk var for jenter, og hun endte
opp med et ®resdoktorat fra Universitetet i Gottingen (dessverre dgde hun fgr det ble
overrakt). Du kan lese mer om henne i [37].

Etter Gauss gikk tallteorien inn i en ny, rik utviklingsperiode. Matematikere som
Carl Gustav Jacobi (1804-1851), Peter Gustav Dirichlet (1805-1859) og Bernhard
Riemann (1826-1866) tok i bruk verktgy fra matematisk analyse for a lgse tallteore-
tiske problemer (analytisk tallteori). Et slaende eksempel er Dirichlets bevis (1837)
for Legendres formodning. Denne formodningen sier at dersom a og b er hele tall
uten felles faktorer, sa finnes det alltid uendelig mange primtall pa formen an + b,
der n € Z (dette kalles en uendelig aritmetisk fplge). 1 beviset brukte Dirichlet nye
teknikker som Jean-Baptiste Fourier (1768—-1830) hadde utviklet for a studere varme-
ledning! Det finnes andre dype sammenhenger mellom primtall og aritmetiske fglger
som er blitt oppdaget nylig — i 2004 viste Ben Green (1977-) og Terence Tao (1975-)
at primtallene inneholder vilkarlig lange, endelige aritmetiske fglger.

Et annet bergmt resultat fra attenhundretallet er primtallsatsen. Selv om prim-
tallene fordeler seg ganske ujevnt utover tallinjen, oppdaget Legendre og Gauss pa
slutten av 1700-tallet en forblgffende lovmessighet: Dersom 7 () betegner antall prim-
tall mindre enn z, ser det ut til at 7w(x) er omtrent lik '/ In x nar x er stor. Mer presist
ser det ut til at

m(z)

z—oo x/lnx

Hverken Legendre eller Gauss hadde noen mulighet til a bevise dette resultatet, og
det ble fgrst vist i 1896 av den franske matematikeren Jacques Hadamard (1865-
1963) og belgieren Charles de la Vallée Poussin (1866—1962) uavhengig av hverandre.
Begge bevisene bruker hele det apparatet for analytisk tallteori som var blitt utviklet i
mellomtiden. Mange tvilte pa om det var mulig a bevise primtallssatsen uten & bruke
dette apparatet, og det var derfor en sensasjon da Atle Selberg (1917-2007) publiserte
et slikt bevis i 1947.

Atle Selberg er den stgrste norske matematikeren de siste hundre ar. Han ble fgdt
i Langesund i 1917 og vokste opp i en matematikkinteressert familie. Faren, Ole
Michael Selberg, hadde doktorgrad i matematikk, og to eldre brgdre, Henrik (1906—
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1993) og Sigmund (1910-1994), ble begge fremstaende matematikere. Atle Selberg
tok doktorgraden i Oslo i 1943, men arbeidet fra 1949 ved Institute of Advanced
Study i Princeton i USA. Ved den matematiske verdenskongressen i 1950 fikk Sel-
berg Fieldsmedaljen — den mest eksklusive prisen som deles ut i matematikk. Atle
Selberg har hovedsakelig arbeidet med tallteori og med sammenhengen mellom tall-
teori og matematisk analyse (Selbergs sporformel). Vi skal komme tilbake til noen av
hans resultater senere.

Tallteorien fikk pa nittenhundretallet en dybde og et omfang som det ikke er mu-
lig & skildre her. En person bgr imidlertid trekkes frem — den indiske matematikeren
Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Han ble fgdt i enkle kar utenfor Madras i Sgr-
India og leerte seg matematikk pa egenhand gjennom en kortfattet sammenfatning han
kom over. Hans egen matematikk ble av samme slag; en samling forunderlige og be-
tydningsfulle formler som han ikke alltid kunne gjgre rede for. I 1913 sendte han et
brev med noen av disse formlene til den kjente, engelske matematikeren G. H. Hardy
(1877-1947). Hardy var forblgffet — noen av formlene var velkjente, andre kunne han
selv vise uten altfor mye strev, men noen var av en type han aldri hadde sett fgr. Hardy
fikk skaffet penger til et opphold i England, og Ramanujan tilbragte arene fra 1914
til 1919 i Cambridge. Da var han blitt sa syk av tuberkulose at det eneste hapet var a
returnere til India. Tilbakereisen hjalp imidlertid ikke, og Ramanujan dgde aret etter
i Madras, bare 32 ar gammel. I Igpet av sin karriere publiserte han 37 arbeider, men
like betydningsfulle er kanskje de etterlatte notatbgkene som er blitt utgitt etter hans
ded.

Hardy sa om Ramanujan at tallene var hans personlige venner, og illustrerte det
med en historie: Da Ramanujan var blitt syk, dro Hardy for & besgke ham. Han viss-
te ikke riktig hva han skulle si innledningsvis, s& han kommenterte pa nummeret til
drosjen som brakte ham til sykehuset. Det var nummer 1729 — et kjedelig tall, mente
Hardy. Ramanujan kviknet plutselig til: «Pa ingen mate, Hardy», sa han, «det er det
minste tallet som kan skrives som en sum av to kubikktall pa to forskjellige mater!»
(Du kan sjekke at 1729 = 103 + 93 = 123 4-13)

Kanigel [29] har skrevet en meget lesverdig biografi av Ramanujan som ogsa inne-
holder et interessant portrett av Hardy. Du bgr ogsa lese Hardys forsvar for den rene
matematikken [23] som er et lite kunstverk i seg selv (men du behgver ikke vere enig
i alt han skriver!).

@nsker du & vite mer om tallteori, er Davenport [14] og Ore [36] gode innfgringer
(begge bgkene er trykt opp pa nytt og er tilgjengelig for en rimelig penge). Burton [10]
er en systematisk leerebok pa et elementzrt niva (bgkene til Ore og Burton inneholder
begge historiske kommentarer). Mer omfattende og avanserte er de klassiske lere-
bgkene til Hardy og Wright [24] og Niven, Zuckerman og Montgomery [33]. Gode,
popula@rvitenskapelig bgker om matematikk som inneholder en del tallteori, er Carle-
son [12], Rademacher og Toeplitz [39] og Courant og Robbins [13]. Inntil nylig har
tallteori vert ansett som matematikk pa sitt aller reneste og mest uanvendbare, men i
det siste har teorien funnet stadig nye anvendelser. Interessante artikler er [31], [26],
[27] og [32] (den siste er avansert!).

I fgrste halvdel av dette arhundret var tallteori den sterkeste disiplinen i norsk ma-
tematikk. Atle Selberg er allerede nevnt, og andre fremstaende tallteoretikere var Axel
Thue (1863-1922), Viggo Brun (1885-1978), Thoralf Skolem (1887-1963 — han er
forgvrig enda mer kjent for sine bidrag til matematisk logikk), Trygve Nagell (1895-
1988), Bystein Ore (1899-1968), Wilhelm Ljunggren (1905-1973), Sigmund Selberg
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(1910-1994) og Ernst Selmer (1920-2006). Vil du vite mer om norske tallteoretikere
(eller matematikere generelt), bgr du konsultere Birkelands hefte [5] og Auberts ar-
tikkel [2]. @nsker du & vite litt om matematikk i Norge fgr 1800, anbefales Bruns bok
[8].

La oss helt til slutt avrunde var lille fgljetong om Pascals trekant. Som vi har sett,
var figuren kjent og utnyttet i Kina og den arabiske verden lenge fgr Blaise Pascals
tid (1623-1662). Selv i Europa forekommer den sa tidlig som 1527. Ogsé binomial-
formelen var kjent fgr Pascal og Newton, og Newtons egentlige fortjeneste i denne
sammenheng var studiet av binomiske rekker (se kapittel 12).

Men ogsa Pascals innsats var betydelig — han skrev en avhandling der han utle-
det og systematiserte sammenhengen mellom tallene i trekanten. Enda viktigere var
hans anvendelser pa sannsynlighetsregning. Pascal var kommet i kontakt med en li-
denskapelig spiller, Chevalier de Méré, som lurte pa hvordan innsatsen skulle fordeles
mellom spillerne dersom spillet ble avbrutt fgr det var slutt. Hvis man, for eksempel,
hadde bestemt seg til & spille til fgrstemann hadde vunnet 5 spill, og ble avbrutt pa
stillingen 4-3, hvordan skulle da pengene fordeles? I en korrespondanse med Fermat
1gste Pascal dette problemet i full generalitet. Denne korrespondansen blir ofte regnet
som sannsynlighetsregningens f@dsel, selv om den italienske legen og matematikeren
Gerolamo Cardano (1501-1576) hadde skrevet en bok om sjansespill hundre ar tidli-
gere — se Ores meget lesverdige biografi [35]. Cardanos bok ble imidlertid fgrst utgitt
som del av hans samlede verker i 1663.

Pascal er en fascinerende personlighet som gjorde en enda stgrre innsats utenfor
matematikken. Han ble fgdt i Clermont-Ferrand i Frankrike i 1623. Moren dgde da
han var tre ar gammel, og faren, Etienne Pascal, fikk hovedansvaret for oppdragelsen.
Etienne var jurist av utdannelse og arbeidet i statsadministrasjonen, men han var en
begavet hobbymatematiker som kjente mange av tidens ledende vitenskapsmenn. Det
viste seg fort at hans sgnn var en bramoden begavelse — tolv ar gammel skal han selv
ha funnet frem til grunnprinsippene i plangeometrien, seksten ar gammel beviste han
et nytt, betydelig teorem om kjeglesnitt, og i tjuearsalderen bygde han en av verdens
fgrste regnemaskiner. I fysikk viste han hvordan man kan bruke lufttrykk til & male
hgyde over havet (til hans @re kalles enheten for trykk pascal).

Pa midten av 1640-tallet ble familien Pascal kjent med jansenismen, en religigs
reformbevegelse startet av den nederlandske teologen Cornelius Jansen (1585-1638).
Jansenismens lere var asketisk og pietistisk; den understreket at mennesket bare ble
frelst ved Guds nade og ikke selv kunne fortjene sin frelse gjennom gode gjerninger.
Gjennom kraftige angrep pa kirkens praksis kom jansenittene fort pa kant med kir-
kelige myndigheter, og i 1653 fordgmte paven fem av Jansens teser. Aret fgr hadde
Pascals sgster Jaqueline gatt i kloster i jansenittenes hovedkvarter Port Royal i Paris,
og i 1654 fulgte Pascal henne etter at han hadde hatt en opprivende, religigs opple-
velse. I 1656 begynte han utgivelsen av sine Lettres provinciales der han med patatt
naivitet og glitrende ironi gar lgs pa kirkens lere. Ludvig XIV (som alltid hadde stgr-
re sans for det fgrste bud enn det femte og sjette) grep inn i konflikten og krevde at
alle geistlige skulle undertegne en fordgmmelse av Jansens teser, men mange nektet.
Konflikten vedvarte til 1729 da den siste jansenittlederen dgde. Den hadde ogsa sine
muntre sider; i 1713 fordgmte paven ikke mindre enn 101 jansenittutsagn, der han
dessverre kom i skade for & inkludere en rekke bibelsitater.

Pascal var mye plaget av sykdom og smerter hele sitt voksne liv, og de siste arene
forverret sykdommen seg. Likevel fikk han skrevet ned sine tanker om kristendommen
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Reelle tall

Tallene er frie frembringelser av den
menneskelige &nd, de tjener som et
middel til & oppfatte forskjellene

mellom tingene enklere og skarpere.

— Richard Dedekind (1831-1916),
Was sind und was sollen die Zahlen

De tallene vi vanligvis regner med — tallene pa tallinjen eller desimaltallene, om man
vil — kalles de reelle tallene. Dette tallsystemet omfatter positive og negative hele
tall, brgker pa formen a/b der a,b € Z, viktige tall som /2, m og e, og mye annet.
Mengden av alle reelle tall betegner vi med R.

Fra skolematematikken er du vant til & skrive mange tall pa desimalform; du skri-
ver kanskje 1.4142 (og ikke /2) for kvadratroten til 2, eller 0.866 (og ikke v/3/2)
for sin /3. Disse skrivematene er naturlige nar man bruker lommeregnere eller data-
maskiner mye, men de benyttes lite i teoretisk matematikk. En grunn er at de ikke er
eksakt riktige, og at den lille ungyaktigheten man gjgr, kan fa avgjgrende betydning
i spesielle sammenhenger. For eksempel er 3.14 ofte en grei tilnermelse til 7, men
bruker du denne verdien i uttrykket

1
22 — T’

blir feilen stor (sjekk pa lommeregneren!). En annen viktig grunn er at i universitets-
matematikk regner vi stort sett med bokstavuttrykk, og da fgrer desimaltall ofte til at
uttrykkene blir lange og vanskelige a gjennomskue. Skriver vi f.eks.

x2 =7
x =T

er det lett a fa gye pa forenklingen
27 (e+VT) (e -V7)
x -7 x =7

men den er nesten umulig & se om vi isteden bruker tilnzermingen /7 ~ 2.645751311
og skriver

:er\ﬁ,

2 =7
r — 2.645751311
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2.1

En tredje grunn har med logisk sammenheng og struktur a gjgre. Skriver vi formelen
for volumet til en kule som
4.188873,

vil alle lure pa hvor dette mystiske tallet 4.1888 kommer fra. Skriver vi isteden forme-
len pa vanlige mate

4m 4

—r

3

ser vi at var gamle kjenning 7 er inni bildet — og det er kanskje ikke sa overraskende
nar vi beregner stgrrelsen til noe som er rundt! Kanskje legger vi ogsa merke til at
dersom vi deriverer uttrykket med hensyn pa =, fir vi formelen 4712 for arealet til
overflaten av kulen — og det er heller ingen tilfeldighet.

Selvfglgelig treffer man ogsa i videregaende matematikk pa tall som ikke er pene,
f.eks. tall som kommer fra opptellinger eller eksperimenter. Da velger man ofte a er-
statte tallet med en bokstav i regningene og sa sette inn verdien helt til slutt. I fysikk-
bgker vil du stort sett finne lyshastigheten betegnet med ¢, og bare nar man trenger et
tallsvar, dukker verdien 299 792 458 m/s opp. Riktignok bruker datamaskiner stort sett
desimaltall i sine beregninger, men sa er det ogsa utviklet en egen teori for hvordan
man kan gjgre dette pa en mate som reduserer mulighetene for feil.

I resten av dette kapitlet skal vi bygge videre pa det du vet om reelle tall fra skole-
matematikken. Vi skal ogsa se pa noen mer avanserte egenskaper som ikke har en
sentral plass i skolen, men som vil bli svart viktige for oss. Spesielt gjelder dette
kompletthetsprinsippet som vi skal studere i seksjon 2.3.

Mengder, intervaller og tallverdier

I skolematematikken har du sikkert vert litt borti mengder. Mengdebegrepet er et av
de viktigste i matematikken, men det kommer ikke til a spille noen sentral rolle i denne
boken. Det kan likevel veere greit a vite litt om mengder, og spesielt om hvordan de
skrives, f@r vi tar fatt pa de reelle tallene for alvor.

En mengde A er rett og slett en samling med objekter. Dersom x er et objekt som
er med i A, sier vi at x er et element i A og skriver x € A. Dersom et annet objekt y
ikke er med i A, skriver vi y ¢ A. Vi har mgtt noen mengder allerede, f.eks. mengden
av alle naturlige tall N og mengden av alle reelle tall R. De fleste mengder vi skal
mgte i denne boken vil vere mengder av tall.

Dersom en mengde A er inneholdt i en annen mengde B (dvs. at alle elementene
i A ogsa er elementer i B), skriver vi A C B, og sier at A er en delmengde av B. Vi
har f.eks. N C R. Ofte vil en delmengde B av A besta av de elementene i A som har
en bestemt egenskap P. Da skriver vi gjerne B pa denne maten:

B = {z € A| z har egenskapen P }
Det lukkede intervallet fra a til b kan dermed beskrives pa denne mate:
[a, b)) ={zeR|a<z<b}
Ofte bruker man denne notasjonen med kolon istedenfor strek:

[a,0] ={zeR:a<z<b},
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og det betyr akkurat det samme (man velger gjerne det alternativet som gir det mest
oversiktlige uttrykket). Nar mengden er endelig, spesifiserer man den ofte ved a skrive
ut alle elementene, f.eks. er {0, 1, 2} mengden med elementer 0, 1 og 2.

Snitt og union er to viktige begreper i mengdel@ren. Snitter A N B av to mengder
A og B bestar av alle elementer som er med i begge mengdene, mens unionen AU B
bestar av alle elementer som er med i minst én av mengdene. For eksempel er

[-1,2]N[1,3] =[1,2]

o [12]U[L,3] = [-1,3]

Differensen A\ B bestar av alle elementer i A som ikke er med i B, altsé
A\B={z€A|z¢ B}
Et typisk eksempel for oss vil vaere
R\ {0,3}

som er mengden av alle reelle tall unntatt 0 og 3.

En litt spesiell mengde er den romme mengden (). Dette er mengden som ikke
har noen elementer! Det kan virke merkelig a ha en slik mengde i det hele tatt, men
den er svert nyttig nar man f.eks. skal drgfte ligningssystemer som ikke har noen
Igsning, eller nar man skal beskrive snitt av mengder som ikke overlapper, f.eks.
(1,2) N (3,4) = 0.

De viktigste mengdene i denne boken vil vere intervallene pa tallinjen, og siden
det finnes mange forskjellige skrivemater for intervaller i litteraturen, er det viktig a
bli enig om den notasjonen vi skal bruke. La oss starte med lukkede intervaller; vi skal
skrive [a,b], [a, 00) og (—o0, b] for mengdene

[a,)] ={zeR|a<z<b}
[a,0)={z€R|a<a}
(—o0,b]={zeR|z<b}.

Disse intervallene kaller vi lukkede fordi endepunktene er tatt med. Andre notasjoner
er
[a7*>>:[avoo) 0og <<*ab]:(7ooab]v

men selv om disse skrivematene brukes i mange lerebgker, er de ikke sa utbredt el-

lers. Legg for gvrig merke til at notasjonene [a, c0) og (—oo, b] ikke pa noen méte

innebzrer at vi regner symbolene co og —oo som reelle tall; det er bare snakk om en

symbolsk skrivemate som antyder at intervallene strekker seg ut til det uendelig fjerne.
For apne intervaller skal vi bruke notasjonen

(a,b)={z€R]Ja<xz<b}

(a,00)={zeR|a<z}
(—oo,b)={zeR|x<b}.
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Disse intervallene kaller vi dpne fordi ingen av endepunktene hgrer med. Det finnes
mange alternative notasjoner for apne intervaller, for eksempel

(a,b) = (a,b) =]a,b]
(a,00) = {a,—) =]a,—
(—00,b) = (+,b) =]+, b]

men vi skal holde oss til skriveméaten ovenfor. Vi har ogsa halvdpne intervaller der det
ene endepunktet hgrer med til intervallet mens det andre ikke gjgr det, og disse skal vi
betegne med
(a,b]={zeR|a<z<b}
[a,b)={zeR|a<z<b}.

Tallverditegn

Et symbol vi skal bruke mye, er tallverditegnet | |. Husk at tallverdien til et reelt tall a

er definert ved .
lal :{ a hvisa>0

—a hvisa <0
(legg merke til at hvis a < 0, sd er —a > 0, og fglgelig kan |a| aldri vaere negativ). En
annen mate 4 uttrykke dette pa, er & si at |a| er det stgrste av de to tallene a og —a. Vi
skal ofte bruke tallverditegnet nar vi er interessert i stgrrelsen pa et tall, men ikke bryr
oss om det er positivt eller negativt. Grafen til tallverdifunksjonen er en brukket linje
som vist pa figur 2.1.1.

y=lx|

Figur 2.1.1.

Det er lett & se at vi alltid har |ab| = |a||b|. Tallverdien til en sum er litt verre, men vi
har et enkelt og viktig resultat som kalles trekantulikheten.

2.1.1 Trekantulikheten For alle tall a,b € R gjelder:

|a + | < laf + [b]
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Bevis: Siden |a| er minst like stor som a, og |b| er minst like stor som b, ma
a+b<lal+b|.

Tilsvarende ma |a| veere minst like stor som —a, og |b| vaere minst like stor som —b,
sa
—(a+b) = (—a) + (=b) < |al + [b].

Siden |a + b| er det stgrste av de to tallene a + b og —(a + b), ser vi at uansett hvilket
av dem som er stgrst, sa er
la+ b < |a| + |b].

2.1.2 Eksempel

Larvia =30gb= —T7,saerla+b =1[3—7 =|—4| = 4, mens |a| + |b] =
3| + | — 7| = 3+ 7 = 10. I dette tilfellet er altsd |a + b| ekte mindre enn |a| + |b|,
og vi ser lett hvorfor; de ulike fortegnene til a og b motvirker hverandre nar vi regner
ut |a + b|, men pa grunn av tallverditegnene trekker |a| og |b| i samme retning nér vi
regner ut |a| + |b]. [ ]

Vi skal ofte bruke trekantulikheten til & vise at en sum a -+ b er liten, f.eks. mindre enn
en gitt stgrrelse som ofte kalles e (dette er den greske bokstaven espsilon). Hvis vi da
vet at ¢ og b er mindre enn €/2 i den forstand at |a| < €/2 og |b| < €/2, sa forteller
trekantulikheten oss at

€

2

=€

|a+b|§|a\+|b|<%+

Fglgende variant av trekantulikheten er ogsa nyttig.

2.1.3 Korollar
For alle a,b € R er
|la| = 1]| < |a—b].

Bevis: Tallverdien til |a| — || er det stgrste av tallene |a| — |b| og |b| — |a|, og det er
derfor nok 4 vise at begge disse tallene er mindre enn eller lik |a — b|. Ifglge trekant-
ulikheten er

la| = |(a = b) + b < |a — b + [b].

Flytter vi |b| over pa den andre siden, far vi
la] = o] < |a -],
som er den fgrste av disse ulikhetene. Bytter vi om a og b, far vi isteden
[b] = la] < [b—a| = [a —b],

som er den andre ulikheten vi er pa jakt etter. Dermed har vi vist at bade |a| — |b] og
|b| — |a| er mindre enn eller lik |a — b|, og beviset er fullfgrt. [ |
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Trekantulikheter er viktige i alle de delene av matematikken hvor man er interessert
i @ male avstanden mellom objekter. Det finnes ikke bare trekantulikheter for tall,
men ogsa for vektorer, funksjoner, mengder og mye annet. Navnet «trekantulikhet» er
lettest & forsta hvis vi ser pa vektorer i planet. I dette tilfellet sier trekantulikheten at
for alle vektorer a, b gjelder

|a+b| < |a] + [b]

der |a| betegner lengden til vektoren a, og tilsvarende for |b| og |a + b.

a+b b

A\

Figur 2.1.2.

Den geometriske tolkningen av denne setningen ser vi pa figur 2.1.2 — i trekanten
utspent av vektorene a, b og a + b, er lengden av siden a + b mindre enn eller lik
summen av lengdene til sidene a og b. Dette er vektorversjonen av den klassiske,
geometriske setningen som sier at en side i en trekant alltid er kortere enn summen av
de to andre sidene.

Bemerkning

Senere i boken, og s@rlig nar vi studerer konvergens og kontinuitet, vil du ofte stgte
pa tallverdier i uttrykk av typen |z — al, der x og a er to reelle tall. Du skal da alltid
tenke pa |z — a| som avstanden mellom punktene x og a pd tallinjen (overbevis deg
om at dette blir riktig uansett hvilket av tallene = og a som er stgrst).

Oppgaver i seksjon 2.1

1. Gi en kortere beskrivelse av mengdene:
a) [2,4] U3, 6]

b) [2,4] N [3,6]

c) (=3,4)U[-2,1)

d) 4,77NN

e) (—oo,1)U(—1,00)
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) (2,4)\ (1,3)
2. Gi en kortere beskrivelse av mengdene:
a) DU (1,5)
b) 0N (L,5)
) 0\ (1,5)
d) N\ R
3. Skriv mengdene som intervaller:
a) {z]|-2<z<3}
b) {z|[z] <3}
o) {z|x<—4}
d) {z]z? <2}
o) {z|e" >1}
f{z|z<-2}n{z|z>-5}

4. Tegn grafene til funksjonene:

a) f(z) = |z — 2|
b) f(z) =+/]z|
o f(z)= |ii§|

d) fz) =[x+ 1z — 4]
e) f(x) =|sinz]
B f(@) =z +5[
5. Lgs ulikhetene:
a) |z — 2| < |z + 3| (Hint: Kvadrer begge sider)

b) |22 —2x—8| > 8 (Hint: Bruk at |22 — 2z — 8| > 8 dersom enten 2% —22—8 > 8
eller 22 — 2o — 8 < —8. Lgs disse ulikhetene hver for seg)

6. Visat |z| = Va2 foralle z € R.

7. Vis at |zy| = |z||y]| for alle reelle tall z, y.

8. Visat — =
Yl

9. Visatforalletall z,y, zer |z —y| < |z — z| + |z — y|.

|| ‘w

for alle reelle tall =,y der y # 0.
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10. Vis ved induksjon pa n at
a1 +az +as + -+ + ap| < far| + |az| + [as| + -+ + |ay |
for alle reelle tall aq, as, as, ..., ay.

11. Begrunn hvert skritt i utregningen nedenfor og forklar hvorfor dette gir et nytt
bevis for trekantulikheten:

(a+b)? = a® +2ab+ b* < |a]? + 2a||b| + b]? = (Ja| + |b])2.

b
12. Vis at ulikheten v/ab < % gjelder for alle a, b > 0. (Hint: Start med ulikheten
(Va—vb)*>0)

2.2 Rasjonale og irrasjonale tall

Tall som kan skrives som brgker av hele tall slik som %, % =27 3

=, —1- kalles for rasjo-
nale tall. Mengden av alle rasjonale tall betegnes med Q. Bruker vi mengdenotasjonen

fra forrige avsnitt, har vi altsa

a
o=
Legg merke til at alle de hele tallene hgrer med blant de rasjonale (fordi vi kan skrive
n € Z som n/1). Reelle tall som ikke er rasjonale, kalles irrasjonale (slike tall finnes,
for eksempel er e, 7 og /2 irrasjonale). Var oppmerksom pa at tall som ikke ser
rasjonale ut ved fgrste gyekast, kan vare det likevel — for eksempel er

VE+1 5

V5 —1 2

rasjonalt fordi det viser seg a vere lik % nar vi har ryddet opp litt i uttrykket.

De rasjonale tallene er pd mange mater enklere enn de andre reelle tallene, og de
er derfor viktige byggestener i mange matematiske konstruksjoner. Det er imidlertid
sa fa av dem at vi ikke kan bygge en tilfredsstillende matematisk teori pa dem alene;
for a fa et tallsystem som er rikt nok til & gjenspeile viktige geometriske og fysiske
egenskaper ved den verden vi lever i, trenger vi ogsa de irrasjonale tallene. I denne og
den neste seksjonen skal vi prgve a belyse begge disse temaene.

La oss farst se pa noen enkle egenskaper ved de rasjonale tallene:

mbeZ,b;AO}.

2.2.1 Setning
Dersom z og y er rasjonale tall, sa er z + y, © — y, zy og (forutsatt at y # 0)
x/y ogsa rasjonale.

Bevis: Dette er elementar brgkregning, sa vi skal bare vise at « + y er rasjonal og
overlate resten til leserne. Siden x og y er rasjonale, kan de skrives pa formen z = a/b,
y =c/d, der a,b,c,d € Z. Setter vi pa felles brgkstrek, far vi
ad + cb

bd

og siden ad + cb og bd er hele tall, betyr dette at  + y er rasjonal. |

r+y=
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Matematikere uttrykker ofte setningen ovenfor ved & si at at de rasjonale tallene er
lukket under addisjon, subtraksjon, multiplikasjon og divisjon.

2.2.2 Korollar

Dersom det ene av de to tallene z,y € R er rasjonalt og det andre er irrasjonalt,
saer x + y og x — y irrasjonale. Dersom i tillegg hverken z eller y er lik null, sa
er ogsa xy og x/y irrasjonale.

Bevis: Ogsa i dette tilfellet har alle bevisene samme idé, sa vi ser bare pa ett eksem-
pel. La oss velge x/y der x er rasjonal og y irrasjonal. Sett

a=—
Y

og anta (for a fa frem en motsigelse) at a er rasjonal. Siden

T
Yy=—
a

vil da ogsa y vere rasjonal ifglge setning 2.2.1. Dette strider mot forutsetningene, og
fglgelig ma var antagelse om at a er rasjonal, vere gal. ]

Neste trinn pa programmet er & vise at det virkelig finnes irrasjonale tall. Vi skal gjgre
det ved  pavise at /2 er irrasjonal — et resultat som var kjent av grekerne nesten 500
ar fgr var tidsregning, og som den gang fikk store konsekvenser for matematikkens
utvikling. (Se seksjon 2.5.)

Vi starter med en enkel hjelpesetning.

2.2.3 Lemma
Dersom a € N er et oddetall, s er a2 ogsa et oddetall.

Bevis: Siden a er et oddetall, kan det skrives pa formen ¢ = 2n — 1, der n € N.
Dermed blir

a?=02n -1 =4n*> —4n+1=2(2n"> —2n) +1
som opplagt ikke er delelig pa 2. |
Dette lemmaet forteller oss at dersom a? er et partall, si ma a ogsi vare det.
2.2.4 Teorem

V/2 er et irrasjonalt tall.

Bevis: La oss anta at \/2 er et rasjonalt tall og vise at dette fgrer til en selvmotsigelse.
Dersom v/2 er rasjonal, kan vi finne hele tall a, b slik at

a
2= —.
V2 ;
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Vi kan anta at brgken /b er forkortet sa mye som mulig, og at a og b derfor ikke har
noen felles faktorer. Kvadrerer vi begge sider av ligningen v/2 = a/b, far vi

a
2 == b72
eller skrevet pa en litt annen mate
20% = a®. (1)

Denne ligningen forteller oss at a? er et partall, og ifglge lemma 2.2.3 mi a ogsa vere
et partall. Vi kan altsa skrive a = 2n for et eller annet helt tall n. Setter vi dette inn i
ligning (1), far vi

2b” = 4n?

som etter at vi har forkortet med 2 blir til
b? = 2n?.

Denne ligningen forteller oss at b2 er et partall, og ifglge lemmaet mé da b ogsa vere et
partall. Men dermed har vi vist at bade a og b er partall, og det strider mot forutsetnin-
gen om at de ikke har noen felles faktorer. Altsa fgrer antagelsen om at v/2 er rasjonal
til en selvmotsigelse, og den eneste mulige konklusjonen er at v/2 er irrasjonal. |

Ved a generalisere argumentet ovenfor kan man vise at dersom n € N ikke er et
kvadrattall (altsa ikke er pa formen n = m? for et helt tall m), s er /n irrasjonal.
Som nevnt tidligere er ogsa e og 7 irrasjonale tall, men det er vanskeligere & bevise —
skjgnt ikke verre enn at vi skal vise at e er irrasjonal senere i boken.

Dersom vi vet at et tall er irrasjonalt, kan vi bruke korollar 2.2.2 til & vise at mange
beslektede tall ogsa er irrasjonale:

2.2.5 Eksempel
Vis at

I

3+

er irrasjonal.

Siden /2 er irrasjonal og 4 er rasjonal, forteller korollar 2.2.2 oss at v/2/4 er
irrasjonal. Siden 3 er rasjonal, kan vi igjen bruke korollar 2.2.2 til & konkludere med
at 3 + +/2/4 er irrasjonal. [ |

Nar vi na har vist at irrasjonale tall finnes, er var neste oppgave a finne ut hvordan de
rasjonale og irrasjonale tallene ligger i forhold til hverandre. Resultatet vi skal frem
til, sier at begge typene tall ligger tett pa tallinjen — det vil si at ethvert apent intervall
(uansett hvor lite) inneholder bade rasjonale og irrasjonale tall.

For vi gar 1gs pa dette resultatet, er det nyttig a gjgre en enkel observasjon med et
fint navn.
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2.2.6 Arkimedes’ prinsipp

(i) For ethvert reelt tall a (uansett hvor stort) finnes det et naturlig tall n som
er stgrre enn a.

(i) For ethvert positivt reelt tall b (uansett hvor lite) finnes det et naturlig tall
m slik at 1/m er mindre enn b.

Det er ulike mater a vise Arkimedes’ prinsipp pa alt etter hvilken innfallsvinkel man
har til de reelle tallene. Tenker vi pa de reelle tallene som alle mulige desimaltall, kan
vi resonnere som fglger for a vise (i): Skriv ned a som et desimaltall, stryk alle sifrene
bak komma, og legg til 2. Vi har na funnet et naturlig tall som er stgrre enn a, og (i)
er vist. For & vise (ii) bruker vi fgrst (i) til & finne et naturlig tall m som er stgrre enn
1/b, og sa observerer vi at da md 1/m vare mindre enn b.

2.2.7 Setning
Ethvert apent intervall (a, b) (der a < b) inneholder bade rasjonale og irrasjonale
tall.

Bevis: La oss forst finne et rasjonalt tall i intervallet (a,b). Ideen er som fglger: Vi
velger et naturlig tall m slik at 1/m < b—a (det er mulig ifglge Arkimedes’ prinsipp).
Hvis vi starter i origo og gér i retning av intervallet (a, b) med skritt av lengde 1/m,
ma vi fgr eller senere komme frem til intervallet. Siden skrittlengden var er mindre
enn lengden til intervallet, kan vi ikke hoppe over det, men ma lande midt inni et sted
(se figur 2.2.1). Det punktet vi lander p4, er et rasjonalt tall i intervallet (a, b) (det er
rasjonalt fordi det er pa formen k/m der k € Z).

=

3 -1
3o

m

Figur 2.2.1.

La oss skrive ut denne ideen litt mer formelt. La k vere det minste hele tallet slik at
k/m er stgrre enn a (at en slik & finnes, fglger fra Arkimedes’ prinsipp). Vi skal vise
at k/m er et rasjonalt tall i intervallet (a,b). Siden k/m opplagt er rasjonal, og k/m
per definisjon er stgrre enn a, sa er det nok & vise at k/m er mindre enn b. Det er her
vi bruker at 1/m er mindre enn (b — a). Siden vi ogsa vet at (k — 1) /m er mindre enn
eller lik a, far vi nemlig

£=@+i<a+(b—a):b.

m m m
Vi har dermed funnet et rasjonalt tall £ /m i intervallet (a, ).

Neste oppgave er 4 finne et irrasjonalt tall i det samme intervallet. La ¢ = k/m

vere det rasjonale tallet vi nettopp fant. Ideen er & addere til ¢ et irrasjonalt tall som



96

Seksjon 2.2 Rasjonale og irrasjonale tall

er s lite at vi fortsatt befinner oss i intervallet vart (husk at summen av et rasjonalt og
et irrasjonalt tall er irrasjonal). Ifglge Arkimedes’ prinsipp (ii) kan vi finne et naturlig
tall p slik at 1/p < (b — ¢)/+/2. Snur vi litt om pa denne ulikheten, ser vi at ¢ +
V2/p < b. Altsa ligger ¢ +v/2/p i intervallet (a, b), og ved hjelp av korollar 2.2.2 ser
vi lett at ¢+ /2/p er irrasjonal (resonner som i eksempel 2.2.5). Dermed er setningen
bevist. |

Bemerkning

Bruker man desimalfremstillingen av de reelle tallene, kan man vise fgrste del av
setningen ovenfor pa en annen mate. Det er greiest a forsta ideen fra et eksempel: Anta
ata = 2.346743 ... og at b = 2.346812. ... Da vil ¢ = 2.3468 vare et rasjonalt tall
i intervallet (a, b) (c er rasjonal siden 2.3468 = 23 468/10 000). Samme idé fungerer
for ethvert intervall.

La oss se pa et eksempel som illustrerer hvorfor det er nyttig & vite at de rasjonale
tallene ligger tett.

2.2.8 Eksempel
I dette eksemplet skal vi skissere hvordan man kan konstruere eksponentialfunksjone-
ne f(x) = a” (a > 0), og se litt pd hva dette har med teorien ovenfor & gjgre. Siden
tanken er & illustrere en generell idé (og vi forutsetter at eksponentialfunksjonene er
kjent fra fgr av), skal vi ikke ga igjennom konstruksjonen i detalj, men holde oss til
hovedprinsippene.

Alle vet hvordan vi definerer a” nar eksponenten m er et naturlig tall; vi setter
rett og slett

a=g-a-a-...-a.

m ganger

Fra denne definisjonen er det lett a utlede en del regneregler som gjelder for potenser
med eksponenter fra N, for eksempel

m.on __ am—i—n (2)

(™) = . 3)

Nar vi utvider definisjonen til & gjelde for mer generelle eksponenter, gnsker vi &
bevare disse regnereglene. Det betyr at a” ma vere lik 1 siden

a ™ gm=ag "M =4 = 1.

For rasjonale eksponenter m = p/q ser vi at vi ifglge (3) ma ha
(ap/q)q —aP

som medfgrer at ab/4 = Yap.
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Pa denne maten far vi definert a” for alle rasjonale tall r ved & insistere pa at reg-
lene (2) og (3) skal gjelde generelt. Men hvordan skal vi fa definert a” for irrasjonale
tall 2? Na ma vi bruke et annet knep; vi sier at a® skal vere grenseverdien av a” nar r
nermer seg x (men pa en slik mate at r alltid er rasjonal). Her gjgr vi stilltiende bruk
av at de rasjonale tallene ligger tett. Gjorde de ikke det, kunne det jo tenkes at x 1a
midt inne i et intervall som bare bestod av irrasjonale punkter, og da kunne vi ikke la
r n&rme seg  mens den hele tiden holdt seg rasjonal.

Med litt arbeid kan man vise at denne prosedyren virkelig fgrer frem, og at vi far
en funksjon f(z) = a® som er definert for alle reelle tall x, og som tilfredsstiller
regnereglene

a®-a¥ =a"tY
(a)! = "

foralle z,y € R. |

La oss til slutt filosofere litt over det vi gjorde mot slutten av dette eksemplet. Vi star-
tet med en funksjon som hadde en naturlig definisjon for alle rasjonale x-verdier og
gnsket sa a utvide den til alle reelle z-verdier. Siden de rasjonale tallene ligger tett,
kunne vi gjgre dette ved a ta grenseverdier, eller — som matematikere ofte sier — «vi ut-
videt ved kontinuitet». Dette er en meget alminnelig fremgangsmate i matematikken,
og ikke bare i forbindelse med rasjonale og irrasjonale tall. Ogsa i mange andre sam-
menhenger gjennomfgrer vi vare konstruksjoner eller bevis fgrst for en «tett»klasse av
spesielt enkle objekter, og sa utvider vi ved kontinuitet til de mer generelle objektene
vi egentlig er interessert i.

Oppgaver i seksjon 2.2
1. Vis disse likhetene. Begynn med det forste uttrykket og regn deg frem til det andre.

a) V24 =2V6
b) V125 = 55
1 V2

2 2

4
i1
2. Vis at tallene er rasjonale:
42/5
21/4

3

b) 74+ —
) T+ 13

N VI2+2— 0

a)
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342
12 + 42

4. Bevis alle delene av setning 2.2.1.

5. Avgjer om utsagnene er sanne eller gale. Bevis de som er sanne, og finn motek-
sempler til de gale.

a) Summen av to irrasjonale tall er alltid irrasjonal.

b) Hvis a er irrasjonal, sa er —a det ogsa.

¢) Hvis a2 er rasjonal, sd er a det ogsa.

d) Hvis a? er irrasjonal, s er a det ogsa.

e) Hvis a er irrasjonal, sd er 1/a det ogsa (vi antar selvfplgelig at a # 0).
6. Bevis alle delene av korollar 2.2.2.
7. Bevis at /3 er irrasjonal.

8. I denne oppgaven skal vi se pa et annet bevis for at v/2 er irrasjonal (eller kanskje
det er riktigere & si at vi ser pa en annen versjon av det samme beviset?). Anta for
motsigelse at v/2 = a/b der a og b er naturlige tall. La @ = pips...p, 0g b =
q192 - - - @m vere primtallsfaktoriseringene.

a) Forklar hvorfor 2q1q19292 - - - ¢mGm = P1P1P2D2 - - - PnPn-

b) Forklar hvorfor det ikke kan veere det samme antall 2-tall i produktene pa hgyre
og venstre side av likhetstegnet i a).

¢) Bruk aritmetikkens fundamentalteorem til & utlede en selvmotsigelse.

9. Bruk ideen fra forrige oppgave til & vise at dersom n € N ikke er et kvadrattall, s&
er /n irrasjonal.



Kapittel 2  Reelle tall 99

10.  a) Vis at logy, 2 er irrasjonal. (Husk at log, b er det tallet = slik at a® = b.
Hvis logyy 2 = m/n, er altsd 10™/™ = 2, dvs. 10™ = 2"))

b) For hvilke hele tall b er log, b rasjonal?

¢) Kan du formulere og bevise et kriterium for nér log, b er rasjonal (vi forutsetter
at a og b er naturlige tall, a > 1)?

11. Vis at dersom cosz er irrasjonal, sa er cos(z/2) og sin(x/2) det ogsd. (Hint:
cos2v = 2cos?v — 1 = 1 — 2sin? v.) Er pastanden fortsatt sann dersom du bytter ut
cos z med sin x?

12. Vis at tan 2u = 13§j§§u Bruk dette til & vise at dersom tan z er irrasjonal, sa er
tan(z/2) det ogsa.

13. Anta at @ > 0. Vis at uvansett hvor stor b € R er, sa finnes det en n € N slik at
na > b.

14. a) Anta at ¢ > 1. Vis at uansett hvor stor b € R er, sa finnes det en n € N slik
at a™ > b. (Hint: Kombiner Bernoullis ulikhet 1.2.4 med Arkimedes’ prinsipp.)

b) Anta at 0 < a < 1. Vis at uansett hvor liten b > 0 er, sa finnes deten n € N
slik at a™ < b.

15. Anta at s og ¢ er to rasjonale tall som ikke begge er 0. Vis at sv/2 + t1/3 er
irrasjonal.

16. To linjestykker kalles kommensurable dersom det finnes et tredje linjestykke som
gar opp et helt antall ganger i begge to. Hvis ikke kalles de inkommensurable.

a) Vis at to linjestykker med lengde s og ¢ er kommensurable hvis og bare hvis det
finnes et rasjonalt tall r slik at s = rt.

b) Anta at vi kan vise at siden og diagonalen i et kvadrat er inkommensurable.
Forklar hvorfor vi da har bevist at v/2 er irrasjonal.

Resten av denne oppgaven skal vi bruke til a vise at siden og diagonalen i et kvadrat
faktisk er inkommensurable. Vi antar for motsigelse at [ er et linjestykke som gar opp
i bade siden og diagonalen. Vi tegner opp kvadratet som vist pa figuren, og setter av
punktet E slik at AFE er lik siden i kvadratet.

D C

¢) Visatl garoppi FC.
d) Vis at linjestykkene EF, EC og F'B er like lange.
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e) Visatl garoppi FC.
f) Forklar at [ na gér opp i bade siden og diagonalen til et mindre kvadrat FFGC.

2) Ved a gjenta konstruksjonen ovenfor pa det nye kvadratet FFGC, ser du at [
ogsa ma ga opp i siden og diagonalen til et enda mindre kvadrat, og sa videre.
Forklar hvorfor dette leder til en selvmotsigelse. Konkluder med at siden og
diagonalen i det opprinnelige kvadratet er inkommensurable.

17. En mengde A kalles tellbar dersom det finnes en opptelling
A1, A2, A3, gy «. oy Qpy ..
der hvert element i A er med minst én gang.
a) Vis at N er tellbar.
b) Vis at Z er tellbar.

¢) Visat mengden av alle rasjonale tall i intervallet (0, 1) er tellbar. (Hint: 1/2,1/3,2/3,1/4,
3/4,...)

d) Vi skal vise at intervallet (0, 1) ikke er tellbart. Anta for motsigelse at det er
tellbart, og la
ai, @z, az, a4, ..., Qn, - ..

vere en opptelling av alle elementene. Skriver vi ut disse tallene pa desimal-
form, far vi
a; = 0.b11[712[)13b14 [P bln e

ag = 0.b21b22b23b24 “e bgn N
az = 0.b31b32b33b34 e bgn N
Ay = 0.b41b42b43b44 . b4n N

der b1; er forste desimal i aq, b1o er andre desimal, og sd videre. Vi lager na et
nytt desimaltall ¢ = 0, ci1c0¢3 ... Cpp v ... pa denne maten.

o = 1 hvis by, # 1
"7 12 hvisby, =1

Vis at c er forskjellig fra alle tallene a1, as, a3, aq, ..., Gy, . ... Hvorfor betyr
dette at intervallet (0, 1) ikke er tellbart? (Dette argumentet kalles Cantors dia-
gonalargument etter den tyske matematikeren Georg Cantor (1845-1918).)

e) Bruk ¢) og d) til & vise at det finnes irrasjonale tall.

f) Kan du bruke en variant av Cantors diagonalargument til & vise at mengden av
alle delmengder av N ikke er tellbar?
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2.3 Kompletthet av de reelle tallene

I forrige seksjon sa vi at /2 ikke er et rasjonalt tall. Det betyr at dersom vi insisterer pa
bare & regne med rasjonale tall, kan vi hverken lgse annengradsligningen 2% — 2 = 0
eller finne diagonalen i et kvadrat med side én, siden begge disse problemene har /2
som lgsning. Dette er en helt uholdbar situasjon og viser at de rasjonale tallene er et
altfor fattig tallsystem til at vi kan basere var teori pa dem alene. Men hvordan vet
vi at vi ikke vil stgte pa tilsvarende ubehageligheter med de reelle tallene? Finnes
det et prinsipp som garanterer at de tallene vi trenger for a lgse vare ligninger og
geometriske problemer, virkelig finnes i R? Svaret er ja — det finnes noe som kalles
kompletthetsprinsippet, og som viser seg a vere et usedvanlig kraftig redskap til &
pavise eksistensen av reelle tall med gnskede egenskaper. I denne seksjonen skal vi
formulere dette prinsippet og gi et eksempel pa hvordan det brukes. Men den fulle
kraften i kompletthetsprinsippet blir nok ikke synlig f@r senere i boken der vi skal
bruke det om og om igjen til & trylle frem de tallene vi trenger.

Fgr vi kan formulere kompletthetsprinsippet, trenger vi noen definisjoner. En del-
mengde A av R kaller vi oppad begrenset, dersom det finnes et tall b som er stgrre enn
eller lik alle elementene i A. Et slikt tall b kalles en gvre skranke for A. Vi sier at b er
den minste gvre skranken til A, dersom b er mindre enn alle andre gvre skranker (se

figur 2.3.1).
A
gvre
inf A sup A skranke
1 1 —

minste
gvre
skranke

Figur 2.3.1.

2.3.1 Eksempel (i) Hvis A = (0, 1), sd er 2 en gvre skranke for A. Den minste
gvre skranken er 1.

(i) Mengden N av naturlige tall er ikke oppad begrenset siden det ikke finnes noe
reelt tall som er stgrre enn alle naturlige tall (husk Arkimedes’ prinsipp 2.2.6).

Hvis b er den minste gvre skranken til A, sier vi ogsa at b er supremum til A, og skriver:
b = sup A.

Et naturlig spgrsmal er om sup A vil vare et element i A eller ikke. Svaret avhenger
av hvilken mengde A vi ser pa — i noen tilfeller er sup A med i A, i andre tilfeller er
den det ikke. To enkle eksempler fir vi ved 4 se pa intervallene (0, 1) og [0, 1]; dersom
A = (0,1), sd er sup A (= 1) ikke med i mengden A, men dersom A = [0, 1], sd er
sup A (=1) medi A.
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Vi har tilsvarende definisjoner i den nedre enden av A. Hvis det finnes et tall ¢ som
er mindre enn eller lik alle elementer i A, sa sier vi at A er nedad begrenset og kaller
c en nedre skranke for A. Dersom c er stgrre enn alle andre nedre skranker, sa kaller
vi ¢ den stgrste nedre skranken til A. Den stgrste nedre skranken kalles ogsa infimum
til A, og vi skriver:

c = inf A.

Vi har na den terminologien vi trenger for & formulere vart prinsipp.

2.3.2 Kompletthetsprinsippet Enhver ikke-tom, oppad begrenset delmeng-
de A av R har en minste @¢vre skranke.

Det er flere mater a betrakte kompletthetsprinsippet pa, alt etter hva slags synsvinkel
man har pa de reelle tallene. Tenker vi pa R som mengden av alle desimaltall, kan vi
overbevise oss om at prinsippet holder ved hjelp av fglgende resonnement: La A vaere
en begrenset delmengde av R, og la oss — for a gjgre det hele litt konkret — si at 126.3
er en gvre skranke for A. Vi tar na for oss alle tallene i A, stryker alle desimalene
og spgr hva som er det stgrste av de hele tallene vi da star igjen med. Dette tallet
kan umulig vare stgrre enn 126, og sannsynligvis er det mindre, siden vi ikke vet om
126.3 er en minste gvre skranke. La oss si at det stgrste hele tallet er 78. Vi ser na pa
alle de tallene i A som begynner pa 78, og spgr hva som er den stgrste fgrstedesimalen
blant disse tallene. Hvis den er 3, ser vi deretter pa alle tall i A som begynner pa 78.3,
og spgr hva som er den stgrste andredesimalen blant disse tallene. La oss si at den er
9; da ser vi neste gang pa alle tallene i A som begynner pa 78.39, og spgr hva som er
den stgrste tredjedesimalen blant disse tallene, og sa videre. Det er lett & overbevise
seg om at det uendelige desimaltallet 78.39. .. som fremkommer pa denne maten, er
den minste gvre skranken til A. Legg ogsa merke til at argumentet ikke avhenger av
de spesielle tallene 126.3 og 78 osv. som vi valgte, men fungerer helt generelt.

Kompletthetsprinsippet forteller oss altsa at minste gvre skranker finnes, men hva
med stgrste nedre skranker — trenger vi ikke et prinsipp for dem ogsa? Egentlig ikke,
siden deres eksistens lett kan utledes fra eksistensen av de gvre skrankene.

2.3.3 Setning
Enhver ikke-tom, nedad begrenset delmengde B av R har en stgrste nedre skran-
ke.

Bevis: La A vere speilbildet av B om origo (se figur 2.3.2):
A={zeR| -z € B}

Da er A oppad begrenset og har — ifglge kompletthetsprinsippet — en minste gvre
skranke c. Det er lett & sjekke at —c da er den stgrste nedre skranken til B (gjor
det!). |
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A

Figur 2.3.2.

Pa det navaerende stadium er det sikkert vanskelig a forsta at kompletthetsprinsippet
skal vere slikt et enestaende redskap til a produsere tall med gnskede egenskaper. Litt
mer sannsynlig blir det kanskje hvis vi ser pa et eksempel. Siden vi vet at v/2 ikke er
et rasjonalt tall, er det naturlig & spgrre hvordan vi vet at det finnes et reelt tall som er
kvadratroten til 2. Selvfglgelig har alle regnet med tallet /2 i skolematematikken, men
det er nok ikke s& mange som har sett et fullstendig bevis for at det virkelig finnes!

2.3.4 Eksempel
Vi skal alts vise at v/2 er et reelt tall. Mer presist betyr det at vi ma vise at det finnes
et positivt reelt tall a slik at a® = 2. La oss se pA mengden

A={zeR|0<z?<2}.

Siden 1 € A, er A ikke-tom, og det er lett a sjekke at 2 er en gvre skranke for A. Ifglge
kompletthetsprinsippet har A da en minste gvre skranke a. Det er intuitivt rimelig at
a? = 2 (hva skulle det ellers vare?), og vi skal bevise dette i detalj. Fgr vi begynner,
observerer vi at ¢ ma vere mindre enn eller lik 2, siden 2 er en ¢gvre skranke for A.

Tanken bak beviset er & sjekke at de to antagelsene a?> < 2 og a? > 2 begge
fgrer til selvmotsigelser, og at a? = 2 derfor er den eneste muligheten. Ideen er enkel:
Dersom a® < 2, konstruerer vi et tall z > a slik at 2 < 2, noe som strider mot at
a er en gvre skranke for A. Hvis derimot a® > 2, si finner vi et tall y < a slik at
y2 > 2, noe som strider mot at a er minste ¢vre skranke til A. Selv om ideen er enkel,
er gjennomfgringen litt kronglete, men her er den i alle fall:

Anta fgrst at a? < 2; dama a? = 2 — ¢ for et eller annet positivt tall c. Hvis vi lar

r=a+c/8, sder
2
z? = <a+§> =a2+%+c—.

La oss se litt pa de to siste leddene i dette uttrykket. Siden a < 2, sd er ac/4 < ¢/2.
Dessuten er ¢2/64 < ¢/2 (for hvis ikke métte ¢ > 32, og det er opplagt ikke tilfelle).
Dermed far vi , , ¢ ¢ ,

T <a —|—2+2—a +c=2.
Vi har altsa funnet et tall x > a slik at 22
skranke for A.

< 2, og det strider mot at a er en gvre
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La oss istedet se hva som skjer om vi antar at a? > 2. Da finnes det en d > 0 slik
ata®? =2+ d.Larvindy = a — d/4, fér vi

2 (N _p_0d &
vy = 1) 2 16

Siden a < 2, mé ad/2 < d. Dessuten er d?/16 > 0, s vi far
y?>a?—d+0=2.

Vi har dermed funnet et tall y < a slik at y er en @gvre skranke for A, og det strider
mot antagelsen om at a er den minste gvre skranken til A.
Dermed er den eneste mulige konklusjonen at a? = 2, og beviset er ferdig. |

Eksemplet ovenfor viser hvordan vi vanligvis bruker kompletthetsprinsippet til a be-
vise at et tall med visse egenskaper eksisterer; vi beskriver rett og slett det tallet vi
gnsker oss som minste gvre skranke (eventuelt stgrste nedre skranke) til en mengde.
Det som kan virke litt foruroligende, er at selv i vart enkle eksempel var det temme-
lig innviklet & sjekke at den minste gvre skranken virkelig hadde den egenskapen vi
gnsket oss (nemlig at a? = 2). Trgsten far veare at vi etter hvert skal utvikle teknikker
som gjgr at slike argumenter blir mye enklere & gjennomfgre.

La oss helt til slutt i denne seksjonen se hva som ville ha skjedd med kompletthets-
prinsippet dersom vi bare hadde arbeidet med rasjonale tall. En naturlig formulering
av prinsippet ville da vere a si at enhver begrenset delmengde A av QQ har en minste
@vre, rasjonal skranke r; altsa at det finnes et rasjonalt tall » som er en gvre skranke
for A og som er mindre enn alle andre gvre, rasjonale skranker. Dette kan umulig
vere riktig, for var det sant, kunne vi ha brukt argumentet i eksempel 2.3.4 til & vise
at v/2 er et rasjonalt tall.

Hva betyr sa dette? Jo, det betyr at det er et «hull» i den rasjonale tallinjen der
\@ skulle vert — det er ikke noe rasjonalt tall som markerer den gvre enden av den
rasjonale mengden

{zeQ|0<a2?<2}.

I den reelle tallinjen er det imidlertid ikke noen slike «hull» — ifglge kompletthetsprin-
sippet er det er alltid et reelt tall som markerer hvor en mengde av reelle tall slutter.
Forelgpig er kanskje denne sprakbruken mer forvirrende enn hjelpsom, men vi skal
etter hvert kunne gi ganske presis mening til den intuitive ideen om at den rasjonale
tallinjen er full av «hull».

Oppgaver i seksjon 2.3

1. Er disse mengdene oppad og/eller nedad begrenset?
a) (1,9)
b) N
c) Z
d Q
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e) {z|e* <5}
f) (—oc,6)
g) {x]|sinz<1/2}
2. Er disse mengdene oppad begrenset?
@ {1/n|neN}
b) {1/n|neZ}
o) {1/n|neR,n#0}

3. Finn minste gvre skranke og stgrste nedre skranke (hvis de finnes) til disse meng-
dene:

a) (—1,2]
b) N
o) {z||lz—3/<6}
d) {z]-2<ha<3}
e) {z]2* <3}
4. Skriv ut detaljene i beviset for setning 2.3.3.

5. Anta at A og B er ikke-tomme, begrensede mengder. Er fglgende utsagn sanne
eller gale?

a) «sup(A U B) er lik maksimum av sup A og sup B».
b) «sup(A N B) er lik minimum av sup A og sup B».
¢) «inf(A U B) er lik minimum av inf A og inf B».

d) «inf(A N B) er lik maksimum av inf A og inf B».

6. La A og B vere to ikke-tomme, begrensede mengder. Vi definerer en ny mengde
A+ B ved
A+B={a+blacAbeB}.

a) Visatsup(A+ B) =sup A + sup B.
b) Vis atinf(A + B) = inf A + inf B.
7. Hvis A er en ikke-tom, begrenset mengde og c er et tall, definerer vi
cA={cala€ A}.
a) Vis at dersom ¢ > 0, sd er sup(cA) = ¢ - sup A og inf(cA) = ¢ - inf A.
b) Hva er sup(cA) og inf(cA) dersom c er negativ?

8. Vis at Arkimedes’ prinsipp 2.2.6 er en konsekvens av kompletthetsprinsippet. (Hint:
Sepdmengden A={keN|k<a})
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2.4 En beskrivelse av de reelle tallene

Hittil har vi ikke vert seerlig presise i var beskrivelse av de reelle tallene — vi har
rett og slett tenkt pa dem som alle tallene pa tallinjen eller som alle desimaltallene.
For vare formal er egentlig disse beskrivelsene gode nok; alt vi trenger a vite om R,
er de regnereglene vi kjenner fra skolematematikken, pluss det vi har gjennomgatt
tidligere i dette kapitlet. Av og til kan det likevel vere nyttig a vite at det gar an a gi
en enkel beskrivelse av de reelle tallene simpelthen ved & skrive ned en kombinasjon
av egenskaper som R har, men som ingen andre tallsystemer har. Disse egenskapene
kaller vi aksiomer, og i var formulering er det elleve stykker av dem. Det kan vere
lurt fgrst & lese raskt gjennom disse pastandene og overbevise seg om at de stemmer.
(Mange av aksiomene har tradisjonelle navn som vi har f@rt opp i parentes, men det er
ingen grunn til at du skal pugge dem.)

Vi begynner med seks aksiomer som beskriver de algebraiske operasjonene + og
- samt forholdet mellom dem:

Aksiom 1 (kommutative lover): Foralle z,y € Rerz +y =y + x og zy = yz.

Dette aksiomet sier at rekkefglgen av tallene som vi adderer og multipliserer, ikke
spiller noen rolle. Det ser kanskje selvfglgelig ut, men husk at det finnes operasjoner
som ikke er kommutative. Du har kanskje vart borti vektorproduktet der x X y =

—(y x x).

Aksiom 2 (assosiative lover): Foralle z,y,z € Rer (z+y)+z2 =2+ (y + z) og
(zy)z = 2(y2).

Husk at vi utfgrer operasjonene inne i parentesene forst. Fgrste del av dette aksiomet
sier derfor at nar vi skal legge sammen tre tall z, y og z, far vi det samme svaret om
vi fgrst legger sammen x og y og sa adderer z, eller om vi fgrst adderer y og z, og sa
legger svaret til .

Aksiom 3 (distributiv lov): For alle z,y,z € Rerz(y + z) = zy + z=z.

Dette aksiomet forteller oss hvordan vi kan multiplisere en faktor inn i en parentes
(eller, lest baklengs, hvordan vi kan sette en felles faktor utenfor).

Aksiom 4 (null- og enhetselement): Det finnes to elementer 0 og 1 i Rslikatz+0 =
zogx-1=xforallex € R.

Dette aksiomet forsikrer oss bare at 0 og 1 finnes.

Aksiom 5 (motsatte tall): For ethvert tall z € R finnes det et tall y € R slik at
z+y=0.

Dermed vet vi at til ethvert tall x finnes det et motsatt tall —zx.

Aksiom 6 (inverse tall): For ethvert tall z € R, x # 0, finnes det et tall z € R slik at
rz = 1.
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Dette aksiomet forteller oss at til ethvert tall x bortsett fra O, finnes det et inverst tall
x~ L

Vi er na ferdige med de rent algebraiske aksiomene. De neste fire aksiomene hand-
ler om ordningsrelasjonen < og dens forbindelse med de algebraiske operasjonene.

Aksiom 7 (transitivitet): Dersom z,y,z € Rogx <yogy < z,sderz < z.
Dette er en grunnleggende egenskap ved alle ordninger.

Aksiom 8 (totalitet): Dersom z,y € R, sa gjelder én av fglgende tre muligheter:
<y, x=yellerx >y.

Dette aksiomet sier at stgrrelsen pa to reelle tall alltid kan sammenlignes; er de ikke
like, ma ett av dem vare stgrre enn det andre.

Aksiom 9: Hvis z,y,z € Rogz < y,sderx + z <y + z.

Dette og det neste aksiomet knytter sammen ordningsrelasjonen og de algebraiske
operasjonene, og gir oss de regnereglene vi trenger for a lgse ulikheter.

Aksiom 10: Hvisz,y,z € R,x < yogz > 0,saerzz < yz.

Disse ti aksiomene gir opplagt en sann beskrivelse av de reelle tallene, men de gir
ogsa en sann beskrivelse av andre tallsystemer; bytter vi for eksempel systematisk ut
symbolet R med Q, star vi igjen med ti sanne utsagn om de rasjonale tallene (kontrol-
ler!). Far vi besgk av et vesen fra en annen planet og gnsker a forklare henne hvilket
tallsystem vi bruker pa jorden, er det derfor ikke nok & si at vi bruker ett som oppfyller
de ti aksiomene ovenfor — hun kan jo ikke da vite om vi mener de reelle tallene eller
de rasjonale tallene eller kanskje et tredje tallsystem som ogsa oppfyller aksiomene
(det finnes flere). Denne situasjonen endrer seg nar vi legger til vart siste aksiom:

Aksiom 11 (kompletthetsprinsippet): Enhver ikke-tom, oppad begrenset delmeng-
de av R har en minste gvre skranke i R.

Vi sa i forrige avsnitt at kompletthetsprinsippet ikke gjelder for Q. Det viser seg at
det heller ikke gjelder for noen av de andre tallsystemene som oppfyller de ti fgrste
aksiomene — bortsett fra R. Til sammen gir altsa de elleve aksiomene vére en entydig
beskrivelse av R, og hvis vi gnsker a forklare hva de reelle tallene er til en person med
en helt annen bakgrunn enn var, er dette kanskje den raskeste maten a gjgre det pa.
Na virker det kanskje som om denne forklaringen ikke er serlig informativ — det er da
mange nyttige egenskaper ved de reelle tallene som ikke er tatt med blant aksiomene
vare? Jo da, det er utvilsomt riktig, men det viser seg faktisk at alt vi vet om de reelle
tallene, kan utledes fra disse elleve aksiomene hvis man bare har litt talmodighet (og
dyktighet)! En slik utledning er en ganske langtekkelig og omstendelig affere, og
vi skal slett ikke gi oss i kast med den her, men som en smakebit for de spesielt
interesserte finnes det til slutt i denne seksjonen noen eksempler og oppgaver som
antyder hvordan den kan gjennomfgres.

At alle egenskaper ved de reelle tallene kan utledes fra aksiomene vare, har ogsa
en annen viktig konsekvens. Siden kompletthetsprinsippet er det eneste aksiomet som
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ikke er oppfylt av Q, er dette i bunn og grunn det eneste redskapet vi har til behandling
av reelle tall som vi ikke like godt kan bruke pa de rasjonale. Denne observasjonen
kan vi benytte til & teste hvor viktig kompletthetsprinsippet er for vare undersgkelser:
Dersom vi har bevist et resultat for de reelle tallene og det tilsvarende resultatet for
rasjonale tall ikke er riktig, s& ma vi ha gjort essensiell bruk av kompletthetsprinsippet
underveis. Vi skal av og til benytte oss av denne teknikken for a understreke hvilken
sentral rolle kompletthetsprinsippet spiller i teorien var.

La oss helt til slutt i dette avsnittet vise noen eksempler pa hvordan vi kan utlede
kjente egenskaper ved de reelle tallene fra aksiomene ovenfor. All erfaring viser at
dette er vanskelig stoff, sd bade eksemplene og oppgavene i denne seksjonen ma nok
regnes & vere for «spesielt interesserte». Pa den annen side — far man fgrst taket pa
dette, kan det faktisk vaere ganske ggy.

2.4.1 Eksempel

a) Vis at dersom = + z = y + z, sd er x = y (dette kalles ofte forkortingsloven for
addisjon). Ifglge aksiom 5 finnes det et tall u slik at z4+wu = 0. Siden z+ 2z = y+2z, ma
0gsa (z+2)+u = (y+2z)+u. Ved aksiom 2 fér vi dermed at x+ (z4u) = y+ (2 +u),
og siden z + u = 0, betyr dette at x + 0 = y + 0. Ifglge aksiom 4 er dette det samme
som at x = y, og vi er ferdige.

Det finnes ogsa en annen variant av forkortingsloven som sier at hvis z+x = z+vy, sa
er x = y. Pa grunn av aksiom 1 fglger denne varianten umiddelbart fra den vi nettopp
har vist.

b) Vis at - 0 = 0. Hvis vi fgrst observerer at

ac—&—Oéxéx-lé:v(l—l—O)ix-l—i—x-oéx—&—awo
(tallene over likhetstegnene viser hvilke aksiomer vi bruker), sa kan vi bruke a) til a
konkludere med at 0 = x - 0.

¢) Vis at for hver z € R finnes det ngyaktig et tall y slik at x 4+ y = 0. Fra aksiom
5 vet vi at det finnes minst ett slikt tall y. Anta at z er et annet tall med den samme
egenskapen. Da har vi x + y = = + z, og ifglge forkortingsloven i a) ma da y = z.

Det entydig bestemte tallet y slik at x 4+ y = 0, skal vi heretter betegne med —x (av
og til vil vi skrive (—z) for & gke lesbarheten).

d) Vis at —(—z) = x. Per definisjon er —(—z) det entydig bestemte tallet slik at
—x + [=(—z)] = 0. Kan vi vise at  har den samme egenskapen, s ma derfor z =
—(—z). Men siden —x + x = x + (—z) = 0 pa grunn av aksiom 1 og definisjonen av
—x, sa er dette faktisk tilfelle.

e) Vis at (—z)y = —(zy). Per definisjon er —(zy) det eneste tallet slik at zy +
[—(zy)] = 0. Pa den annen side er

1 3 c) b)
xy+ (—x)y=yr+y(—z) =ylzr+ (—z)] =y-0=0,

og folgelig ma —(xy) = (—x)y.
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f) Vis at (—x)(—y) = xy. Vi har

g) Vis at —y < —x medfgrer x < y. Vi har
9 c),1 9
—y<-—r= -y+y<-—-z+y=0<y+(—2)=0+z

d
<[y+(—x)]+a:1:’2>x+0<y—|—[(—a:)+x]:)>m+0<y+0:4>1:<y.

h) Vis at dersom x < 0, sé er —x > 0. Dette ville fglge fra d) og g) dersom vi bare
visste at —0 = 0. Men det er lett & vise: Per definisjon er —0 det eneste tallet slik at
0+ (—0) = 0. Ifglge aksiom 4 er 0 4+ 0 = 0, og dermed ma —0 = 0.

i) Vis at dersom x < y og z < 0, sd er zz > yz. Siden z < 0, vet vi fra h) at —z > 0.
Ifglge aksiom 10 er da

z(—2z) <y(=2)
og ifplge e) betyr dette at —(zz) < —(yz). Men da kan vi bruke g) til a konkludere
med at
Tz > yYz.

Oppgaver i seksjon 2.4
1. Vis at om vi erstatter R med Q, sa gjelder fortsatt de 10 fgrste aksiomene.

2. LaA= { a+bv2]|a,beQ } Vis at de ti fgrste aksiomene ovenfor holder om vi
bytter ut R med A. Holder kompletthetsaksiomet ogsa?

I oppgavene nedenfor skal du bevise en del velkjente egenskaper ved de reelle
tallene. Du har imidlertid bare lov til a bygge pa aksiomene og resultatene i eksem-
pel 2.4.1.

3. Definer a®> = a - a. Vis at a® > 0 for alle a.

4. Definer2ved2 =1+ 1. Visata + a = 2a.

5. Visat (a + b)? = a® + 2ab + b2

6. a) Visatdersomzu =zvogz # 0,sderu = v.
b) Vis at dersom x # 0 og y # 0, sa er xy # 0.

¢) Vis at det til hver « # 0 bare finnes ett inverst tall z som beskrevet i aksiom 6.
Vi skal kalle dette tallet 1.

d) Visat (z71)"! = 2.

e) Visat (zy)~! =2ty
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f) Definer r_ zy L. Vis at (E) (y> = ﬁ.
Y

z v zZv
-1
g) Vis at (I> = g.
y x

by visat 29— T
z/w Yz

1) Visatf—kizw.
Yy w yw

2.5 Historisk epistel: Fremveksten av de reelle tallene

Was beweisbar ist, soll in der
Wissenschaft nicht ohne Beweis
geglaubt werden.

— Richard Dedekind (1831-1916),
Was sind und was sollen die Zahlen

De naturlige tallene var kjent i fgrhistorisk tid, og bade egypterne, babylonerne, inder-
ne og kineserne kunne regne med brgker. Annerledes var det med negative tall — selv
om bade inderne og kineserne tidlig tok dem i bruk, fikk de ikke gjennomslag i vér
del av verden fgr pa 15-1600-tallet. Pa omtrent samme tid kom desimalbrgkene som i
Europa ble innfgrt av den nederlandske matematikeren Simon Stevin (1548-1620).

Vi er sa vant til desimalbrgker at vi kanskje synes det er merkelig at de kom sa
sent, men vi ma huske pa at helt til 1200-tallet var romertallene eneradende i Euro-
pa. Det tallsystemet vi bruker i dag, ble utviklet i India og kom til Europa gjennom
araberne. Selv om romertallene var ubrukelige til regning (man brukte regnebrett til
utregningene og skrev bare ned svaret), mgtte de nye tallene bastant motstand, og det
tok flere hundre ar fgr de var alminnelig akseptert.

Den aller fgrste gangen vi mgter indisk-arabiske tall i Europa er i skriftene til Ger-
bert av Aurillac (945-1003) som i 999 ble pave under navnet Sylvester II. Selv om
Gerbert brukte den arabiske skrivematen, hadde han ikke fattet de regnemessige mu-
lighetene som 14 i det nye tallsystemet. De fgrste systematiske leerebgkene kom pa
1200-tallet, og i disse er de nye regneteknikkene gjerne kalt algorismer — en forvansk-
ning av navnet til den arabiske matematikeren al-Khwarizmi (ca. 780-850). De mest
kjente er Leonardo Fibonaccis Liber Abaci fra 1202, Alexander de Villa Deis Carmen
de Algorismo fra rett etter 1200, og Johannis de Sacroboscos Algorismus Vulgaris fra
1230. Selv om det er Liber Abaci som har overlevd i matematikkhistorien, var det
de to andre som fikk stgrst utbredelse innledningsvis. Selv til Norden spredde disse
verkene seg forbausende raskt, og i Hauksbok som ble skrevet av den islandsk-norske
stormannen Hauk Erlendsson (ca. 1265-1334) og hans sekreterer rundt ar 1300, fin-
ner vi et langt avsnitt med tittel Algorismus. Teksten ser ut til i hovedsak & vare hentet
fra Carmen de Algorismo (se Brun [2]).

Mens europeerne brukte det indiske tallsystemet til a regne med hele tall, var ara-
berne i full gang med a utforske desimalbrgkene. Vi mgter dem fgrste gang hos al-
Uqlidisi i 952, men den forste systematiske behandlingen finner vi hos al-Samawal (ca.
1125-1180), og sin endelige form fikk teorien av al-Kashi (dgd 1429). Al-Samawal
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og al-Kashi er interessante fordi de viser noe av den nasjonale og geografiske spred-
ningen blant matematikerne i den arabiske verden.

Al-Samawal var fgdt i Bagdad av jgdiske foreldre som hadde innvandret fra Ma-
rokko. Han skrev sitt viktigste matematiske verk da han var 19, og konsentrerte seg
senere hovedsakelig om medisin. Han skrev en samling erotiske historier som fortsatt
finnes, og forti ar gammel konverterte han til Islam. For & begrunne og forsvare dette
skrittet skrev han en selvbiografi som fortsatt er bergmt og beryktet for sine angrep pa
jsdedommen.

Al-Kashi var fgdt i Iran, og etter noen ar som omreisende lerd, kom han under
beskyttelse av tatarfyrsten Ulug Beg (1394—-1449 — Ulug Beg er egentlig hans tittel,
men det har blitt hengende ved ham som et egennavn). Ulug Beg var selv en betyde-
lig astronom, og han grunnla bade et universitet og et observatorium i sin hovedstad
Samarkand. Al-Kashi er blant annet bergmt for a ha beregnet sin 1° med forblgffende
ngyaktighet — hans verdi tilsvarer 0.017452406437283571! Ulug Beg brukte denne
verdien til 4 lage sinus- og tangenstabeller for hvert eneste minutt fra 0° til 90° (se
Berggren for flere detaljer [1]).

De arabiske verkene om desimalbrgker ble aldri oversatt til europeiske sprak, og
Simon Stevins gjenoppdagelse var en selvstendig forskerbragd. Den ble begjerlig
mottatt — pa denne tiden hadde man et stort behov for tabeller til blant annet astro-
nomi og navigasjon, og for dem trengte man et effektivt notasjons- og regnesystem.
Den stgrste ulempen med desimalbrgker er at de er tungvinne & multiplisere og di-
videre (prgv & dividere to tall med seks desimaler for hand), men pa begynnelsen av
1600-tallet utviklet den skotske adelsmannen John Napier (1550-1617) og sveitseren
Jost Biirgi (1552-1632) en Igsning pa dette problemet — logaritmene. Ved hjelp av lo-
garitmer kan multiplikasjon erstattes med addisjon og divisjon med subtraksjon. (Her
er ideen: Anta at du har en tabell over logaritmene til forskjellige tall. Hvis du gnsker
a regne ut produktet av tallene a og b, slar du opp logaritmen til a og logaritmen til
b, og legger sammen disse to tallene. Siden log a + log b = log(ab), har du na regnet
ut hva logaritmen til ab er. Ved a bruke tabellen baklengs finner du ab. Denne meto-
den ble undervist i norske skoler til lommeregneren kom for alvor midt pa 1970-tallet.
Edwards [6] gir en god beskrivelse av Napiers oppdagelse av logaritmene.)

Desimalbrgkene og logaritmene revolusjonerte den praktiske tallregningen, men
etter som tiden gikk og differensial- og integralregningen vokste frem, viste det seg
at desimaltallene i seg selv ikke ga et tilstrekkelig teoretisk fundament for den nye
matematikken. Pa slutten av 1700-tallet dukket det opp stadig flere problemer knyttet
til tall- og funksjonsbegrepet, og en storstilt opprydning begynte. Den tok tid, og fgrst
pé 1870-tallet hadde man en skikkelig forstdelse av hva de reelle tallene er. Spesielt
tok det tid a forstd kompletthet. Som vi skal se flere eksempler pé i denne boken, kan
kompletthetsprinsippet brukes til a lgse svert ulike problemer, og det tok mye arbeid
a utkrystallisere et enkelt begrep med sa stor slagkraft.

Det er flere mater & nerme seg de reelle tallene pa. En mate er den vi antydet
i seksjon 2.4 — vi skriver opp en liste av egenskaper som de reelle tallene har, og
baserer var argumentasjon pa disse egenskapene. Denne angrepsmaten har en svakhet;
den garanterer ikke at det virkelig finnes et tallsystem som har denne kombinasjonen
av egenskaper. For a veere pa den sikre siden ma vi konstruere et slikt tallsystem. Mye
av arbeidet i forrige arhundre bestod nettopp av slike konstruksjoner.

Vi skal se raskt pa tre forskjellige konstruksjoner. Den meste naturlige er kanskje
den som Karl Weierstrass (1815-1897) skal ha brukt i sine innflytelsesrike foreles-
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ninger i Berlin. Han foretok rett og slett en grundig, logisk analyse av uendelige de-
simalbrgker og viste at de hadde alle de egenskapene man gnsket seg. De to andre
konstruksjonsmetodene har en litt annen grunnidé. Her starter man med de rasjonale
tallene, og utvider dem til man far et rikere tallsystem som oppfyller kompletthetsprin-
sippet. Maten denne utvidelsen blir gjennomfgrt pa, er forskjellig i de to metodene;
Richard Dedekind (1831-1916) baserte seg pa delmengder av de rasjonale tallene (sa-
kalte dedekind-snitt), mens Charles Meray (1835-1911), Georg Cantor (1845-1918),
Ernst Kossak (1839-1902) og Eduard Heine (1821-1881) brukte fglger. Siden det var
Dedekind som trengte dypest inn i materien, skal vi se neermere pa hans ideer.

Richard Dedekind var fgdt i Braunschweig i Tyskland i 1831. Han var student av
Gauss, og etter at han hadde avlagt sin doktorgrad i 1854, fikk han en stilling ved den
polytekniske hgyskolen i Ziirich. Dedekind forteller selv at hans interesse for det reelle
tallsystemet vaknet da han fgrste gang skulle undervise et begynnerkurs i matematisk
analyse. Han kikket pa mange forskjellige fremstillinger, men fant ingen som oppfylte
hans krav til matematisk stringens. Nermest for a tilfredsstille seg selv utarbeidet han
1 1858 en teori som han fgrst i 1871 publiserte i en artikkel — Stetigkeit und irrationale
Zahlen.

Dedekind innfgrer her det som senere har blitt hetende dedekindske snitt — det er
rett og slett et par (A4, B) av delmengder av Q slikat AU B = Q, AN B = () og alle
elementene i A er mindre enn alle elementene i B. Ideen er at hvert snitt definerer et
reelt tall — for eksempel vil snittet

A={zecQl|2®*<2} B={zecQ|2*>2}

definere /2. Dedekind forklarer hvordan slike snitt kan multipliseres, adderes og sam-
menlignes slik at de oppfyller alle aksiomene for reelle tall. I et senere verk — Was sind
und was sollen die Zahlen (1888) — gikk han enda grundigere til verks; han startet med
en definisjon av naturlige tall og bygde systematisk opp de hele, rasjonale og reelle
tallene fra dette utgangspunktet. Et sammendrag av Dedekinds ideer med utdrag fra
hans skrifter finner dui [11].

Dedekind ga ogsa viktige bidrag til algebraen der han sammen med Ernst Kummer
(1810-1893) og Leopold Kronecker (1823-1891) bygde opp en teori for idealer. Den-
ne utviklingen nadde et hgydepunkt med Emmy Noether og hennes skole i G6ttingen
i forste halvdel av vért arhundre.

Amalie Emmy Noether (1882-1935) ble fgdt i Erlangen i Tyskland. Hennes far,
Max Noether (1844-1921), var en kjent matematiker, og ogséa den yngre broren Fritz
valgte en matematisk karriere. Emmy utdannet seg fgrst til lererinne i engelsk og
fransk, men da hun forsgkte & ga videre, mgtte hun stadig nye hindringer. Hun var
fgrst hospitant ved universitetene i Erlangen og Gottingen i fire ar fordi kvinner ikke
hadde rett til immatrikulering, men i 1904 ble reglene endret, og hun ble opptatt som
vanlig student. Etter at hun avla sin doktorgrad i 1908, arbeidet hun i flere ar uten Ignn
ved Universitetet i Erlangen. I 1915 ble hun hentet til Universitetet i Gottingen for a
fylle tomrommet etter de unge, mannlige assistentene som hadde dratt i krigen.

Under ledelse av Felix Klein (1849-1925) og David Hilbert (1862—1943) var Got-
tingen pa denne tiden verdens matematiske midtpunkt, men selv her mgtte Noether
problemer. I 1917 fremla hun sin «habilitation» (en slags doktorgrad nummer to som
var ngkkelen til faste akademiske stillinger), men sgknaden ble avslatt fordi reglemen-
tet tilsa at bare menn kunne habiliteres. Hilbert la all sin prestisje i & oppna et unntak,
men til ingen nytte; hans kolleger ved andre fag syntes forferdet ved tanken pa a fa en
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kvinne i fakultetssenatet. Hilbert fant dette ubegripelig — fakultetssenatet var da ingen
badstue, sa han — men hans argumenter nadde ikke frem. Lgsningen ble at Hilbert an-
nonserte forelesningene i sitt eget navn, men at Emmy Noether holdt dem. I 1919 ble
reglene forandret slik at hun fikk sin habilitation, men en fast betalt stilling oppnadde
hun fgrst i 1923, og professor i Goéttingen ble hun aldri.

Emmy Noether var ingen stor foreleser, men hun var en fremragende lerer pa en
annen mate — takket vere sin brede innsikt og sin faglige genergsitet kunne hun inspi-
rere og veilede sine doktorgradsstudenter som fa andre. Det kom studenter til henne
fra alle verdenshjgrner, og hun fikk en enorm innflytelse pa den neste generasjonen
av algebraikere. Selv om hun startet sin karriere som regnemester innenfor det som
kalles invariantteori, var det etter hvert den abstrakte teoribyggingen som ble hennes
styrke.

Da Hitler overtok makten i 1933, begynte utrenskningen av jgdiske matematikere.
Emmy Noether var ikke bare jgde, hun var kvinne og sosialist i tillegg. Hun skaffet seg
raskt en stilling ved det tradisjonsrike kvinnecolleget Bryn Mawr i USA, og i Igpet av
kort tid bygde hun der opp en gruppe med talentfulle, kvinnelige matematikere. For
alle i gruppen hadde fullfgrt sin doktorgrad, dégde Emmy Noether uventet etter en
operasjon varen 1935. (Dick har skrevet en lettlest biografi av Emmy Noether [4], og
du finner ogsa mer opplysninger om henne i [8]. Miljget i Gottingen kan du lese om i
[91)

Det var forst med ideene til Dedekind og hans samtidige at vi fikk en fullverdig
teori for de reelle tallene. Over 2000 é&r tidligere hadde imidlertid grekerne utviklet
en teori som Igste mange av de samme problemene. Som vanlig i gresk matematikk
dreide det seg om linjestykker og ikke tall.

I utgangspunktet baserte grekerne sin geometri pa det vi kaller kommensurable
linjestykker. Gitt to linjestykker, tenkte de seg at det alltid ville finnes et lite, tredje
linjestykke som gikk opp et helt antall ganger i begge de to opprinnelige. Pa denne
forutsetningen bygde de blant annet proporsjonalitetsleren for likeformede trekanter.
Det kom som et sjokk da den pythagoreiske skolen rundt 430 f. Kr. oppdaget at det
fantes inkommensurable linjestykker. Selve oppdagelsen er sa omkranset av myter at
det er umulig & vite hva som egentlig skjedde, men de har enten oppdaget at siden
og diagonalen i et kvadrat er inkommensurable (dette svarer til at v/2 er irrasjonal, se
oppgave 2.2.16), eller at siden og diagonalen i en reguler femkant er det.

Oppdagelsen av inkommensurable linjestykker la grekernes logiske byggverk i
grus. Men tragedien ble fort snudd til triumf; Eudoxos (ca. 400—ca. 350 f. Kr.) reiste et
nytt byggverk der proporsjonalitetslzeren ble utvidet til ogsa & gjelde inkommensurable
linjestykker. Ngkkelen til Eudoxos’ konstruksjon er ideen om at inkommensurable
linjestykker kan tilnzrmes med kommensurable — en variant av var observasjon om
at de rasjonale tallene ligger tett. For & gjennomfgre denne ideen matte han imidlertid
konstruere en teori for forhold mellom alle typer linjestykker (inkommensurable sé vel
som kommensurable), og det gjorde han med en imponerende logisk presisjon. Selv
om Eudoxos’ teori ikke tar opp alle de aspekter man ma drgfte nar man skal konstruere
et tallsystem, er den fullverdig for sitt formal, og den overgar alt annet som ble skapt
fgr Dedekind. Dessverre er Eudoxos’ egen fremstilling av teorien gatt tapt, men hos
Euklid utgjor den det logiske hgydepunktet.

I tillegg til at den ikke tar opp alle regneoperasjoner, er det én vesentlig ting som
skiller grekernes teori for forhold fra den moderne teorien for reelle tall. Mens vi
godtar irrasjonale tall pa lik linje med de rasjonale, skjelnet grekerne strengt mellom
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de linjestykkene som var kommensurable med enheten, og de som ikke var det. De
fgrste ble kalt tall, mens de andre fikk ngye seg med a vare «stgrrelser». Grekerne
godtok stgrrelsene bare som svar; det ville ikke falle dem inn & starte et problem
med et linjestykke som hadde lengde /2. Dette skillet mellom tall og stgrrelser var
ufruktbart, og hadde nok mye av skylden for at Eudoxos’ teori etter hvert ble skjgvet
i bakgrunnen.

@nsker du a vite mer om reelle tall, er Nivens bok [7] et utmerket sted a starte
— den har et interessant og utradisjonelt stoffvalg, og den er skrevet for lesere som
ikke er vant til & lese matematikk pa egen hand. Dedekinds konstruksjon finner du
en rekke steder, blant annet i Rudins bok [10]. (Du finner ogsé en skisse i Jksen-
dals hefte [12].) Boken til Courant og Robbins [3] gir en ganske utfyllende skisse av
tallsystemenes oppbygning. En meget interessant, men mer avansert bok om tallsys-
temer er [5]. Informasjon om Eudoxos og hans forholdslere finner du i alle generelle
matematikkhistorier, og der finner du ogsa beretningen om tallsystemenes utvikling
og desimalbrgkene.
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Komplekse tall

| et slikt regnestykke har vi til &
begynne med helt alminnelige tall,
som kan sta for meter eller kilo eller
noe annet konkret, og i hvert fall er
virkelige tall. P& slutten av
regnestykket har vi det samme. Men
de er bundet sammen med noe som
slett ikke eksisterer. Er ikke det
akkurat som en bro som bare bestar
av et brohode pa hver side, men
som man allikevel gar over like trygt
som om den var hel? For meg er det
noe svimlende ved en slik mate a
regne pa; som om det fgrer meg et
stykke pa vei mot Gud vet hva. Men
det som jeg virkelig synes er
uhyggelig, er den kraften som ligger
skjult i et slikt regnestykke og holder
en sa fast at en tross alt kommer
velberget i land.

— Robert Musil (1881-1942), Unge
Térless

Det finnes ikke noe reelt tall z slik at 22 = —1; uansett om x er positiv eller negativ,
sé vil jo 2% vare positiv og kan umulig vere lik det negative tallet —1. Sagt pa en
annen mate: Vi kan ikke ta kvadratroten til et negativt tall.

Selv om dette er en vel innterpet regel fra skolematematikken, er det en sannhet
med store modifikasjoner. Riktignok finnes det ikke noe reelt tall som er kvadratroten
til —1, men det gar an & konstruere et stgrre tallsystem som inneholder slike kvadra-
trgtter. Disse nye tallene kalles komplekse tall, og de er temaet for dette kapitlet.

Men hva i all verden er vitsen med & konstruere et enda stgrre og mer uoversiktlig
tallsystem bare for a kunne trekke kvadratrgtter av negative tall? Kan ikke disse tallene
fa lov til & slippe a ha kvadratrgtter hvis de sé inderlig gjerne vil? Sannheten er at det
i matematikkhistorien gang pa gang har meldt seg et behov for a kunne regne med
kvadratrgtter til negative tall. Ofte har disse behovene vert av praktisk karakter — det
kan for eksempel hende at en regneprosedyre som hittil har virket utmerket, plutselig
bryter sammen pa et nytt eksempel fordi den befaler oss a ta kvadratroten til et negativt
tall. I mange tilfeller viser det seg til og med at dersom vi later som om vi kan ta
kvadratroten til det negative tallet, og bare regner videre som prosedyren befaler, sa



116

vil disse kvadratrgttene etter hvert falle bort, og vi stér igjen med et meningsfullt og
riktig svar. Fgr vi gér lgs pa den systematiske fremstillingen av teorien for komplekse
tall, skal vi se litt neermere pa et slikt historisk eksempel.

Den fgrste gangen man stgtte pa behovet for a regne med komplekse tall, var da de
italienske matematikerne Scipione del Ferro (1465-1526), Niccolo Tartaglia (1499—
1557), Girolamo Cardano (1501-76) og Ludovico Ferrari (1522-65) begynte a lgse
tredje- og fjerdegradsligninger. Allerede for fire tusen ar siden kunne babylonerne
Igse annengradsligninger, men del Ferro var den fgrste som lgste en generell klasse av
tredjegradsligninger! Cardano visste for eksempel at tredjegradsligningen

2 —pr—q=0

der p og g er positive, har ngyaktig én positiv 1gsning, og han utledet en formel for

Denne formelen fungerer utmerket i mange tilfeller, men prgver vi a bruke den pa
ligningen

x> =150 —4=0,

skjer det noe merkelig. Ved innsetting i ligningen ser vi at den positive roten ma vere
= = 4, men Cardanos formel gir oss i stedet det merkelig uttrykket

r= VTl 12— Vol -2 1)

Denne formelen er ikke bare komplisert, men den inneholder den «forbudte»kvadrat-
roten y/—121. Rafaello Bombelli (1526-1572) viste imidlertid at (1) ikke er sa absurd
som den kan se ut til ved fgrste gyekast. Ved a regne med kvadratrgtter til negative tall
etter de samme regnereglene som vi bruker for vanlige kvadratrgtter, kom han frem til

at
VV-I2l+2=y=1+2 (2)
og

v V—121 —2 = +/—1—2. (3)

Setter vi dette inn i (1), faller de negative kvadratrgttene mot hverandre, og vi sitter

igjen med
z=(V-142) - (V-1-2) =4,

akkurat som vi gnsket oss!

Bombellis beregninger (og andre eksempler av samme type) viser at dersom vi kan
finne en fornuftig tolkning av kvadratrgttene til negative tall, sd kan vi bruke Cardanos
formel til & 1@se problemer som den ellers ikke egner seg til.

Etter hvert kom det for en dag at dette var et generelt fenomen. Det fantes en rek-
ke problemer som man lett kunne lgse ved a anta at negative tall hadde kvadratrgtter,
men som det slett ikke var sa lett a fa has pa med andre midler. Pa seksten- og sytten-
hundretallet ble det derfor en akseptert praksis at man kunne bruke slike kvadratrgtter
til & lgse matematiske problemer, men det var nok mange som hadde samvittighets-
kvaler ved a gjgre det. Hvordan i all verden kunne man vere sikker pa at svaret var
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riktig nar man hadde regnet med ikke-eksisterende tall i utledningen? Tenk hvis man
en dag regnet med disse ikke-eksisterende stgrrelsene pa to forskjellige mater og fikk
to forskjellige svar! Denne frykten ble man ikke kvitt fgr i 1797 da den norsk-danske
landmaleren og matematikeren Caspar Wessel (1745-1818) viste at det slett ikke var
noe mystisk ved de komplekse tallene. Riktignok er det ikke plass til dem pa tallinjen,
men vi kan pa en enkel og naturlig méte tenke pa dem som vektorer i planet.

I dette kapitlet skal vi stort sett fglge den historiske utviklingen. Fgrst skal vi se
hvilke regneregler vi kommer frem til dersom vi regner med kvadratrgtter til negative
tall pa samme mate som med vanlige kvadratrgtter, og deretter skal vi studere Caspar
Wessels geometriske tolkning av de komplekse tallene. Men fgr vi gar i gang med
den systematiske fremstillingen, kan det veere morsomt nok en gang a ga tilbake til
eksemplet vart og se hvordan Bombelli regnet for 8 komme frem til (2). (Dersom du
ikke synes at dette hgres sa morsomt ut, kan du godt hoppe over disse regningene.)

For 4 forenkle notasjonen skal vi skrive i istedenfor v/—1. Vi begynner med &
opphgye hgyresiden av (2) i tredje potens (husk binomialformelen):

(i+2)3=+3-42.243-7-22+2% =43 + 62 +12i + 8.
Bruker vi né at i2 = —1, far vi
(i+2)*=—i—6+12i +8=11i + 2.
Etter vanlige regneregler for rottegn er 11¢ = 114/—1 = +/—112 = /—121, som
betyr at
(i +2)* = vV—121 + 2.
Starter vi nd med venstresiden til (2), far vi at
V=121 +2=3/(i+2)83=i+2=v-1+2,

som er akkurat det vi skulle vise. Formel (3) kan utledes pa helt tilsvarende mate. Selv
om disse regningene ser besnerende ut, er det grunn til nok en gang & understreke at
de forelgpig er helt meningslgse; vi vet jo ikke hva kvadratroten til et negativt tall er —
eller om den i det hele tatt finnes!

3.1 Regneregler for komplekse tall

La oss anta at det finnes et «tall» i slik at i> = —1 og se hva slags regneregler det fgrer
til. Vi skal regne med uttrykk pa formen

z=a+1b

der a og b er reelle tall, og vi skal kalle en slik z for et komplekst tall. Det reelle tallet
a vil vi kalle realdelen til z og betegne med

a = Re(z).
Det reelle tallet b kaller vi imagineerdelen til z og skriver

b=1Im(z).
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Seksjon 3.1 Regneregler for komplekse tall

Mengden av alle komplekse tall kaller vi C.

Dersom imaginerdelen b er lik 0, sa blir z = a + i0 = a, som altsa er et reelt tall.
Dette betyr at de reelle tallene er inkludert i de komplekse. Lar vi realdelen a vare 0,
far vi tall pa formen z = 0 4 ib = ib. Disse tallene kalles imagincere. Legg merke til
at dersom vi kvadrerer et imaginart tall z = 4b, si far vi det negative tallet —b2. Det
er denne egenskapen som har gitt opphav til den underlige betegnelsen «imaginar».
Siden det var opplest og vedtatt at et kvadrat ikke kunne vere negativt, ansa tidligere
tiders matematikere de imagin&re tallene som rene fantasifostre — nyttige, kanskje,
men ikke desto mindre ren innbilning. Som vi skal se i neste seksjon, viser det seg at
de imaginere tallene er like virkelige og like lite innbilte som de reelle tallene.

Anta n4 at vi gnsker a legge sammen to komplekse tall z = a + ib og w = ¢ + id.
Dersom vanlige regneregler gjelder, sa skulle vi fa

z+w=(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d)

som er et nytt komplekst tall med realdel a + ¢ og imaginardel b + d.

3.1.1 Eksempel
Finn summen av de to komplekse tallene z = —3 + 7i og w = 9 + 24.
Vi féar

s w=(=3+Ti)+ (9+2i) = (=3+9)+ (T+2)i =6+ 9i.

Subtraksjon kan behandles pa samme mate som addisjon:
z—w=(a+1b) —(c+id) =(a—c)+i(b—d).
Multiplikasjon er litt mer spennende. Siden i = —1, far vi

z-w = (a+1ib) - (c+id) = ac + aid + ibc + i*bd = ac + iad + ibc — bd
= (ac — bd) + i(ad + be).

Produktet av a + ib og ¢ + id blir altsa et komplekst tall med realdel ac — bd og
imaginzrdel ad + bc.

3.1.2 Eksempel
Regn ut produktetav z =4 — 52 og w = —2 + Ti.

Istedenfor & pugge den generelle produktformelen ovenfor, lgnner det seg a multi-
plisere ut uttrykket pa vanlig mate. Vi far da

zow=(4—5i) (=24 7i) = 4(=2) + 4 Ti + (=5i)(=2) + (—5i)7i
— —8+ 28i + 10i — 35i%> = —8 + 28i + 10i + 35 = 27 + 38i.
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La oss til slutt se om det er mulig a dele ett komplekst tall med et annet; med andre
ord om vi kan gi mening til brgken

z a+ib

w  c+id

der w # 0. Her ma vi bruke et lite triks. Vi multipliserer teller og nevner med ¢ — id
og far
z (a+ib)-(c—id) ac—aid+ibc+bd ac+bd = .bc—ad

w  (c+id) - (c—id) 2 _cidtiderE P+ E 'Exa

bd bc — ad
Dette viser at z/w er et komplekst tall med realdel % og imaginardel g a4
c c

+d*

3.1.3 Eksempel

2—1

Regen ut .
eenut s

Fglger vi prosedyren ovenfor, far vi

2-i  (2-9)@4-3) 5-10i 1 2

4430 (4+30)(4—-3i) 25 5 5

Tallet 1 = — kalles den inverse til z og betegnes med 2. Ifglge regningene

ovenfor er )
1 a—tb a b

T2 a2+ et
Det er lett 4 kontrollere at zz~1 = 1, slik vi ville vente. (Gjgr det!)
La oss oppsummere regnereglene vi har kommet frem til.

3.1.4 Regneregler for komplekse tall Dersom z = a + ibog w = ¢ + id
er to komplekse tall, sa er

i z+w=(a+c)+i(b+d)
() z—w=(a—c)+ib—d)

(iil) z-w = (ac —bd) + i(ad + bc)

% a+ib ac—+bd bc — ad
N2 _ ) 0
@) w c+id 02+d2+202+d2 (7=

N R
™ 2 a2+ 02 Za2+b2

(2 #0)

Som allerede antydet, lgnner det seg neppe a lere de tre siste regnereglene utenat —
det er mye lettere & huske fremgangsmaten vi brukte for & regne dem ut.
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Seksjon 3.1 Regneregler for komplekse tall

Det finnes en viktig regneoperasjon for komplekse tall som ikke har noen mot-
svarighet blant de reelle tallene. Dersom z = a + b er et komplekst tall, kaller vi
a — b det konjugerte tallet til z og betegner det med Z. Dersom z = —3 + 7i og
w=4—8ieraltsdZ = —3 — 7i ogw = 4 + 8i. Legg merke til at den konjugerte til
etreelt tall z = a = a + 0 er lik z selv.

3.1.5 Regneregler for konjugasjon Hvis z og w er komplekse tall, sa er

2
gl wl
[
/N
g | w
N—
=
e
£

Det er viktig & forsta hva disse reglene sier. I (i) er venstresiden Z + w det komplekse
tallet vi far om vi fgrst konjugerer hvert av tallene z og w, og sa legger sammen re-
sultatene. Hgyresiden z + w er tallet vi far om vi fgrst legger sammen z og w, og sé
konjugerer resultatet. Formel (i) sier derfor at rekkefglgen av operasjonene er likegyl-
dig; vi far det samme resultatet enten vi konjugerer fgrst og sa legger sammen, eller
om vi fgrst legger sammen og sa konjugerer.

Bevisene for (i), (ii), (iii) og (iv) gar pa akkurat samme mate, og vi ngyer oss med
a vise (iii) som et eksempel. Dersom z = a + ib og w = ¢ + id, sd er

zZ-w = (a —ib)(c — id) = ac — adi — bic — bd = (ac — bd) — i(ad + bc)

og

zw = (a + b)(c + id) = ac + aid 4 ibc — bd = (ac — bd) + i(ad + be)
= (ac — bd) — i(ad + bc).

Siden disse uttrykkene er like, er (iii) bevist.

En av grunnene til at konjugasjon er viktig, er at
2Z = (a +ib)(a — ib) = a* + b* +i0 = a® + V?

mangler imaginzrdel, og altsa er et godt, gammeldags reelt tall. Vi har allerede utnyttet
denne egenskapen da vi regnet ut brgken z/w. Gjentar vi denne regningen i var nye
notasjon, ser vi nemlig at -

2w 2w

Z —
w  ww A +d?
Spesielt er
1z Z
T2z a2+ b
Helt til slutt tar vi med et eksempel pa hvordan vi kan Igse en ligning med kom-
plekse tall. Strategien er enkel; vi gjgr det vi ville ha gjort med en vanlig ligning!

z
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3.1.6 Eksempel
Lgs ligningen
iz+4i=—(24+10)z+5
Vi begynner med a samle z-leddene pa en side av likhetstegnet og de andre leddene

pé den andre siden:
(24+2i)z=5—4i

Deretter deler vi pa 2 + 2i pa begge sider:

5-4i (5—4)(2-2) 10-10i—8i+82 2-18 1 9.
= = = = - — =1

TToroi T 22— 2) 4— 442 8 1 14

Oppgaver i seksjon 3.1
1. Regn ut:
a) (24 3i)+ (5 — 69)
b) (4 +8i) — (7 — 3i)
) 2i+3(4+1)
d) (5+2i)(341)
e) (—2+3i)(2 — 2i)
4+3i
2+
—5 4 2i
5—4i

h) (5—4)7"

f)

g)

i) (74 2i)7*
2. Regn ut:

a) (—143i)—1
b) (144)(1—1)
o) (1+4)i(2—1)
d)
e) (1+i)(i—2)(i+3)
H (V2+i)(1-iv2)

2+1
2—1

(
(
(7 + 8) (7 +9)
(

g)
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Seksjon 3.1 Regneregler for komplekse tall

2
V3—i

N
i 472
1—m

h)

3. Regn ut:
a) 2+ 3i
b) 4—6i
c) —7T—-8
d) (3—14)(=24)

e) (431)
{2
4+ 51

0 (2 30) +ir—

—1

4. Finn real- og imagin@rdelen til felgende uttrykk:
a) 2—3¢
b) —3i(2 + 5i)(4 — 3i)(7 — 5i)~*
5. Lgs ligningene:
a) 2iz=3+43
b) (1+i)z+3=1—1

z—2
:3'
C)Z+1 )
d) 3—4i:2+3.i
z z—1

6. Finn komplekse tall z og wslik at z + w = 27, 2 —w = 3 + 1.
7. Finn komplekse tall z ogw slikatz —w=1—1,z +w = 4.
8. Bevis regnereglene for konjugasjon (3.1.5).

9. Vis at Zw og zw er konjugerte.

10. Anta at bade z + w og zw er reelle. Vis at da er enten z og w reelle eller de er
konjugerte av hverandre.
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3.2 Geometrisk tolkning av komplekse tall

Vi er nd i omtrent samme situasjon som matematikerne var fgr Caspar Wessels oppda-
gelse: Dersom det i en eller annen forstand er mulig a finne en kvadratrot 4 til —1, og
denne kvadratroten oppfgrer seg regnemessig omtrent som vanlige tall, s ma regne-
reglene i forrige seksjon gjelde. Vi har imidlertid ingen garanti for at det finnes en
slik stgrrelse 7, og sa lenge vi ikke har det, har vi heller ingen garanti for at regnin-
gene vare ikke vil fgre til selvmotsigelser (f.eks. ved at vi utfgrer et regnestykke pa
to forskjellige mater og far to forskjellige svar — til tross for at vi har holdt oss til
reglene).

Caspar Wessels bedrift var at han greide a tolke de meningslgse og abstrakte ma-
nipulasjonene med symboler av typen a + b som handfaste operasjoner med konkrete,
geometriske objekter. I hans tolkning er et komplekst tall ikke noe annet enn en vektor
i planet, og addisjon og multiplikasjon av komplekse tall er enkle og naturlige ope-
rasjoner med vektorer. Regning med komplekse tall er derfor ikke mer mystisk eller
farefullt enn vanlig vektorregning.

Siden vi skal tolke komplekse tall som vektorer, kan det veere naturlig a si noen
ord om vektorer og punkter i planet for vi begynner. Fra skolematematikken er man-
ge vant til 4 skjelne strengt mellom et punkt P og den tilhgrende vektoren O P som
starter i origo og ender i P. De fleste leerebgker skriver for eksempel (a, b) med runde
parenteser for punktet P, mens de angir vektoren O P med hakeparenteser [a, b]. Den-
ne distinksjonen er logisk korrekt, og den kan sikkert vere nyttig i en innleringsfase,
men i det lange 1gp forer den til et pedantisk dobbeltbokholderi som forvirrer langt
mer enn det avklarer. Vi skal derfor fglge vanlig praksis i mer avanserte matematikk-
bgker og la (a,b) betegne bade punktet P og vektoren OP. Det vil alltid fremga fra
sammenhengen om det er naturlig 4 tenke pé (a,b) som et punkt eller som en vek-
tor. (Men legg merke til at dette kan veksle innenfor samme regnestykke: Blir vi fgrst
bedt om 4 finne ligningen for linjen som gar gjennom (a, b) og er parallell med (¢, d),
sé er det naturlig 4 tenke pa (a,b) som et punkt og (¢,d) som en vektor, men der-
som vi senere blir interessert i & finne linjen gjennom (c, d) parallell med (a, b), si er
situasjonen plutselig omvendt!)

a+ ib

f——— > ———

A\

a > X

Figur 3.2.1.

Ifglge Caspar Wessels tolkning er ikke det komplekse tallet @ + b noe annet enn
vektoren (a, b). Siden vi ikke lenger skjelner mellom punkter og vektorer, betyr dette
at vi skal tenke pa hvert punkt i planet som et komplekst tall. De komplekse tallene
utgjgr altsa ikke en tallinje, men et «tallplan». Legg merke til at et reelt tall a =
a + 10 = (a,0) alltid vil ligge pa fgrsteaksen, og at det derfor er naturlig a tenke pé
denne aksen som den gamle tallinjen. Det komplekse tallplanet er med andre ord en
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Polarform

utvidelse av den reelle tallinjen. Det er ogsa verdt a legge merke til at de imaginzre
tallene ¢b = 0 + 4b tilsvarer punktene (0, b) pa y-aksen, og at den imaginzre enheten
i rett og slett er punktet (0, 1).

z+w=@+o)+ib+d !

w=c+id w=c+id
z=a+ib

Z=a+ib

z=a+ib

z—w=(a—c)+ilb—-d
a b (4

Figur 3.2.2.

Det er na lett a se at addisjon av komplekse tall ikke er noe annet enn addisjon av
vektorer; regneregelen (a + ib) + (¢ + id) = (a + ¢) + i(b + d) for komplekse tall,
tilsvarer regneregelen (a, b) + (¢, d) = (a+ ¢, b+ d) for vektorer (se figur 3.2.2a). Det
samme gjelder for subtraksjon; regneregelen (a + ib) — (¢ +id) = (a —¢) + i(b—d)
er bare den gamle regelen (a,b) — (¢, d) = (a — ¢, b — d) i ny notasjon (figur 3.2.2b).
Det er ogsa lett a tolke konjugasjon geometrisk — det konjugerte tallet Z = a — ib er
bare speilingen av z = a + b om fgrsteaksen (figur 3.2.2c).

Det gjenstar a tolke multiplikasjon geometrisk, men fgr vi kan gjgre det, trenger
vi noen nye begreper.

Den vanligste maten a beskrive en vektor i planet pa, er & oppgi koordinatene a og
b til endepunktet. Men dette er ikke den eneste maten; en annen metode er & oppgi
hvor lang vektoren er og hvilken vinkel den danner med fgrsteaksen. Lengden r og
retningen 6 (se figur 3.2.3) gir en entydig beskrivelse av vektoren vér, og vi kaller ofte
paret (r, 8) for vektorens polarkoordinater.

by

b =rsin@

|
1
|
|
1
|
|
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1

] 0
k—— a=rcos — X
Figur 3.2.3.

A\
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Det er en enkel forbindelse mellom vanlige (kartesiske) koordinater og polarkoordi-
nater. Fra figur 3.2.3 ser vi at

a =rcosb, b=rsin6.
Tenker vi pa vektoren (a, b) som det komplekse tallet z = a + ib, ser vi at
z =rcosf +irsinf.

Dette kaller vi polarformen til z.

Ved hjelp av formlene a = 7 cos 6 og b = r sin 6§ kan vi finne de kartesiske koordi-
natene a og b nar vi kjenner polarkoordinatene r og 0. I den omvendte situasjonen hvor
vi kjenner de kartesiske koordinatene og gnsker a finne polarkoordinatene, bruker vi

isteden b
a .

r=1a? + b2, cosf = —, sinf = —.

r T

I utgangspunktet er det nok naturligst & tenke seg at retningsvinkelen 6 ligger mellom
0 og 2w, men i praksis far vi ofte bruk for retningsvinkler som ikke ligger i fgrste
omlgp. Det er viktig & merke seg at (r,6), (r,0 + 27), (r,0 + 47) osv. beskriver den
samme vektoren.

Et par eksempler vil kanskje gjgre sammenhengen mellom vanlige koordinater og
polarkoordinater klarere.

3.2.1 Eksempel
Et komplekst tall z har polarkoordinater r = 6 og # = 77 /3. Finn tallet.
Vi legger fgrst merke til at 77/3 = 2w + 7/3. Ifglge formlene ovenfor er
T s 1

a:6008326c0s§:6-§=3

T T 6V3
b=6sin — =6sin- = —— =3V3
sin sin o 5 V3
sa det komplekse tallet blir z = 3 + 3+/3i (lag en figur og overbevis deg om at dette
er riktig). |

3.2.2 Eksempel
Finn polarkoordinatene til det komplekse tallet —V3+i.
Lengden r er gitt ved

r=+va2+b=v3+1=2
og vinkelen 6 er bestemt ved

V3 b 1

a

cos . 5 og sin - =5
Den eneste vinkelen i fgrste omlgp som har disse verdiene for cosinus og sinus, er
6 = 57/6. Vi far derfor polarkoordinatene (2,57/6) (tegn opp!). Legg merke til at
(2,57/6 + 2km), der k er et helt tall, ville vert et like riktig — men kanskje mindre
naturlig — svar. |
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Dersom et komplekst tall z = a + ib har polarkoordinater (r,8), s kaller vi r for
modulus til z og 6 for et argument til z. Modulusen kalles ogsa for tallverdien eller
absoluttverdien til z, og vi betegner den gjerne med

r =zl

Vi har altsa

|z] = Va2 + b2,
Legg merke til at et komplekst tall bare har én modulus, men uendelig mange argu-
menter. Legg ogsa merke til at

|22 = a® + b* = 27

Denne formelen er ofte sveert nyttig nar man arbeider med tallverdien til z.

Geometrisk tolkning av multiplikasjon

Anta na at vi skal multiplisere sammen to komplekse tall z; og zo med polarkoordina-
ter henholdsvis (r1,6;) og (r2,02). Wessels store oppdagelse var at da vil produktet
2129 ha modulus 7179 og argument 61 + 0. Vi multipliserer altsa to komplekse tall
ved a multiplisere modulusene og addere argumentene (se figur 3.2.4).

by
21
B & '92/ rl 0,
9=0,+ 0, X
r=ryr
2=22
Figur 3.2.4.

La oss skrive opp dette som et teorem.

3.2.3 Teorem

La z; = aj +ib; 0g zo = ag + ibe veere to komplekse tall, ogla z = (ajas — b1b2) +
i(a1bs + agby) veere produktet av dem. Dersom z; har modulus r; og argument 61, og
2o har modulus 75 og argument 0o, sa vil z ha modulus 717, og argument 6, + 65.

Bevis: Fgr vi begynner, kan det vaere nyttig & minne om formlene for cosinus og sinus

til en sum:
cos(f1 + 62) = cos by cos B — sin 0 sin Oy

sin(61 + 63) = cos 61 sin 2 + sin 0y cos O5.
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Siden a; = rq cosfq, by = r1sinfq, as = 9 cos by 0g ba = 19 8in O, ser vi at

Z1292 = (a1a2 — blbg) + i(a1b2 + (lgbl)
= (r1 cos f179 cos By — 11 sin O179 sin O3)
+ i(r1 cos 0172 sin Os + 71 sin O179 cos O)

r17r2(cos 01 cos O — sin 6y sin 0)

+ iryro(sin 0y cos Oy + cos 0y sin 6,)
=TT COS(91 =+ 92) +irirs Sin(91 + 02),
som er et komplekst tall med modulus ;75 og argument 6; + 6, akkurat som vi

gnsket. [ |

3.2.4 Eksempel
To komplekse tall er gitt pa polarform ved

117 . . 11«
z1 =28 cosﬁqtzsm

12
1 197 Lisi 197

29 = — COS —— 781N —— .
) 12 12

Finn produktet z; z5.

Ifglge teoremet ovenfor har produktet modulus lik 8 - 1/2 = 4 og argument lik
117/124+197/12 = 307/12 = 57/2. Siden 57 /2 ligger i annet omlgp, er det kanskje
mer naturlig & bruke den ekvivalente argumentverdien 57/2 — 27 = /2. Dermed fér
vi

2129 = 4((:0872r + isin g) =4(0+1) = 4.

Tegn opp vektorene i det komplekse planet og kontroller at dette er et rimelig svar.
[ |

Generelle egenskaper

I seksjon 3.1 antok vi at vi kunne regne med komplekse tall pa samme méte som med
reelle tall, og utledet ut fra denne antagelsen regnereglene 3.1.4. Nar vi nd har vist at
vi kan tolke regning med komplekse tall som fornuftige operasjoner med geometriske
objekter, bgr vi sjekke om denne antagelsen er riktig — er det virkelig slik at vi kan
regne med komplekse tall etter de samme reglene som gjelder for reelle? For & over-
bevise seg om at svaret er ja, kan det veere lurt & sammenligne fglgende resultat med
de aksiomene for reelle tall som vi stilte opp i seksjon 2.4.
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3.2.5 Algebraiske egenskaper ved komplekse tall For alle komplekse
tall 21, 29, 23, gjelder:

(1) Kommutative lover: z1 + zo = 2o + 21 08 2129 = 2221

(ii) Assosiative lover: (z1+z2)+ 23 = 21+ (22 + 23) 0g (2122)23 = 21(2223)

(i) Distributiv lov: z1(z2 + 23) = 2122 + 2123
(iv) Null- og enhetselement: z1 +0 = 210821 -1 =2

(v) Motsatte tall: For hvert komplekst tall z, finnes det et komplekst tall —z
slikat z+ (—2) =0

(vi) Inverse tall: For hvert komplekst tall z # 0, finnes det et komplekst tall w
slik at zw =1

Bevis: Det ville bli svert kjedelig & ga igjennom alle punktene i detalj, sa vi tar bare
for oss noen typiske eksempler (ivrige lesere klarer sikkert de gvrige selv).
La oss skrive
zj = a; +ib; = rj(cos0; + isinf;)

forj =1,20g3.
(i1) Ifglge definisjonen av addisjon er

(2’1 =+ 22) + 23 = [(a1 + CLQ) =+ Z(b1 + b2)] + (0,3 4+ Zb3)
= [(a1 + a2) + as] + i[(b1 + b2) + bs]

0g
z1 + (2’2 +23) = (a1 + ibl) + [(az + (lg) +i(be + bg)]

= a1 + (a2 + a3)] + i[b1 + (b2 + b3)]

og siden addisjon av reelle tall er assosiativt, er disse uttrykkene like.
For & vise at multiplikasjon er assosiativ, bruker vi polarkoordinater:

(2122)23 = [7’17"2 COS(Gl + 92) + iTlT’Q Sin(91 -+ 92)] . (’I"3 COS 93 + Z"I"g sin 93)
= (7"17’2)7’3 COS[(91 + 92) + 03] + i(?"ﬂ"g)?"g SiIl[(91 + 92) + 03]

Tilsvarende er

21 (2223) = (T1 COS 01 + 7:1"1 sin 01) . [7‘27'3 COS(&Q + 93) + iTg’/‘g Sil’l(eg + 93)]
=T (T‘Q’I"g) cos[01 + (02 —+ 63)] + iTl (7’27"3) sin[01 —+ (02 + 93)]

og siden 7’ene og #’ene er vanlige, reelle tall, ma disse uttrykkene vere like. (vi)
Anta z = rcosf + irsinf # 0, og sett w = r~! cos(—0) + ir~! sin(—0). Daer

zw = rr~tcos(0 + (—0)) +irr~tsin(f 4 (—6)) = cos0 +isin0 = 1.
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b

(Sjekk at w = — j_ =i i— e slik den burde ifglge vare resultater i forrige
a a

seksjon.) |

For a vere riktig systematiske og stringente burde vi na ga tilbake og sjekke at egen-
skapene ovenfor er de vi trenger for a rettferdiggjgre regningene i forrige seksjon, men
sa pedantiske har vi ikke tenkt & veere. Isteden skal vi avslutte denne seksjonen med a
vise et par eksempler pa samspillet mellom komplekse tall og geometri i planet.

3.2.6 Eksempel
Finn alle de komplekse tallene som oppfyller ulikheten

2 =1 < |z -1

(husk at |w| betegner modulusen til w = ¢ + id; dvs. lengden til vektoren (c, d)).

Vi skal Igse dette problemet pa to mater; f@grst ved regning og sa ved et geometrisk
resonnement.

Hvisz =z +iy,sderz—1=(x—1)+iyogz—i=x+i(y — 1). Dermed er

=1 =V(@-12+y* og |z—il=V2>+(y—1)%

og ulikheten var kan skrives

V=12 +92 < a2+ (y—1)%

Dette er ekvivalent med

(z—12+y* <a®+ (y—1)7

og multipliserer vi ut parentesene og forkorter, far vi —2z < —2y, som er ekvivalent
med
T >y.

Omradet vi er interessert i bestar altsa av alle komplekse tall z = x + iy med
x > y, dvs. alle punkter under eller pa linjen y = z (se figur 3.2.5).

\i

Figur 3.2.5.
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La oss na se pa en geometrisk mate a behandle det samme problemet pa. Tenker vi pa
komplekse tall som vektorer, ser vi at z — 1 ikke er noe annet enn vektoren som starter
i 1 ogenderi z. Dermed er |z — 1| ikke noe annet enn lengden til denne vektoren, som
igjen er lik avstanden fra z til 1. Tilsvarende er |z — ¢| ikke noe annet enn avstanden fra
z til 4. Ulikheten var sier dermed at vi er interessert i de punktene som ligger neermere
1 enn de ligger ¢ (vi godtar at avstandene er like). Siden linjen ¥ = z er midtnormalen
til linjestykket som forbinder 1 og 4, betyr dette at punktene vi sgker, er de som ligger
under eller pa denne linjen. ]

Den andre forbindelsen mellom komplekse tall og geometri er mer teoretisk — en kom-
pleks versjon av trekantulikheten.

3.2.7 Trekantulikheten for komplekse tall Dersom z og w er to komplek-
se tall, sa er
|2 + w| < |2] + [w].

Bevis: Av figur 3.2.6 ser vi at |z + w|, som er lengden til det rette linjestykket fra
origo til punktet z + w, ma vere mindre enn eller lik lengden til den brudne linjen gitt
ved z og w (husk at det rette linjestykket gir den korteste veien mellom to punkter).

Siden den brudne linjen har lengde |z| 4 |w|, fglger ulikheten.
y
+w w
z
¥
Figur 3.2.6.

Det er ogsa mulig a vise ulikheten ved regning, se oppgave 22.

Oppgaver i seksjon 3.2

1. Lag en figur som viser hvor tallene ligger i det komplekse planet:
a) 1+1
b) 1—1
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c) —1+14
d —1—1

2. Lag en figur som viser hvor tallene ligger i det komplekse planet:

a) 2—1
b) V3 —i
c) 3—i

3. Finn modulusen r og argumentet 6 til disse komplekse tallene:
a) 1
b) —i
c) 1+1
d -3
e) 1+iV3

4. Finn modulusen 7 og argumentet 6 til disse komplekse tallene:
a) 2—2
b) —1+iV3
©) 27+ 9iV3

5. Skriv det komplekse tallet pa formen a -+ bi nar du vet at:

™

a) r =4, 5

m

by r=1,0=—

) r=1, 1

) r=20=_

6
d)r:},0:3—7r
2 2

6. Skriv det komplekse tallet pa formen a + bi nar du vet at:
a)r=3,0=—x

107
b)r=2 0= —
) r=2, 3

103
¢ r=100v2, 6= —=

7. Finn zw nar du vet at:
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) 72( 7r+__ 7r) _3 ‘57r+_, 51
a) 2 = 00812 zsm12 , W= 00512 zsm12

b) 2 =4 37r+,_37r _ 9 777r+,.777r
z =14/ cos 16 1sin 16 , w=2| cos 16 i sin 16
) 77r+, LT 3 157T+_ Y
¢) 2 =cos— +isin —, w =3 | cos — + isin —

g g 8 8

8. Tegn det komplekse tallplanet og merk av et punkt z. Tegn deretter opp punktene

2z, —2, 2/2, iz, —iz og 2°.

9. Tegn det komplekse tallplanet og merk av to punkter z og w. Tegn deretter opp
punktene z + w, z —w, z + w/2, z — w/2, z + iw, zw 0g z/w.

10. Skisser fglgende omrader i det komplekse planet:
a) {z:]z] =1}
b) {z:|z—-1] <2}
) {z:]z—(+1)>1/2}
d {z:]z-2|<|z—i+2|}
11. Skisser folgende omrader i det komplekse planet:
a) {z:2Re(2) < |2*}
b) {z:Re(z) =1Im(2)*}
o) {z:|z|=V5|z—2[}

12. Vis at (vektorene tilsvarende) de to komplekse tallene z og w star normalt pa
hverandre hvis og bare hvis z/w er et rent imaginert tall. Nar er z og w parallelle?

13. I denne oppgaven er z og w de komplekse tallene z = 1 4 iv/3 og w = 1 + i.
a) Regnutzw og =.
b) Skriv z og w pa polarform.

¢) Bruk svarene i b) til & finne polarformen til =. Finn si de eksakte verdiene til

cos %, sin %
14. Vis at dersom Re(zw) = 0, sé er |2 +w|? = |2|? + |w|?. Hva betyr dette geomet-
risk? (Hint: Husk at |z|? = 2% for alle komplekse tall z.)

15. Visat |2 +w|? + |z — w|? = 2|z|? + 2|w|? for alle komplekse tall z og w. Forklar
at dette viser at summen av kvadratene til sidene i et parallellogram er lik summen av
kvadratene til diagonalene. (Hint: Husk at |z|> = 2Z for alle komplekse tall 2.)

16. (UiO) La z # —1 vere et komplekst tall med |z| = 1.

z—1 . .
T er rent imaginzr.

a) Vis at
z

b) Hvilken kjent plangeometrisk setning er en konsekvens av a)?
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17. (UiO) Gitt to komplekse tall z; og zo, 21 # 25.

a) La L vere den rette linjen i det komplekse plan som géar gjennom z; 0g z5. Vis

at et komplekst tall z ligger pa L hvis og bare hvis S

er reell eller z = zs.
zZ — Z9
b) La z3 vere midtpunktet mellom z; og z. La C' veare sirkelen gjennom z; og

29 med sentrum i z3. Vis at et komplekst tall z ligger pa C hvis og bare hvis
zZ—z1

er imaginer eller z = z».
zZ — Z9

1+t
18. (UiO) Anta at w = # der t er reell.
)

a) Vis at nar ¢ varierer, sa ligger w pa en sirkel S i det komplekse plan.
b) Vis at argumentvinkelen 6 til w er bestemt ved tan(6/2) = t.
19. Bevis alle punktene i 3.2.5.
20. Bevis ved induksjon pa n at for alle komplekse tall z1, 29, 23, . . . , 2, sd er
|21+ 22 + 23+ + 20| < [21] + 22| 4 |28] + -+ 2]
21. Visat |z — w| > ||z] — |w]| for alle komplekse tall z og w.

22. Her er en skisse av et bevis for trekantulikheten som ikke bruker geometriske
resonnementer. Fyll ut beviset og forklar hver enkelt trinn:

|z +w)® = (z+w)(z+w) = |2|? + 2@ + Zw + |w|?
= |2” + 2Re(2) + [w]* < |o? + 2|z |w] + [w]* = (2] + [w])*.

3.3 Komplekse eksponentialer og de Moivres formel

Vi vet hva e® betyr nar x er et reelt tall, men hva skal vi mene med e® nar z er
kompleks? Vi starter med definisjonen selv om den kan se litt underlig ut:

3.3.1 Definisjon
Dersom z = a + b er et komplekst tall, definerer vi

e = e%(cosb+isinb).

e” er altsa et komplekst tall med modulus e og argument b.

Legg merke til at hvis z = a + i0 er et reelt tall, sd er e* = e*(cos 0 + isin0) = e®.
Definisjonen stemmer altsa overens med det vi er vant til nar eksponenten er reell. Vel-
ger vi derimot imaginzre verdier for eksponenten, skjer det uventede og fascinerende
ting.

3.3.2 Eksempel
Beregn €™,
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Siden €™ = 7™ = 0 (cos 7 + isinm) = —1, fr vi
e =1

Dette kalles ofte Eulers identitet etter en av de stgrste matematikerne pa syttenhundre-
tallet, sveitseren Leonhard Euler (1707-83).
La oss ta med et eksempel til i samme gate.

3.3.3 Eksempel
Beregn e*2*™_ der k er et helt tall.
Vi far
e2k™ — cos(2km) + isin(2kw) = 1.

Denne sammenhengen kommer til & veere nyttig for oss i flere forbindelser.

Definisjonen av e kan som sagt virke underlig, men som en fgrste indikasjon pa
at den tross alt er fornuftig, skal vi na vise at den viktigste regneregelen for eksponen-
tialfunksjoner fortsatt gjelder:

3.3.4 Setning

For alle komplekse tall z, w er

Bevis: Hvis z = a+ibogw = c+id,sder z +w = (a+ ¢) + i(b + d). Dermed er
e*T = e lcos(b + d) + isin(b + d)].

Pa den annen side har e* modulus e og argument b, mens e* har modulus e¢ og
argument d. Ifglge Teorem 3.2.3 har da e - ¢* modulus e® - ¢¢ = ¢%T¢ og argument
b+ d. Fglgelig er

e e = e*[cos(b+ d) + isin(b + d)],
og setningen er bevist. |

Resultatet ovenfor gjelder selvfglgelig like godt om vi har flere enn to ledd i ekspo-

nenten:

eZ1+22+~--+zn — %1 . %2 . Zn

(& - €

Legg merke til at om z; = 25 = - - - = 2z, sa betyr dette at
enZ — (ez)n

som ogsa er en formel vi kjenner igjen fra den reelle teorien.
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Fra 3.3.1 vet vi at dersom 6 er et reelt tall, sd er
e = cosf + isiné.

Dette gjgr det mulig a skrive polarformen til et komplekst tall pd en mer kompakt

mate:

2z =r(cos +isinf) = re®.

Denne skrivematen er spesielt nyttig fordi den passer sa godt sammen med maten vi
multipliserer komplekse tall pa. Dersom z; = 7 et 0g 29 = roe’2 sier

21 2y = 7”16“91 . 7‘26192 = 7’17’26’(01+92).

Tilsvarende er
L — (reia)n _ Tne'ine
I neste seksjon skal vi bruke denne formelen til & trekke ut n-te rgtter av komplekse

tall, men aller fgrst skal vi se pa en bergmt formel som gér tilbake til Abraham de
Moivre (1667-1754).

3.3.5 De Moivres formel For alle naturlige tall n er

(cos@ + isin )" = cos(nf) + isin(nd).

Bevis: _ _
(cosf +isind)" = ()" = e = cos(nf) + isin(nh)

3.3.6 Eksempel
Uttrykk cos 360 og sin 36 ved hjelp av cos 6 og sin 6.
Bruker vi de Moivres formel for n = 3, far vi

cos 30 4 isin 30 = (cos + isinf)>
= cos®  + 3i cos® O sin O + 3i? cos @ sin® O + i° sin® 0
= c0s® 0 + 3icos? fsinf — 3cosfsin? § — isin® @
= (cos® 0 — 3 cos Osin? 0) + (3 cos? O sin @ — sin® 0).
Sammenligner vi realdelene og imaginardelene til det fgrste og det siste av disse

uttrykkene, ser vi at
cos 30 = cos® 0 — 3cosOsin? 0

og
sin 30 = 3 cos? @ sin 6 — sin® 6.

Bruker vi i tillegg formelen sin? 6 + cos? § = 1, kan vi uttrykke cos 36 bare ved hjelp
av cos 6, og sin 36 bare ved hjelp av sin 6. Vi far:

cos 30 = cos® 0 — 3cos Osin? 0
= cos® 6 — 3cos (1 — cos? )

=4cos®0 — 3cosb
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og
sin 360 = 3 cos? Hsin O — sin® 6

=3(1 — sin?#) sin § — sin® §
= 3sinf — 4sin® 6.

Dette eksemplet viser at komplekse tall kan vere et nyttig hjelpemiddel ogsa i proble-
mer som i utgangspunktet bare involverer reelle stgrrelser. Kombinerer vi de Moivres
formel med binomialformelen (se seksjon 1.4), kan vi utvide eksemplet til & gi en
generell formel for cos(nf) og sin(nh).

3.3.7 Korollar
Hvis n er et naturlig tall, sa er

cos(nf) = cos™ 0 — (Z) cos" % f0sin? 0 + <Z> cos" 1 @sinth — - ..

sin(nf) = ncos" ! fsinf — (n

3) cos™ 3 fsin® 0

Bevis: Ifglge de Moivres formel og binomialformelen er

cos(nf) + isin(nd) = (cos @ + isin 6)"

= cos™ 0 + incos” ! Osin b

— <Z> cos” 2 @sin? 6 — z(;L) cos™ 3 @sin® 0

+ (Z) cos” 4 0sin* 0 + i (Z) cos™ P fsin® 0 — - -

og samler vi de reelle og imaginare delene av dette uttrykket hver for seg, far vi
formlene i korollaret. |

Vi kan ogsa bruke de Moivres formel til & regne ut hgye potenser av komplekse tall:

3.3.8 Eksempel

Vi skal regne ut (1 + Z\/g)zs Dette kan selvfglgelig gjgres ved a multiplisere ut
uttrykket eller ved a bruke binomialformelen, men vi kommer enklere frem ved &
bruke de Moivres formel. Vi begynner med 4 skrive z = 1 -+ i1/3 pa polarform. Vi far

r:\/12+(\/§)2=2
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og

1

7

Siden z ligger i fgrste kvadrant, betyr dette at § = /3. Dermed er z = 2(cos(7/3) +
isin(m/3)). Ved de Moivres formel er

cosf =

RS

(1+iv3)* = 22 (cos(n/3) + i sin(r/3))** = 223 (cos(237/3) + i sin(237/3))
Vi observerer sa at 237“ = 87— %. Siden cos og sin er periodiske med periode 27, betyr
dette at cos(237/3) = cos(—7/3) = 1/2 mens sin(237/3) = sin(—7/3) = —/3/2.
Dermed har vi

(1+i\/§)23 223(5 z?) _ 222(1 72\/3)

Helt til slutt i denne seksjonen skal vi se pa en viktig sammenheng mellom eksponen-
tialfunksjonen og de trigonometriske funksjonene sinus og cosinus. For ethvert reelt
tall 6 vet vi at

e = cosf + isiné.

Siden cos(—0) = cos 6 og sin(—0) = — sin 0, har vi dessuten at
e = cos(—0) + isin(—0) = cosf — isinf.
Adderer vi disse to ligningene, ser vi at ?? + e~ = 2 cos 6, og falgelig er

il 4 o—ib
COSQ =
0 —if

Dersom vi isteden trekker den andre ligningen fra den fgrste, far vi e e =

24 sin 6, som medfgrer at
sinf = -
2
Disse regningene forutsetter selvfglgelig at 6 er et reelt tall, men svarene vi kom frem
til gir oss et hint om hvordan vi bgr definere cosinus og sinus til komplekse tall; vi
setter simpelthen

eiz + e—iz

COSZ = ——m—
2

) 1z e—iz
Sz = -
2

for alle komplekse tall z. Disse definisjonene har ikke bare teoretisk interesse, men
kan ogsa brukes til & gjgre en del regninger betraktelig enklere.

Oppgaver i seksjon 3.3
1. Skriv tallene pa formen a + ib:

a) eiﬂ'/?
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b) e—iﬂ'/4
¢) ¢i237/6
2. Skriv tallene pa formen a + ib:
a) 2Hin/3
b) ¢n3-3im/4

3. Skriv tallene pa formen re®:

a) 1+iV3
b) 4 — 4i
c) —23

4. Skriv tallene pi formen re®?:

a) —561
b) 27 —i9v/3
5. Regn ut zw og z/w nar:
a) z = 2e"™/* w = 4¢/6

b) z = 5e /3, w = ge™/*

6. Bruk de Moivres formel til a uttrykke cos 26 og sin 26 ved hjelp av cos § og sin 6.

Har du sett disse formlene fgr?

7. Bruk de Moivres formel til a uttrykke cos 46 og sin 46 ved hjelp av cos 6 og sin 6.

8. Regnut (1+1)" og (V3 —i)'".

9. Vis at (1+ztan9> _ l+itannd

1—itan 1—itannf’

10. Vis at formlene

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw
cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w

gjelder for alle komplekse tall z og w.

11. Vis at for alle komplekse tall z og w er

2sin v cos S =sin z + sinw
2 2
2 cos (z—;w) cos (z;w) = cos z + cosw

2sin (z—;—w) sin (z;w) = —COos 2z + cosw
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n+1l _ 1
12. a) Vis at formelen Z 2F = 371 for en endelig geometrisk rekke ogsa
y —
k=0
gjelder nér z er et komplekst tall forskjellig fra 1.

n » ei(n+1)0 -1
. o
b) Vis at Z e = W
k=0
n i (ntl
) ) sin 0
¢) Vis at formelen i b) kan skrives Z ekl — gin0/2. (,729).
k=0 Sin 3

d) Vis at (nar 0 ikke er et heltallig multiplum av 27)

cos(%@) sin(%“@)

i cos kf = —
k=0

S1n bl

n sin(20) sin (2L
Zsinkt?: sm(29).51r;( 3 9)
=0 SIH§

(Hint: Ta real- og imaginzrdeler pa begge sider i c).)

(5) = ()4 (%) = (2) e

der siste ledd i summen er & (") hvis n er like, og &(,,™ ;) hvis n er odde. Vis ogsd at

(
ORORONCI
(

Vis at

n

der siste ledd i summen er + et

) hvis n er like, og +(7) hvis n er odde.
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3.4 A trekke rotter av komplekse tall

Vi begynte a studere komplekse tall fordi vi gnsket a regne med kvadratrgtter til nega-
tive tall. I denne seksjonen skal vi se at vi kan gjgre mer; vi kan finne n-te rgtter til et
hvilket som helst komplekst tall. Dette er ikke sa vanskelig hvis vi bare holder fast ved
den geometriske tolkningen av multiplikasjon: Nar vi ganger to komplekse tall med
hverandre, multipliserer vi modulusene og adderer argumentene. Ganger vi et tall med
seg selv n ganger, betyr dette at vi tar n-te potens av modulus og ganger argumentet
med n. For & finne n-te rgtter, ma vi bare reversere denne prosedyren — vi ma ta n-te
roten av modulus og n-te delen av argumentet. Men fgr vi ser pa detaljene, kan det
vere lurt a bli enig om hva en n-te rot egentlig er.

3.4.1 Definisjon
La z vare et komplekst tall, og la n vaere et naturlig tall. Vi sier at et komplekst
tall w er en n-te rot til 2 dersom

w" =z

Er n = 2 kaller vi w en kvadratrot, og hvis n = 3 kalles w ofte en kubikkrot.

Det viser seg at et komplekst tall forskjellig fra 0 alltid har n forskjellige n-te rgtter!
(0 har bare én n-te rot, nemlig O selv). For a finne dem, lgnner det seg & skrive z pa
polarform z = re*. Velger vi nd wy = r'/"€*?/™ (vi tar altsd n-te rot av modulus
og n-te delen av argumentet), folger det fra regnereglene i forrige avsnitt at wj =
(r1/mei/mn)n = rei® = 2 Dermed har vi funnet én av n-te rgttene til z, men hvordan
finner vi de andre? Husk at polarformen til z ikke er entydig, og at vi ogsa kan skrive
z = re'®T2km) for et hvilket som helst helt tall k. Bruker vi det samme trikset pa
dette uttrykket, finner vi at wy, = 71/ (?+2k™)/" 5954 ma vare en rot. Dermed ser
det plutselig ut som om vi har fatt uendelig mange rgtter, én for hvert heltall &, men
det er heldigvis ikke tilfellet. Det viser seg at wg, wy, . .., w,—1 er forskjellige, mens
Wy = W, Wp41 = W1, W2 = Wnp42 OSV.

Grunnen til dette ser vi ved 4 sammenligne wqy og w,,. Disse to tallene har den
samme modulusen 7'/™. Argumentet til wo er 6 /n, mens argumentet til w,, er (6 +
27n)/n = 6/n+ 2x. Siden en forskjell i argumentverdi pa 27 gir det samme tallet, er
dermed wy lik w,,. Et tilsvarende argument viser at w;, = wy hvis og bare hvis k — &’
er delelig med n.

IDet kan vzre pa sin plass med noen ord om terminologi. Nér vi snakker om kvadratroten (i bestemt
form) til et positivt reelt tall, mener vi alltid det positive tallet b slik at b2 = a, og det er dette positive tallet
vi betegner med y/a. Nar vi her snakker om n-te rgttene til et komplekst tall z, mener vi alle komplekse
tall w slik at w™ = z. Dette kan virke forvirrende til & begynne med, men man blir vant til det!
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3.4.2 Setning
La z = re'? vare et komplekst tall ulik 0, og la n vere et naturlig tall. Da har z
ngyaktig n n-te rgtter wg, w1, wa, . . ., W,—1 SOM er gitt ved

wy, = ri/met02km)/n — p1/n <cos st 1 + 4 sin A 2k7r>'
n n

Bevis: Vi har allerede sett at wq, wy, wa, . . ., w,_1 er forskjellige n-te rgtter til z, sa
alt vi behgver & sjekke er at z ikke har andre n-te rgtter enn disse. Anta at w = pew
er en n-te rot til z, og la z = re® vare polarformen til z. Siden z = w” = p"e™?,
mi p" = r og né = 6 + 2kx for et eller annet helt tall k. Altsa er p = /™ og
¢ = (0 + 2km)/n, sa w = r'/"e0+2km) /7 Men vi har allerede observert at ethvert
tall pa denne formen er lik en av wg-ene for k = 0, 1,...ellern — 1. |

I praksis er det ofte enklest a finne n-te rgttene til z pa fglgende mate. Vi skriver fgrst
2 pa polarform z = 7¢* med 6 i fgrste omlgp. Sa tar vi n-te roten '/ til  og finner
n-te delen §/n av 0. Daer wy = r'/"e*®/™. Sa regner vi ut 27 /n og finner ¢?>7/™. De
andre n-te rgttene kan nd beregnes som wy, = /e 0H2TR)/1 — 40 (e27/7)E Legg
spesielt merke til at wiy1 = wy - €27/ _ har vi én rot, kan vi altsd finne den neste
ved & gange med e¢*>™/". La oss se pa et par eksempler:

3.4.3 Eksempel
Finn fjerdergttene til z = —8 4 i81/3.
Vi finner fgrst modulusen til z:

r=|z| =+(-8)%2+ 8. = /256 = 16.

Deretter bestemmer vi argumentet:

p=S-"1 o — 33 _ V3

= —— = — 11 = = —

T 6 T 2 S 16 2

og den eneste vinkelen i forste omlgp som har disse verdiene er § = 27/3 (= 120°).
Altsa er z = 16e>™/3, Tar vi na fjerderoten til modulusen, far vi v16 = 2, og
fjerdedelen til argumentet er 7/6. Altsa er

. 3 ]
wo = 2™/6 = 2(0052 +ising) = 2({ + ;) =3 +i.
Deretter observerer vi at 277/4 = /2, som gir ¢'™/? = i. Dette betyr at vi kan finne
en ny rot ved & gange den vi har med i. Den neste roten blir dermed

wy =wo i = (V3+1i)-i=iV3+i® = —1+iV3.
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y
wy=—1+iV3
/6
¥
wy,=—-V3—i
Figur 3.4.1.

Sa fglger

wy =wy i = (—-1+iV3) i=—i+i>V3=—V3—i.
Den fjerde og siste roten blir:

W3 = Wy -1 = (—\/5—2) i=—ivV3—i>=1-1iV3.

Figur 3.4.1 viser lgsningene grafisk. Legg merke til hvordan retningene fra origo til
wp, Wi, we 0g ws deler planet i fire like store sektorer. Dette er et helt generelt feno-
men; n-te rgttene til et komplekst tall z vil alltid inndele planet i n like store sektorer
péa denne maten. Ofte kan vi ha praktisk nytte av denne egenskapen nar vi skal finne
rgttene; i regningene ovenfor kunne vi for eksempel ha brukt den til & bestemme w1,
wo 0g wg geometrisk ut i fra vart kjennskap til wy. |

Vi tar med et eksempel til.

3.4.4 Eksempel
Bestem tredjergttene til z = —4+v/2 + 41/21.
Vi finner fgrst modulusen til z

r=lol =/ (4v2) + (1V2)? = VT T 32 = VoL = 8.
Sa bestemmer vi argumentet. Siden

—4V2 V2

COSHZT:? og sinf =

N
oo%
[N}

V2
2 )

mé 6 = 37 /4. Altsi er z = 8¢3™/%, Vi tar né tredjeroten til modulusen og fir ¥/8 = 2.
Deretter tar vi tredjedelen til argumentet og far /4. Dermed er

wOZQe”i/4:2(cosZ+isinZ> <\2[+ f) V2 +iV2.
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Vi observerer s at

: 2w 2w 1 V3
27”/3 = —_— ) Si _— = — = .7_
e CcoS “+181n 3 2 +1 5

Dette betyr at vi far en ny rot ved 4 multiplisere den gamle med —% + z§

o) W S P

1 V3 ) 1
wlZ“’O(‘z“Q - (v2+ive) (—5+i% 2 >
Ay
Wo
w
: /4
X
w2
Figur 3.4.2.

Vi kan bestemme wy pa samme mate:
(LAY (VBB B-E\( 1V
EE\ Ty ) T 2 2 2 "'
_V6-V2 V246
2 2

Figur 3.4.2 viser Igsningene grafisk.

Bemerkning
Det er ofte snarveier nar man skal beregne n-te rgtter. I eksemplet ovenfor hadde det

for eksempel vert raskere & beregne

(Forklar hvorfor dette gir riktig svar!)

Komplekse annengradsligninger
Nar vi nd har funnet ut hvordan vi finner kvadratrgttene til komplekse tall, er det en

enkel sak a lgse komplekse annengradsligninger — vi fglger den samme prosedyren
som vi brukte til & finne lgsningsformelen for reelle ligninger.
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Dersom a, b og c er reelle tall, vet vi at Igsningene til annengradsligningen ax? +

bx + ¢ = 0 er gitt ved
o —b=+ Vb2 — 4ac
B 2a

Det viser seg at vi far akkurat den samme formelen i det komplekse tilfellet, men
fgr vi kan bruke den, mé vi bli enige om hva /b2 — 4ac skal bety nar innholdet i
kvadratroten er komplekst. Husk hva som skjer i det reelle tilfellet; ethvert positivt
reelt tall r har to (reelle) kvadratrgtter, men nér vi bruker kvadratrotsymbolet /7,
mener vi alltid den ene av disse kvadratrgttene, nemlig den positive. I det komplekse
tilfellet er det ikke sé lett & plukke ut den mest naturlige betydning av /z — det viser
seg faktisk at forskjellige valg er naturlige i forskjellige sammenhenger. Derfor finnes
det heller ikke noen universell definisjon av hva \/z skal bety nar z er kompleks. For
vare formal i denne boken kan vi imidlertid fint greie oss med denne definisjonen:
Med /7 skal vi mene den kvadratroten til z som har argument i intervallet [0, 7), dvs.
at vi velger den kvadratroten som ligger i gvre halvplan.

3.4.5 Setning
Anta at a, b og c er komplekse tall, @ # 0. Da har annengradsligningen az? +

bz + ¢ = 0 lgsningene
—b+ Vb? — dac
=
2a

Bevis: Setter vi a utenfor en parentes og fullfgrer kvadratet, far vi:

az? +bz+c=a z2+éz+i—i+E =a z—f—i Q—ﬁ-i-g
o a 4a2  4a2  a) 2a 402  a )’

Ligningen er oppfylt nar dette uttrykket er lik 0, dvs. nar

( b>2 ¥ ¢ b —dac
z+ — =,

%) " 12 @ 4a?
og fglgelig ma z + % veare en av de to kvadratrgttene til det komplekse tallet bz;;‘m,
altsd
2 _ 4 2_ 4
z—l—i:i b ac:i\/b ca
2a 4a? 2a
Dermed er
—b+ Vb% — 4ac
2=
2a

som er det vi skulle vise. |

3.4.6 Eksempel
Lgs annengradsligningen 22 + 2iz — 1 — i = 0.
I dette tilfelletera = 1, b = 2¢ og ¢ = —1 — ¢. Dermed er

—b+ Vb2 —dac  —2i+\/(20)2—4-1-(-1—4) —2i+V4i
z = =

2a 2 o 2
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For & komme videre mé vi finne v/4i. Siden 4i har modulus 4 og argument 7 /2, har
tallet en kvadratrot wo med modulus v/4 = 2 og argument ( g) /2 = 7. Siden dette

tallet ligger i gvre halvplan, er Vai = 2eim/4 = /2 + iv/2. Dermed er

_ 2% (V2+iv2)

z

som gir to lgsninger

La oss helt til slutt i denne seksjonen se hva resultatet ovenfor kan fortelle oss nar
koeffisientene a, b og c er reelle tall. Fra skolematematikken vet vi at dersom b2 > 4dac,
s har ligningen az2 + bz + ¢ = 0 reelle lgsninger

—b=+ Vb2 — 4ac
2=\
2a
Fra setning 3.4.5 ser vi at dersom b2 < 4ac, s har ligningen to komplekse rgtter

L —b+Vb% — dac

2a

Ni er Vb2 — 4ac = iv/4ac — b? (sjekk!) og dermed blir gsningene

_ —b*iviac—b?

i 2a

Legg merker til at rgttene er komplekskonjugerte av hverandre.

3.4.7 Eksempel
Lgs annengradsligningen 22 + 2z + 4 = 0.
Siden b? = 22 = 4 er mindre enn 4ac = 16, har vi

_ 1 _ B2 _ ; .14 — 92
L b+ ividac—b _ 2+ivV4-1-4-2 — _14iV3.

2% 2 -

La oss oppsummere det vi na vet om reelle annengradsligninger i en setning:
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3.4.8 Setning
La az? + bx + ¢ = 0 vere en annengradsligning med reelle koeffisienter (dvs.
a,b,c € R).

(i) Hvis b > 4ac, har ligningen to reelle rgtter

—b+Vb% — 4ac

z2=——.
2a
(ii) Hvis b? = 4ac, har ligningen én reell rot
—b

(iii) Hvis b? < 4ac, har ligningen to komplekse rgtter
—b + iv4ac — b2
5=
2a

som er konjugerte av hverandre.

Vi skal fa bruk for dette resultatet nar vi studerer differensligninger i kapittel 4 og
differensialligninger i kapittel 10.

Bemerkning
Du har kanskje lagt merke til at vi slett ikke trenger & definere /2 nér z er kompleks
for & gjennomfgre regningene i dette avsnittet. Alt vi behgver er & oppfatte

+/b2 — 4dac

som en symbolsk skriveméte for de to kvadratrgttene til b> — 4ac. Erfaringene fra de
fgrste utgavene av denne boken tyder imidlertid pa at lgsningene blir lettere & huske
og forsté nér vi ferst definerer /.

Oppgaver i seksjon 3.4

1. Finn kvadratrgttene til z og skriv dem bade pa formen ¢ og a + ib:

a) z=1
b) z=—1
c) 2=2+2iV3

d) z=-14+iV3
2. Vis at 1 + 27 er en kvadratrot til —3 + 44. Hva er den andre kvadratroten?

3. Finn tredjergttene til z og skriv dem bade pé formen re’ og a + ib:
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a) z=1

b) z=—1
I

C) z= R

4. Finn fjerdergttene til z og skriv dem bade pa formen re*? og a + ib:
a) z=—16
b) z=—-1—iV3
©) 2= —9v3+ 27
5. (UiO) Finn alle komplekse lgsninger av ligningen
25 = V2(1 +4).
9

Skriv svaret pa formen re®.

6. (UiO) Finn alle komplekse lgsninger av ligningen

. V3

z2° = -
1+

Skriv svaret pa formen re®®. Vis pa en figur hvordan Igsningene ligger i det komplekse
planet.

7. (UiO) Finn de komplekse Igsningene til ligningen
iz® = 8.

Skriv svaret bade pa formen re*? og pa formen a + bi. Vis pa en figur hvordan Igsnin-
gene ligger i det komplekse planet.

8. a) (UiO) Finn alle komplekse tall z slik at
2% = —1+1,
og vis pa en figur hvordan de ligger i det komplekse plan.

b) La w vere den Igsningen under a) som ligger i annen kvadrant. Finn et positivt,
naturlig tall n slik at w™ er reelt. Hva er det minste slike n?

9. Lgs annengradsligningene
a) 22 +2x+4=0
b) 52° + 6z +5=0
¢) 222 +2x+1=0

10. Vis at dersom annengradsligningen ax? + bx + ¢ = 0 bare har én rot r, si er
ax? + bxr + ¢ = a(x — r)?, dvs. at  er en dobbeltrot i ligningen.

11. Lgs annengradsligningene
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a) 22 +22+9=0

b) 22 +2iz+5=0

¢) 224+22—iV/3=0
d) 22+ (1-i)z—i=0

12. (UiO) Finn de komplekse Igsningene til ligningen z? — 2iz — (1 +4) = 0. Skriv
svaret pa formen a + bi.

13. (UiO) Finn rgttene til 22 — 4iz — 5 = 0 og skriv dem pa formen a + ib.
14. (UiO) Finn Igsningene av den komplekse ligningen
224201 —i)z+7i=0.
Angi disse bade pi formen a + bi og pa formen re?® og vis pa en figur hvordan de
ligger i det komplekse planet.
15.  a) (UiO) Finn alle komplekse lgsninger av ligningen 2% + 2% + 2z = 0.
b) Finn alle komplekse Igsninger av ligningen 22 = 1+ /34

16. (UiO) Finn alle komplekse Igsninger av ligningen z° + 4z = 0. Gi Igsningene pa
formen a + bi.

17. a) (UiO) Vis at rgttene i ligningen

1
z+ — =2cosq,
z
der « er et vilkarlig reelt tall, ligger pa enhetssirkelen (|z| = 1) i det komplekse
plan.

b) Vis omvendt at om z er et komplekst tall pa enhetssirkelen, sa er z + 1/z reell

og
—2<z+4+1/2<2.

18. (UiO) La z = a + ¢b. Vis at kvadratroten til z er pa formen

vaz+b2 a Va2 +b?
e e e R e

[NV

der € er enten 1 eller —1. Bruk formelen til & finne kvadratrgttene til —9 + 124.
19.  a) (UiO) Finn alle komplekse lgsninger av ligningen
(1+2)°=(1-2)°
for eksempel uttrykt ved w = e2%/5,
b) Finn alle komplekse 1gsninger av ligningen
1I+2)"=(1-2)",
der n er et gitt naturlig tall.

c¢) Vis at Igsningene i b) alle ligger pa en rett linje i det komplekse planet.
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3.5 Algebraens fundamentalteorem

Matematikerne oppfant de komplekse tallene fordi de gnsket a regne med kvadratrgtter
til negative tall, eller — sagt pa en annen mate — fordi de gnsket & lgse ligninger av
typen 22 +a = 0, der a > 0. Det viste seg etter hvert at de fikk utrolig mye pa
kjgpet. Innenfor de komplekse tall kan man ikke bare finne lgsninger til ligningene
2% + a = 0, men faktisk til enhver algebraisk ligning

nZ F Cno12" V02" 24tz =0

der ¢, cp—1,Cpn—2,...,C1, Co er gitte komplekse tall. En av de f@grste som fremsatte en
hypotese i denne retning, var den franske matematikeren Albert Girard som pa 1600-
tallet pastod at enhver n-te gradsligning hadde n «mulige eller umulige rgtter». Etter
som tiden gikk, samlet det seg flere og flere indisier pa at dette var riktig, men det var
fgrst den store, tyske matematikeren Carl Friedrich Gauss som i 1799 maktet & bevise
en presisert versjon av Girards hypotese. Gauss’ resultat er et av de aller mest sentrale
i matematikken, og det har fatt hedersbetegnelsen algebraens fundamentalteorem. 1
denne seksjonen skal vi se n@rmere pa hva dette teoremet sier, og vi skal ogsa ta for
oss noen enkle konsekvenser som vi far bruk for i senere kapitler. Beviset for teoremet
skal vi imidlertid ikke se pa i denne omgang; det er vanskeligere enn de fleste andre
bevisene i denne boken, og vi skal utsette det til slutten av kapittel 5 — og selv da med
en advarsel om at det er for de spesielt interesserte!

Det Ignner seg a uttrykke algebraens fundamentalteorem som et utsagn om po-
Iynomer istedenfor ligninger. Et komplekst n-te grads polynom P er rett og slett et
uttrykk pa formen

P(z)=c,2" 4+ Cno12" Ve 02" 2 ez + 0

der ¢, ¢n—1,Cn—2,...,C1,Co er gitte komplekse tall og ¢,, # 0. Et komplekst tall z
kalles en rot eller et nullpunkt til polynomet dersom P(z) = 0. Rgttene til P er med
andre ord det samme som lgsningene til ligningen

nz H 12" V02" 24tz 4o =0.

Vi skal kalle P et reelt polynom dersom alle koeffisientene c,,, c,,—1,Cpn—2,...,C1,Co
er reelle tall. Siden de reelle tallene er inneholdt i de komplekse, er de reelle poly-
nomene bare en spesiell type komplekse polynomer. De vanlige resultatene om poly-
nomer og polynomdivisjon (f.eks. dem i seksjon 1.5) gjelder like godt for komplekse
polynomer.

3.5.1 Algebraens fundamentalteorem La
P(2) = cn2™ +en12" t+cn22" 2+ .. .1z + ¢

vare et komplekst n-te grads polynom. Da finnes det komplekse tall 71,75, . . .,
T, slik at
Piz)=cp(z—11)(z—12)...(2 —Tp)

for alle komplekse tall z. Bortsett fra rekkefglgen er faktorene (z —r1), (z — r2),
..., (z — r,) entydig bestemt.
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Siden et produkt er null hvis og bare hvis minst én av faktorene er null, sa fglger det
fra dette teoremet at r1, o, ..., 7, er de eneste nullpunktene til P. Legg merke til at
siden r; kan vere lik r; for ¢ # j, sa behgver ikke P ha n forskjellige nullpunkter. For
a holde styr pa nullpunktene, kan det lgnne seg & omformulere uttrykket

Piz)=cplz—r1)(z—12)...(z —1p)
en smule. Gruppérer vi like faktorer sammen, ser vi at vi kan skrive
P(z) =cp(z—r1)" (z—12)" ... (2 — 1)

derri,7o,...,7; er forskjellige komplekse tall, og n1,na, ..., n; er positive, hele tall
slik at ny + ng + - - +n; = n. Visier at r; er en rot i P(z) med multiplisitet n,. Vi
kan na presisere Girards utsagn om at en n-te gradsligning alltid har n «mulige eller
umulige rgtter»: En n-te gradsligning har alltid ngyaktig n komplekse rgtter dersom
vi lar hver rot telle like mange ganger som den har multiplisitet. Matematikere sier
gjerne at «vi teller rgttene med multiplisitet».

3.5.2 Eksempel
Ved a multiplisere sammen hgyresiden, ser man lett at

Pz)=2" 4223 4+22+22+1=(2+1)%(z — i) (2 +1).

Polynomet P(z) har altsa rgttene —1, i, —i; den fgrste med multiplisitet 2, de to andre
med multiplisitet 1. Teller vi rgttene med multiplisitet, far vi 2 + 1 + 1 = 4, akkurat
som vi skal for et fjerdegradspolynom. |

Hvorfor er algebraens fundamentalteorem sa betydningsfullt? Hvis det er sant som
Kronecker sa, at de naturlige tallene er skapt av Varherre, mens alle de andre er men-
neskeverk, s er det naturlig & spgrre hvorfor vi har behgvd a skape tallsystemene
Z, Q, R og C. Ett svar er at alle disse tallsystemene er skapt for a gi oss muligheter
til & lgse ligninger; Z er laget for & gi oss muligheter til & lgse ligninger av typen
x4+ 7 = 0; Q er laget for at vi skal kunne Igse ligninger av typen bz + 3 = 0; R
er laget for at vi skal kunne lgse ligninger av typen 22 — 2 = 0; og C er laget for
at vi skal kunne lgse ligninger av typen 22 4+ 1 = 0. Algebraens fundamentalteorem
sier at vi nd er kommet til veis ende i denne prosessen; alle (algebraiske) ligninger
med komplekse koeffisienter har Igsninger i C, og det er ikke lenger noe behov for &
fortsette. (Dette er en sannhet med modifikasjoner; det finnes andre grunner til a danne
nye tallsystemer enn gnsket om a kunne Igse ligninger, og det finnes tallsystemer som
er skreddersydd for & mgte disse andre behovene, men ingen av dem har den samme
universelle anvendbarheten som N, Z, Q, R og C har.)

Reell faktorisering

I resten av dette avsnittet skal vi se at algebraens fundamentalteorem har viktige kon-
sekvenser for reelle polynomer. Vi begynner med en hjelpesetning:
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3.5.3 Lemma
La
P(z) =cp2™ +cn12" e 22" 24 deizt o

vare et reelt polynom (dvs. at ¢,,, ¢—1,Cn—2, - - -, C1, Co er reelle tall). Dersom
rerenroti P, sa er den konjugerte 7 ogsa en rot.

Bevis: Siden r er en rot, er
0=cpt" + Co1r™ 4 Cpar™ 2+ 17 + Cp.

Dersom vi fgrst konjugerer begge sider av denne ligningen og sa bruker regneregle-
ne 3.1.5 for konjugasjon, far vi

0=0=cpr" 4+ cp1r" 1+ cpor 24417+ co
="+ Cp 1T 4 TV 2 BT+ T
= )T F ep 1T ey TV T

hvor vi i det siste trinnet benytter at ¢; = ¢; siden polynomet er reelt. Dette viser at 7
erenroti P. ]

Det er viktig a bite merke i at resultatet ovenfor og alle andre resultater i dette avsnittet
bare gjelder for polynomer med reelle koeffisienter.

Vi trenger a vite litt mer enn lemmaet forteller oss, nemlig at to konjugerte rgtter
alltid har samme multiplisitet. Vi begynner med en viktig observasjon. Dersom r =
a +ib og T = a — ib er to konjugerte tall, sa er

(z=1r)(z=T)=22 = (r+7)z+17 = 22 — 2az + (a® + V?)

som er et reelt polynom.

3.5.4 Lemma
To konjugerte rgtter til et reelt polynom har alltid samme multiplisitet.

Bevis: Vi skal anta det motsatte og utlede en motsigelse. Anta at P(z) er et reelt
polynom med to konjugerte rgtter » og 7 slik at multiplisiteten m til r er stgrre enn
multiplisiteten k& til 7. Ifglge algebraens fundamentalteorem kan vi skrive

P(z)=culz—1)"(z =P (z —r)" (2 —1ra)" ... (2 — ri)"

der 71,72,...,7; er de andre rgttene til P. Deler vi P(z) pa (2 — r)*(2 — 7)*, far vi
et nytt polynom

Q(z) =cn(z — r)m_k(z —r)"(z—ra)" . (2 —1)™

hvor r er rot men ikke 7. Dette polynomet ma vere reelt siden det fremkommer nar vi
deler det reelle polynomet P(z) med et annet reelt polynom

(z—r)kz-7)k = [2* — 2az + (a® + b2)}k

(husk observasjonen ovenfor). Dermed er (Q(z) et reelt polynom hvor r er rot, men
ikke 7, og det strider mot lemma 3.5.3. |
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Vi kan na begynne a hgste fruktene av vare anstrengelser:

3.5.5 Korollar
Ethvert reelt polynom av odde grad har en reell rot.

Bevis: Dersom P ikke har en reell rot, sa vil rgttene kunne ordnes som konjugerte par:
(7’1,71), (7’2,72), ey (Tj,?j). Hvis ny,na,...,Nn; ermultiplisitetenetil T1,72,.-.,T4,
sd vil antall rgtter tellet med multiplisitet veere 2n; 4 2no + - - - 4 2n; siden konjugerte
rgtter har samme multiplisitet. Men dette er et like tall, og siden graden til polynomet
er odde, har vi en selvmotsigelse. [ |

Bemerkning

Korollaret gjelder ikke for polynomer av like grad; P(z) = 22 +1 er et eksempel pé et
reelt polynom av like grad som ikke har reelle rgtter. Det er for gvrig mulig a gi et mye
mer elementert bevis for korollaret uten & bruke komplekse tall. Idéen er som fglger
(vi antar for enkelhets skyld at den ledende koeffisienten c,, er positiv, og vi skriver
P(x) istedenfor P(z) for & markere at vi nd bare betrakter reelle variabelverdier):
Siden lim, o, P(z) = o0 og lim,_,_, P(x) = —o0, og P er kontinuerlig, s ma
det finnes en (reell) z slik at P(x) = 0 (en kontinuerlig funksjon kan ikke hoppe fra
negative til positive verdier uten & passere gjennom 0 — dette er et fenomen vi skal
diskutere nermere i kapittel 5).

Selv om vi ikke alltid kan spalte et reelt polynom som et produkt av reelle forstegrads-
polynomer, kan vi allikevel oppna ganske mye:

3.5.6 Setning
Ethvert reelt n-te grads polynom P(z) kan skrives som et produkt av reelle
fgrste- og annengrads polynomer; dvs. det finnes reelle tall 1, . . ., 75, a1, ..., ag,

bi,.. . by slik at

P(2)=cn(z—71)... (2 —1)(2® + a1z + b1) ... (2% + agz + by).

Bevis: La ry,rs,...,r; vere de reelle rgttene til P (hvis det finnes noen). Alle de
andre rgttene kommer i konjugerte par (7;11,7;11), (Tj42,Tj4+2)s -, (Tjtk: Tj+k)s
hvor vi har listet opp hvert par like mange ganger som det har multiplisitet. Ifglge
algebraens fundamentalteorem er

P(z) =cn(z—11) ... (2 =) (z = i) (2 = Tjp1) - (2 + 7540) (2 4+ Tjp)-
Fra regningene vare ovenfor vet vi at dersom vi multipliserer ut
(z = rj41)(z = Tjp1) = 22 + a1z + by,

sa er resultatet et reelt annengradspolynom, og tilsvarende gjelder for de andre fakto-
rene. Altsa er

P)=cu(z—71)... (2 —=1))(2* + a1z +b1) ... (2> + apz + by)



Kapittel 3~ Komplekse tall 153

der alle faktorene er reelle, og beviset er fullfgrt. [ |

Bemerkning

Legg merke til at det i setningen ovenfor kan hende at j = O eller &k = 0; altsd at P er et
produkt enten av bare annengradsfaktorer eller av bare fgrstegradsfaktorer. Legg ogsa
merke til at vi kan anta at annengradspolynomene (22 +a1z+b1), ..., (2% +ayz+by)
ikke har reelle rgtter — med dette som tilleggsbetingelse blir produktfremstillingen
entydig (pa rekkefglgen ner).

La oss avslutte med et eksempel hvor vi far bruk for noe av det vi lert.

3.5.7 Eksempel
Vis at det komplekse tallet 1 + % er rot i polynomet

P(z) =2 — 23 — 222 4 62 — 4,

og finn de andre rgttene.
Setter vi z = 1 4 ¢ inn i polynomet, far vi

Pl4i)=1+d)*— 1+ 201 4+4)>+6(1+i)—4
=1+4i—6—-4i+1-1-3i+3+i—2—4i+2+6+6i—4
:0,

som viser at 1 4 ¢ er en rot. Siden polynomet er reelt, betyr dette at det konjugerte
tallet 1 — 4 ogsé ma veere en rot, og fplgelig er P(z) delelig med produktet

[2—(1+d)][z— (1 —4)]=2*-22+2.
Utfgrer vi polynomdivisjonen, ser vi at
P)=2" 2% -2 462 —4=(22-2:+2)(2* +2—-2).

Det siste annengradspolynomet er lett & faktorisere ved & Igse en annengradsligning;
vi har
2 4z-2=(2-1)(2+2).

Dermed ser vi at P(z) kan faktoriseres som
P2)=(z-1)(z+2)(22=2242) = (z - 1)(2 +2)[z — (1 +9)][z — (1 — )]

alt ettersom vi foretrekker reell eller kompleks faktorisering. Rgttene til P(z) er 1,
—2,1+i0g1—1. |

Oppgaver i seksjon 3.5

1. Bruk det du kan om n-te rgtter til & finne komplekse og reelle faktoriseringer av
polynomene:

a) 25+ 8
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b) 2 —1

<) 22 +1
2. Utfgr polynomdivisjonen:

a) 22 —i22+(3—9)z2—2-2i : 2—2i

b) 2% +5iz3 — (14+4)22 + (4 +6i)z + (2 —2i) : 22 +4iz+2
3. Finn komplekse og reelle faktoriseringer av polynomene:

a) 2*+22% +1

b) 2%+ 222 + 42

c) 25 —423 44
4. Vis at —2 er en rot i polynomet

P(z) =23 4+22%+ 2+ 2.

Finn den reelle og komplekse faktoriseringen til P(z).

5. a) Visatierenrotipolynomet
P(z) = 2* 4+ 223 + 422 + 22 + 3.

b) Finn komplekse og reelle faktoriseringer av P(z).

6. a) Visati+ 1erenrotipolynomet
Plz)=24+(— 122+ (1 -2z + (i +1).

b) Skriv P(z) som et produkt av (komplekse) fgrstegradsfaktorer.

7. a) Visatr =1 — 2ierenrotipolynomet P(z) = 2% + 222 — 32 + 20.

b) Finn de andre rgttene til P(z) og skriv opp den reelle og komplekse faktoriser-
ingen til P(z).
8. (UiO) Vis at 1+i+/3erenroti P(z) = z*+422+16. Finn den reelle og komplekse
faktoriseringen til P(z) = z* + 422 + 16.
9. (UiO) Visatr = 1 +i er en rot i polynomet P(2) = 23 — iz?
de andre rgttene.

—1z—1—17ogfinn

10. (UiO) La f(x) veere et reelt polynom og anta at a er en reell rot med multiplisitet
> 2. Visataerenroti f'(x).
11. (UiO) Finn alle komplekse lgsninger av ligningen

1+z+2°+2°=0.

(Hint: Venstresiden er en geometrisk rekke.)
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12. Finn alle komplekse Igsninger av ligningen
1+iz—22—iz>+ 2 =0.

13. a) (UiO) Finn de komplekse kvadratrgttene til —1 + iy/3. Gi svaret bade pa
formen a + ib og pa polarform.

b) Finn alle de komplekse Igsningene til ligningen
A2 +1=0.

Vis pa en figur hvordan Igsningene ligger i det komplekse planet. Skriv po-
lynomet z* + 22 + 1 som et produkt av to annengradspolynomer med reelle
koeffisienter.

14.  a) (UiO) Finn alle de komplekse lgsningene til ligningen
20— 8234 64=0.

b) Vis at alle lgsningene ligger pé en sirkel i det komplekse plan.

¢) Skriv 25 — 823 + 64 som et produkt av annengradspolynomer med reelle koef-
fisienter.

15. (UiO) La z vare et komplekst tall slik at 26 = 1, men 22 # 1. Vis at
A 42241=0.

16. LaP(2) = 2"+ an_12"  +a,_22" "2+ -+ a2+ ag vere et polynom med

rotter 1, ro, ..., 'y.
a) Vis at
ag=(=1)"ry-ro-...o1rp og p—1=—(r1 +ra+-+1,).

b) Kan du finne en tilsvarende formel for en generell koeffisient a;?

¢) Vis at dersom wy, wo, . .., w, er de n n-te rgttene til et komplekst tall a, sa er

wy +wg + -+ wy = 0.

17. La z,u,w vere tre komplekse tall. Vis at trekanten med hjgrner i 2z, u og w er
likesidet hvis og bare hvis

22+u2+w2:zu—|—zw+uw.



156

Seksjon 3.6 Historisk epistel: Komplekse tall og ligningenes historie

3.6 Historisk epistel: Komplekse tall og ligningenes his-

torie

Han tegner Landkort og leeser
Loven,

Han er saa flittig som jeg er doven.
— Johan Herman Wessel
(1742-1785),

om Caspar Wessel

Allerede babylonerne kunne lgse annengradsligninger, men tredjegradsligningene lot
vente pa seg. Det fgrste alvorlige forsgket ble gjort innenfor den islamske kulturkret-
sen av den persiske dikteren, astronomen og matematikeren Omar Khayyam (1048—
1131). Khayyams angrepsmate var geometrisk; han fant lgsningene som skjerings-
punkter mellom kjeglesnitt (se Onstad [11] og Berggren [3] for mer informasjon).
En annen persisk matematiker, Sharaf al-Din (dgd i 1213), videreutviklet Khayyams
teori, men ogsa hans lgsninger var geometriske.

Omar Khayyam er kanskje den eneste som har skaffet seg et verdensnavn bade
som matematiker og dikter. Han var fgdt i Naishapur som den gangen var hovedstaden
i Khorasan i det nordgstlige Iran. I 1074 ble han utpekt av sultan Malek Shah av Iran til
a lede en gruppe astronomer og matematikere som skulle reformere kalenderen. Dette
arbeidet gjorde Khayyam kjent over hele den islamske verden, og han fikk innpass
ved hoffet i Isfahan. I 1092 ble Khayyams beskytter og sultanens nermeste radgiver,
Nizam ul-Mulk, myrdet av en gruppe religigse fanatikere, og da sultanen selv dgde
kort etter, falt Khayyam i unade. Han trakk seg etter hvert tilbake til Naishapur, hvor
han fortsatte sine matematiske studier.

Fgrste gang vi hgrer om Khayyams diktning, er 40 ar etter hans dgd. Dette kan
skyldes at tidligere kilder er gatt tapt, men Khayyam har ogsa hatt god grunn til bare
a sirkulere sine dikt blant venner — i en tid preget av religigs vekkelse og fanatisme,
var han en skeptiker og tviler. I vest ble Khayyams diktning f@rst kjent etter at en-
gelskmannen Edward FitzGerald (1809-1883) utga en (meget fri) gjendiktning i 1859
(se [6]; vil du ha en mindre fri oversettelse, anbefales Johannes Gjerdakers nynorske
gjendiktning [8] pa det varmeste). FitzGeralds versjon av Khayyams Rubaiyat skal
vere den mest solgte diktsamlingen som har kommet pa engelsk de siste to hundre
ar. I sine dikt uttrykker Khayyam skepsis til det evige liv, og en resignert men san-
selig verdsetting av det jordiske. En bergmt strofe lyder slik i FitzGeralds oversettel-
se:

Here with a Loaf of Bread beneath the Bough,
A Flask of Wine, a Book of Verse — and Thou
Beside me singing in the Wilderness —

And Wilderness is Paradise enow.

Omar Khayyam var nok ikke helt forngyd med sine geometriske lgsninger — han ville
ha foretrukket algebraiske. Den fgrste som maktet a finne algebraiske lgsninger av
en generell klasse tredjegradsligninger, var den italienske matematikeren Scipione del
Ferro (1465-1526). Fgr vi beskriver hans resultat, er det imidlertid en ting vi ma ha
klart for oss. Siden hverken araberne eller renessansematematikerne i Italia kjente de
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negative tallene, skrev de alltid ligningene slik at koeffisientene var positive. Mens vi
tenker oss at alle annengradsligninger har formen az? + bz + ¢ = 0, delte tidligere
tiders matematikere dem inn i tre klasser

az® + bz = ¢, ar® = bz + ¢, az® + ¢ = bz,

der a, b og c er positive tall (i virkeligheten var det enda verre siden O heller ikke
var oppfunnet, og man derfor matte ha spesialregler for ligninger der et av leddene
manglet). Hver av disse ligningstypene hadde sin egen lgsningsprosedyre. Tilsvaren-
de problemer hadde man selvfglgelig for tredjegradsligningen, og Khayyam opererer
med fjorten forskjellige typer!

Scipione del Ferro underviste i matematikk ved Universitetet i Bologna. En gang
mellom 1500 og 1515 oppdaget han hvordan man kan lgse tredjegradsligninger av
typen

3+ br=c

(b,c > 0) ved regning. I dag ville han gyeblikkelig ha publisert resultatet i gst og
vest for a gjgre alle klokere og seg selv bergmt, men pa del Ferros tid var sedvanen
annerledes — man voktet pa nye oppdagelser som store, personlige hemmeligheter.
Mye av grunnen 14 i universitetssystemet der nye stillinger ble avgjort ved tvekamper
mellom sgkerne. Hver sgker stilte den andre et visst antall spgrsmal, og den som hadde
1gst flest ved tidsfristens utlgp, fikk stillingen (forutsatt at han ogsé kunne lgse sine
egne problemer!). Mange steder var det ogsa mulig a utfordre en sittende professor til
tvekamp og overta stillingen hvis man vant. I en slik duell var selvfglgelig en ny og
ukjent metode et knusende vapen.

Del Ferro dgde uten a ha offentliggjort sin oppdagelse, men han lot hemmelighe-
ten gé videre til sin etterfglger Annibale della Nave (ca. 1500-1558) og sin elev An-
tonio Maria Fior. Fior var en ubetydelig matematiker, men bevepnet med del Ferros
hemmelighet fglte han seg uovervinnelig, og i 1535 utfordret han en av sine ledende
kolleger, Niccolo Tartaglia (1499-1557), til tvekamp. Tartaglia var ingen tosk — han
oppdaget raskt at alle Fiors problemer var av samme type, og skjgnte at her matte det
finnes en generell metode. Han arbeidet dag og natt, og kvelden fgr fristen gikk ut,
hadde han gjenoppdaget lgsningen. Seieren var sikret, men Tartaglia avstod fra ge-
vinsten — 30 banketter pa taperens regning. Han levde tross alt i giftmordets gullalder.

Tvekampen mellom Fior og Tartaglia ble fulgt med stor oppmerksomhet, og i om-
verdenen var det i alle fall én som forstod hva som foregikk — Gerolamo Cardano
(1501-1576). Cardano skrev til Tartaglia og ba om a fa se Igsningen slik at han kunne
ta den med i en aritmetikkbok han holdt pa & skrive. Tartaglia avslo innledningsvis,
men etter at Cardano hadde lovet & presentere Tartaglia og hans militeere oppfinnelser
for hoffet i Milano, rgpet Tartaglia metoden mot et lgfte om at Cardano aldri skulle
offentliggjgre den. Cardano holdt Igftet i aritmetikkboken som snart ble utgitt, men
i stillhet begynte han a arbeide pd alle de andre variantene av tredjegradsligningen.
Etter noen érs arbeid hadde han behandlet dem alle. Cardano reiste ogsa til Bologna
hvor Nave lot ham studere del Ferros etterlatte papirer, og der fikk Cardano bekreftet
ryktet som sa at det var del Ferro og ikke Tartaglia som fgrst hadde lgst tredjegrads-
ligninger.

Cardano bestemte seg for a publisere, og i 1545 utkom hans matematiske hoved-
verk Ars Magna (Den store kunst). Her beskrev han ikke bare lgsningen av tredje-
gradsligningen, men han tok ogsa med fjerdegradsligningen som hans briljante student
Lodovico Ferrari (1522-1565) nettopp hadde 1gst (Onstad forklarer begge lgsningene
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i [11]). Til tross for at Tartaglia fikk full kreditt for sitt bidrag, var han rasende, og en
bitter ordkrig utviklet seg. Cardano selv holdt seg i bakgrunnen og overlot kranglingen
til Ferrari som skal ha beseiret Tartaglia overlegent i den matematiske tvekampen som
omsider kom i stand i 1548.

Gerolamo Cardano var et typisk renessansemenneske — vitebegjerlig, mangfoldig
og sammensatt. Hans beskrivelse av seg selv ligner en komplett fortegnelse over men-
neskelige dyder og laster. For ettertiden har han blitt stiende som en merkelig blan-
ding av skarpsinn og overtro, og i hans forfatterskap lever kritiske analyser side om
side med den merkverdigste lettroenhet. Blant hans oppfinnelser var «vitenskapen»
metoposkopi der man utifra ansiktet kan lese et menneskes karakter og forutsi dets
fremtid. Her kan man blant annet leere at «en kvinne med en vorte pa venstre kinn, litt
til venstre for smilehullet, ufravikelig vil bli forgiftet av sin ektemann».

Cardano var utdannet lege, men legekollegiet i hjembyen Milano nektet a ta ham
opp fordi han var fgdt utenfor ekteskap. Cardano svarte med a skrive en bok der han
beskrev legestandens misgjerninger. Kombinert med en populer piratpraksis ble den-
ne motoffensiven sa effektiv at kollegiet fant det best & ta ham opp likevel. To ar
senere var Cardano leder for kollegiet og en av Europas fremste leger. Legegjernin-
gen var lukrativ, men hans egentlige lidenskap var a skrive. Han skrev om alt og in-
genting — medisin, matematikk, tekniske oppfinnelser, astrologi, overnaturlige hendel-
ser, terningspill, barneoppdragelse. Hans egen barneoppdragelse bar sgrgelige frukter;
hans eldste sgnn og yndling ble henrettet for & ha myrdet sin kone med gift, og den
yngste var en notorisk kriminell som ranet sin egen far. Bare datteren skikket seg sa
vel at hun nesten ikke er nevnt i Cardanos biografi. I 1570 ble Cardano selv arrestert
av inkvisisjonen. Ifglge en gammel historie ble han anklaget for & ha stilt Jesu horo-
skop, men det er neppe tilfellet siden han fikk en mild dom og endte sine dager med
en pensjon fra paven.

Cardanos Ars Magna er blitt beskrevet som det fgrste betydelige fremskrittet i
europeisk matematikk siden antikken. I tillegg til Ars Magna skrev Cardano en bok
om sjansespill, Liber de Ludo Alea, som er et av utgangspunktene for sannsynlighets-
teorien. Mer om Cardano og hans samtidige kan du finne i Ores spennende biografi
[13].

Selv om Ars Magna er et vitenskapelig gjennombrudd, er den slett ikke lett a lese.
Rafael Bombelli (1526-1572) satte seg fore a gi en mer leservennlig fremstilling av
den nye algebraen. Cardano hadde gjort noen fa regninger med kvadratrgtter til nega-
tive tall, men det er i Bombellis Algebra at disse regningene virkelig blir systematisert
slik vi sa i innledningen til dette kapitlet.

Renessansematematikernes Igsning av tredje- og fjerdegradsligningene er forblgf-
fende prestasjoner nar vi tar hensyn til forholdene de arbeidet under. Ikke bare mang-
let de negative tall, men de hadde heller ikke et matematisk symbolsprak og mat-
te skrive ned Igsningene med ord. Det matematiske formelspraket vi er sa vant til,
vokste sakte frem gjennom 1400- og 1500-tallet, men det er fgrst hos den frans-
ke matematikeren Frangois Viete (1540-1603) at vi finner det i noenlunde utviklet
form.

Med Viete flyttes tyngdepunktet i den videre utviklingen nord for Alpene. Den
forste formuleringen av algebraens fundamentalteorem finner vi hos Albert Girard
(1595-1632) som var fgdt i Frankrike, men levde hele sitt voksne liv i Belgia. Girard
var klar over at rgttene matte telles med multiplisitet, og han var en av de fgrste som
godtok negative lgsninger og ga dem en geometrisk tolkning. Han visste ogsa at der-
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som regelen skulle ha full gyldighet, matte han tillate komplekse rgtter (han kalte dem
«umulige» rgtter). Girards ideer ble tatt opp av den innflytelsesrike filosofen og mate-
matikeren René Descartes (1596-1650), men han var mindre villig til & godta negative
og komplekse lgsninger. Du kan finne utdrag av Girards og Descartes arbeider i Struik
[15].

Pa 1500- og 1600-tallet var komplekse tall neermest & regne som ngdlgsninger i
ligningsteorien, men pa 1700-tallet fikk de en bredere plass i matematikken. De fgrste
tegnene ser vi i England der Abraham de Moivre (1667-1754) publiserer (en versjon
av) sin bergmte formel i 1707, og der Roger Cotes (1682—1716) angir formelen e*’ =
cosf + isind i 1714. Utledningene var fortsatt knyttet til ligningsteorien og hadde
ikke noe geometrisk innhold.

Den som fgrst og fremst forbandt de komplekse tallene med funksjonsleren, var
imidlertid Euler. Som vi skal se i kapittel 12, kan alle de vanlige funksjonene i skole-
matematikken skrives som uendelige summer, for eksempel er

*_q z2 28 z"
= ldbat S bk
.1‘3 .1‘5 1‘7 x2n+1
e —z— — + > _ e (=)
s =z -5+ 355 500 TP gy
.172 .I'4 .T6 mQTL
— 12 Y T () 1
cos e R T R e o s

Euler brukte disse uttrykkene til & definere funksjonene ogsa for komplekse argumen-
ter — han satte

:_ 22 28 z"

22 28 27 Z2ntl
mz—z2— — 4+ =2 = ... .4(-1" .
sz =25+ 155 5000 T T Y G

22 Z4 26 ZZTL

S o S T i A .
osE st T Tt et

for z € C. Ved & velge z = 6, kunne han da regne ut at

e = cosf + isiné.
(Prgv a finne ut hvordan han gjorde det!) For Euler var dette altsa ikke en definisjon,
men et teorem. Ved 4 velge § = m, fikk han ogsi sin bergmte formel e™ = —1. 1
den innflytelsesrike l@rebok Introductio in analysis infinitorum fra 1748 bruker Euler
disse sammenhengene til en systematisk oppbygning av funksjonslaren.

Euler trodde pa algebraens fundamentalteorem og hadde ingen skrupler med &
bruke det, men hans forsgk pa a bevise teoremet er lite overbevisende. Det samme
gjelder et litt tidligere forsgk (1746) av den franske matematikeren Jean-Baptiste le
Rond d’Alembert (1717-1783). Bedre forsgk gjorde Lagrange og en annen av tidens
store, franske matematikere, Pierre Simon de Laplace (1749-1827). Men igjen var
det Gauss som lgste den siste knuten, og i sin doktoravhandling fra 1799 ga han det
farste, fullverdige beviset for fundamentalteoremet. Selv om Gauss pé dette tidspunk-
tet utvilsomt hadde en god forstaelse av de komplekse tallene, brukte han dem ikke i
beviset — han viste faktisk den reelle faktoriseringen som vi har i setning 3.5.6. (Du
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finner en god diskusjon av fundamentalteoremets historie i [5], og en del av bevisene
og bevisforsgkene er gjengitt i [15].)

Noen ar fgr Gauss beviste fundamentalteoremet, hadde et annet gjennombrudd
funnet sted. T 1796 skrev den norske landmaleren Caspar Wessel (1745-1818) en av-
handling Om Directionens analytiske Betegning som han i 1797 presenterte for Det
Kongelige Videnskabers Selskab i Kgbenhavn, og som Selskabet i 1799 lot trykke i
sine skrifter. I denne avhandlingen finner vi for fgrste gang den geometriske tolknin-
gen av de komplekse tallene.

Caspar Wessel var f@dt i Vestby i Akershus der hans far, Jonas Wessel, var kapellan
og senere sogneprest. Farfaren, Jan Wessel, var bror av selveste Tordenskjold og ble
ogsa selv marinekaptein etter hvert. Caspar og hans brgdre ble fgrst utdannet ved
Katedralskolen i Christiania og deretter sendt til Kgbenhavn for a studere. I 1764
ble Caspar landmalerassistent hos sin eldre bror, Ole Christopher, og sin juridiske
embedseksamen fikk han ikke fullfgrt fgr i 1778. Til gjengjeld gjorde han karriere
som landmaler — med enorm flid og presisjon utarbeidet han det ene kartet etter det
andre og ble en av hovedpersonene i den systematiske kartleggingen av Danmark.
Da hertugen av Oldenburg i 1782 forespurte Danmark om en person som kunne lede
oppmalingen av hertugdgmmet, var det Caspar Wessel som fikk oppdraget. Ved slottet
i Oldenburg star det fortsatt et solur som han laget under oppholdet. Caspar Wessel
fortsatte & tegne kart til 1812 da «jeg blev af Gigt saa svag, at jeg neppe kunde gaae»,
som han selv skriver.

I ungdomsérene var Caspar Wessel et perifert medlem av det Norske Selskab i
Kgbenhavn. Hans bror, dikteren Johan Herman Wessel (1742—1785 — kjent for Kier-
lighed uden Stromper og Smeden og Bageren), stod atskillig mer sentralt i kretsen som
rimsmed, muntrasjonsrad og svirebror. Selv om brgdrene var ulike av natur — «han er
sa flittig som jeg er doven», skrev dikteren om matematikeren — sa er det takket vaere
ettertidens interesse for Johan Herman at vi vet s& mye om Caspars bakgrunn som vi
gjor. Vil du lese mer om Caspar Wessel, er Bruns bok [4] et godt sted a starte. Linne-
stads bok om Johan Herman Wessel [9] gir mer informasjon om familiebakgrunn og
oppvekst, og artikkelen til Kirsti Mgller Pedersen [10] gir en grei gjennomgang av
innholdet i Wessels artikkel. Artikkelen selv er utgitt pa nytt bade pa dansk [16] og
engelsk [17], og her kan du ogsa finne mer informasjon om bade Caspar Wessel og
hans matematikk.

Om Directionens analytiske Betegning er Caspar Wessels eneste matematiske verk.
Det ma ha vokst naturlig ut av hans landmalervirksomhet — ingen arbeider s& mye med
linjestykkers lengde og retning som nettopp landmalerne. Hans siktemal var fgrst og
fremst a lette det mgysommelige regnearbeidet som datidens landméling var sa full
av. Dette gar ogsa frem av den andre delen av avhandlingen der han behandler sfeerisk
geometri (geometrien pa en kuleflate) — et annet tema av stor betydning for landmale-
re.

Selv om Wessel bare skrev ett matematisk arbeid, er problemet han Igste sa sentralt
at det sikret ham en plass i matematikkhistorien for all fremtid. Dessverre tok det lang
tid fgr han virkelig fikk den plassen han fortjente — fordi avhandlingen hans var trykt
pa dansk i en skriftserie som ingen matematikere leste, forble den uoppdaget i nesten
hundre ar. Det var fgrst i 1894 da overlarer S.A. Christensen fra Odense disputerte for
doktorgraden over emnet «Matematikkens Udvigling i Danmark og Norge i det 18.
Aarhundrede», at Wessels arbeid kom frem i lyset. Artikkelen ble publisert pa nytt i
fransk oversettelse, og etter hvert fikk Wessel den anerkjennelsen han hadde krav pa.
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I mellomtiden hadde andre gjort hans oppdagelse pa nytt. Gauss kjente utvilsomt
den geometriske tolkningen da han beviste algebraens fundamentalteorem i 1799, men
sin vane tro publiserte han ingen ting fgr 1831. I 1806 fulgte imidlertid en annen
hobbymatematiker i Wessels fotspor; den sveitsiske bokholderen Jean Robert Argand
(1768-1822) trykte for egne penger sin versjon av den geometriske fremstillingen.
Heller ikke Argand ble mye lest, og det var fgrst da Gauss’ avhandling endelig kom i
1831 at samtiden virkelig fikk gynene opp for den nye teorien. Deretter gikk imidlertid
utviklingen raskt, og spesielt betydningsfull ble den leren for komplekse funksjoner
som Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) utviklet — den kom blant annet til a spille
den ene hovedrollen i analytisk tallteori (se seksjon 1.6).

Det er to mater & betrakte de komplekse tallene pa. Vi kan enten tenke pa dem som
en utvidelse av tallbegrepet slik at vi kan trekke kvadratrgtter av negative tall, eller vi
kan tenke pa dem som vektorer i planet som multipliseres pa en ny og snedig mate.
Tar vi det siste synspunktet, er det naturlig & spgrre om vi pa en tilsvarende mate kan
multiplisere vektorer i rommet. Dette spgrsmalet forfulgte den irske matematikeren
William Rowan Hamilton (1805-1865) i en arrekke.

I fgrste omgang ville vi kanskje foresla vektorproduktet (kryssproduktet) som en
kandidat, men det tilfredsstiller ikke Hamiltons krav — han gnsket nemlig en multi-
plikasjon som ogsa gjorde det mulig a dividere. Etter mer enn ti ars arbeid fant Ha-
milton Igsningen i et tankeglimt i 1843 — det var umulig & multiplisere 3-dimensjonale
vektorer (x,y, z) pd denne maten, men til gjengjeld fantes det en multiplikasjon for
4-dimensjonale vektorer (z,y, z,w)! Hamilton kalte de nye vektorene kvaternioner,
og satte i gang a utforske deres egenskaper med spesiell tanke pa fysikkens behov. Du
finner en levende beskrivelse av Hamiltons kamp med kvaternionene i Bells bok [2].
Her er hans egen beskrivelse i et brev til sgnnen Archibald mange ar senere:

«But on the 16th day of the same month—which happened to be a Monday,
and a Council day of the Royal Irish Academy-I was walking in to attend
and preside, and your mother was walking with me, along the Royal Ca-
nal, to which she had perhaps driven; and although she talked with me
now and then, yet an under-current of thought was going on in my mind,
which gave at last a result, whereof it is not too much to say that I felt
at once the importance. An electric circuit seemed to close; and a spark
flashed forth, the herald (as I foresaw, immediately) of many long years
to come of definitely directed thought and work, by myself if spared, and
at all events on the part of others, if I should even be allowed to live
long enough distinctly to communicate the discovery. Nor could I resist
the impulse—unphilosophical as it may have been—to cut with a knife on a
stone of Brougham Bridge, as we passed it, the fundamental formula with
the symbols, ¢, j, k; namely,

PP =5 =k>=ijk=—-1

which contains the Solution of the Problem, but of course, as an inscrip-
tion, has long since mouldered away.»

Kvaternionene hadde en uventet egenskap — multiplikasjonen var ikke lenger kommu-
tativ, sa generelt ville ab # ba! Dette satte folk pa tanken at de kanskje kunne finne
enda flere tallsystemer hvis de bare ga opp flere krav. Mulighetene ble utforsket av
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den engelske matematikeren Arthur Cayley (1821-1895) og tyskeren Georg Frobeni-
us (1849-1917), men av de tallsystemene som gar utover de komplekse tallene, er det
bare kvaternionene som har en viss generell interesse.

La oss til slutt ga tilbake til ligningene. Da algebraens fundamentalteorem endelig
ble bevist i 1799, visste man omsider at enhver n-te gradsligning har n komplekse
rgtter. Gauss’ bevis sa imidlertid ingen ting om hvordan man finner disse lgsningene,
og heller ikke pa annen mate hadde det veert noen fremgang siden Ferrari Igste fjerde-
gradsligningen midt pa 1500-tallet. En ny, overraskende utvikling stod imidlertid for
dgren. For a forstd hva den gar ut pa, ma vi fgrst presisere sprakbruken.

Ser vi pa lgsningsformlene for annen-, tredje- og fjerdegradsligningene er de alle
av samme type. Formelen for annengradsligningen

—b+ Vb? —4ac
r= —
2a

er bygd opp av koeffisientene til ligningen (det vil si a, b, ¢), de algebraiske operasjone-
ne +, —, -, :, og kvadratroten 4/ . Tilsvarende gjelder for tredje- og fjerdegradslignin-
gen bortsett fra at vi trenger tredje- og fjerdergtter i tillegg til kvadratrgttene. Dersom
Igsningene til en ligningstype kan skrives pa denne maten ved hjelp av koeffisienter,
algebraiske operasjoner og rottegn, sier vi at ligningene er lgsbare ved rotutdragning.

I 1799 publiserte den italienske legen og matematikeren Paolo Ruffini (1765-
1822) et bevis for at den generelle femtegradsligningen ikke er lgsbar ved rotutdrag-
ning. Ruffinis bevis var imidlertid meget uklart og svert vanskelig a lese, og det ble
lite paaktet i samtiden. Gehalten i beviset diskuteres enna idag, men det ser nd ut til &
veere avklart at selv om Ruffini hadde mange av de riktige ideene, sé har beviset hans
vesentlige mangler (se Skaus artikkel [14]). Det fgrste fullverdige beviset ble publisert
av Niels Henrik Abel (1802—1829) i 1824. Abel (som ikke kjente til Ruffinis arbeider)
trodde fgrst han hadde funnet en Igsningsformel for femtegradsligningen, men opp-
daget raskt feilen og beviste isteden det omvendte. I Igpet av sitt korte liv klarte ikke
Abel a na sitt endelige mal innenfor ligningsteorien som var & klassifisere de lignings-
typene som er Igsbare ved rotutdragning, men dette arbeidet ble sluttfgrt kort tid etter
av den unge franskmannen Evariste Galois (1811-1832). Vi skal komme tilbake til
historien om Abel og Galois i seksjon 9.6.

Selv om ligninger ikke er 1gsbare ved rotutdragning, kan det selvfglgelig hende at
de kan lgses pa annen mate, og rundt 1850 viste den franske matematikeren Charles
Hermite (1822-1901) at den generelle femtegradsligningen kan lgses ved hjelp av sa-
kalte elliptiske modulfunksjoner. Hundre ar etter Abels tid viste den norske matema-
tikeren Richard Birkeland (1879-1928) at femtegradsligningen ogsa kan lgses ved
hjelp av en annen type funksjoner — de hypergeometriske. Ingen av disse 1gsningsty-
pene har imidlertid noen praktisk interesse.

Vil du lese mer om komplekse tall, inneholder Holmes hefte [7] mange morsom-
me eksempler og oppgaver. Ebbinghaus et al. [5] har mye interessant stoff bade om
komplekse tall, kvaternioner og mer generelle tallsystemer, men fremstillingen er ofte
ganske avansert. Onstads beskrivelse av ligningenes historie [11] er derimot meget til-
gjengelig, og vil du vite mer, finnes det en mer omfattende bok pa dansk redigert av
Kirsti Andersen [1]. @ystein Ore har skrevet glimrende biografier av Cardano [13] og
Abel [12]. (Du vil finne flere bgker og artikler om Abel i litteraturlisten til kapittel 9.)
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1 lagt til 1 blir til
2 lagt til 1 blir til
3 lagt til 2 blir til
5 lagt til 3 blir til
8... slik matte Chagall
ha kjent Fibonaccis tall.

— Lillebjern Nilsen (1950-),

Chagalls gylne snitt
En fplge er en uendelig sekvens av tall
a1, A2, A3, ..., Qp,y, ...
Tallene a,as,as,...,ay,... kalles leddene i fglgen. Noen eksempler pa fglger er:
fglgen av alle kvadrattall
1,4, 9,16, 25, 36, 49, ..., n?, ...,
fglgen av alle stambrgker
111 1
17 D Q) gttty Ty oty
2°3 4 n
fglgen av cosinus til alle naturlige tall
cosl, cos2, cos3, ..., cosn, ....

Det tar mye plass og tid a skrive ut leddene i fglgen slik vi har gjort ovenfor, og
man er derfor blitt enige om & benytte {a,, } som en forkortet skrivemate for fglgen

a1, Az, Az, ..., A, ...

Med denne notasjonen kan vi skrive fglgene ovenfor som {n?}, {1/n} og {cosn}.
Det er selvfglgelig lov a bruke andre bokstaver enn n i denne notasjonen, sa vi kunne
godt ha skrevet {k?}, {1/k}, {cosk} eller {m?}, {1/m}, {cosm} isteden.
I eksemplene ovenfor er a; alltid det fgrste leddet i fglgen, men det hender at det
er nyttig a starte med en annen verdi enn n = 1. Starter vi for eksempel med n = —2,
far vi en fglge
a_92, A1, g, A1, A2, ..., Ap, ...



nullte
f@rste
andre
tredje
fjerde
femte
sjette
sjuende
attende
niende
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tolvte
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4.1

Trtw N

Qo

21
34
55
89
144
233
377

Dersom det er viktig a vite hvilke verdier av n som er med i fglgen, kan vi angi dette
i den forkortede notasjonen ved & skrive {a, }5> _,.

Fglger spiller en sentral rolle i matematikken, teoretisk sa vel som praktisk. I dette
kapitlet skal vi fgrst se hvordan fglger kan brukes til a lgse en del praktiske problemer,
for deretter & ga over til mer teoretiske spgrsmal.

Homogene differensligninger

Etter sin voldsomme oppblomstring innenfor gresk og hellenistisk kultur, gikk mate-
matikken i Europa inn i en forfallsperiode. Mens arven fra grekerne ble ivaretatt og
viderefgrt av arabiske matematikere, matte deres europeiske kolleger ngye seg med a
begrense forfallet sé mye som mulig. En av de fa europeiske middelaldermatematiker-
ne som ytet selvstendige bidrag til matematikken, var Leonardo Pisano (ca. 1170 til
ca. 1250), bedre kjent som Fibonacci (sgnn av Bonaccio).

Fibonaccis hovedverk er Liber abaci fra 1202. Historisk er denne boken viktig
fordi den inneholder det fgrste systematiske forsgket i Europa pa a erstatte de uprak-
tiske romertallene med det langt smidigere tallsystemet som vi bruker i dag, og som
araberne hadde brakt med seg fra India. Det er imidlertid ikke denne viktige historiske
innsatsen Fibonacci fgrst og fremst huskes for, men for fglgende lille passasje i Liber
abaci: «En mann har et par kaniner i en inngjerdet have. Vi gnsker a vite hvor mange
par som avles i lgpet av ett ar dersom disse kaninene er slik av natur at de fgder et
nytt par hver méaned, og begynner & formere seg to maneder etter at de er fgdt. La det
fgrste paret fgde et nytt par den fgrste maneden, slik at de fordobler seg og er 2 par
etter en maned. Av disse 2 parene vil ett, nemlig det fgrste, avle et nytt par i den andre
maneden, slik at det ialt er 3 par etter to maneder. Av disse vil 2 unnfange i neste ma-
ned, slik at det i den tredje méaneden blir fgdt 2 par kaniner. Altsa er det 5 par kaniner
i denne méaneden. Av disse vil sa 3 par unnfange neste maned, slik at det i den fjerde
maneden vil vaere 8 par. Av disse parene vil de fgrste 5 fgde 5 nye par, som addert til
de 8, gir 13 par i den femte méaneden, og av disse vil 5 par (som ble fgdt den samme
maneden) ikke fgde i neste maned, men de andre vil unnfange. Altsa vil det vere 21
par etter seks maneder...[Ved a fortsette pa denne maten finner Fibonacci ut at det
i de neste manedene vil vere henholdsvis 34, 55, 89, 144, 233 og 377 kaniner. Han
avslutter med & si:] ... Til slutt vil det altsé vaere 377. Og dette er tallet pa kaninpar
som nedkommer fra det opprinnelige paret i Igpet av et ar. Du kan se i margen hvordan
vi har gjort dette, nemlig ved & kombinere det fgrste tallet med det andre, altsa 1 og
2, det andre med det tredje, det tredje med fjerde. .. Til slutt kombinerer vi det tiende
med det ellevte, altsa 144 med 233, og vi har summen av alle kaninene nevnt ovenfor,
nemlig 377, og pa denne maten kan du gjgre det i det tilfellet hvor det er uendelig
mange maneder.»

Det er tallfglgen ovenfor som fgrst og fremst har gjort Fibonacci kjent; tallene 1, 1, 2, 3,
5,8,13,21,... (det er vanlig & ta med et ekstra ett-tall til & begynne med) kalles
Fibonacci-tallene, og de dukker opp i forbausende mange sammenhenger. Som Fi-
bonacci selv papeker til slutt i sitatet, er det lett & huske hvordan fglgen av Fibonacci-
tallene er bygget opp — hvert ledd (bortsett fra de to fgrste) er summen av de to fore-
géende; for eksempel er 21 summen av 8 og 13, mens 34 er summen av 13 og 21.
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Det er ikke vanskelig a se hvorfor vi har denne sammenhengen. Lar vi x,, betegne
antall par etter n méaneder, s ma

Tpio = Tpi1 + T, (1)

siden antall par etter n + 2 maneder ma vere lik antallet etter n + 1 maneder (som er
ZTn41), pluss antallet nyfgdte par (som er x,,, siden hvert par som var fgdt for minst to
maneder siden, nedkommer med et nytt par).

I moderne terminologi kan vi si at Fibonacci i sitatet ovenfor setter opp en enkel
matematisk modell for hvordan kaniner formerer seg, og sa sjekker gjennom regning
hvilke konsekvenser denne modellen har. Lgsningen hans har imidlertid en ulempe —
den er temmelig tungvint a bruke dersom vi gnsker a se langt inn i fremtiden. Vil vi
for eksempel vite hvor mange kaninpar det er etter fem ar (dvs. 60 maneder), ma vi
gjennomfgre 48 operasjoner til. Det vi kunne gnske oss er en formel som forteller oss
dette direkte uten at vi behgver a regne ut alle de 59 fgrste leddene. Ser vi pa folgen

1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...

er det vanskelig a forestille seg hva slags formel dette skulle vere, men den finnes
faktisk og har den forbausende formen

V5 <1+2\/5>”_(1—2\/5>"17 @

Ty = —
5

der x,, er det n-te leddet i fglgen 1,1,2,3,5,8... (pa grunn av det ekstra ett-tallet til

a begynne med er nummereringen litt forskjellig fra Fibonaccis). Denne formelen er

forbausende av mange grunner — det virker for eksempel usannsynlig at uttrykket pa

hgyre side alltid skal veere et helt tall, og det er hgyst uklart hva de irrasjonale tallene

(14+V/5)/20g (1 —V/5)/2 har med Fibonaccis problem 4 gjgre.

Hensikten med denne seksjonen er a forklare hvordan man kommer frem til en
formel som (2). Vi skal imidlertid gjgre rammen litt videre og ikke bare behandle
Fibonacci-tallene, men alle fglger som tilfredsstiller en relasjon av samme type som
(1) — det vil si

Tpao + bxpy1 + cx, =0, (3)

der b og c er kjente tall og ¢ # 0. Slike relasjoner kalles annenordens homogene
differensligninger eller rekurrensrelasjoner. Som vi skal se, dukker de opp i mange
forskjellige ssmmenhenger.

Det er lurt a tenke pa (3) som en ligning hvor den ukjente stgrrelsen er en fglge:
Gitt tallene b og ¢, sgker vi en fglge {x,,} slik at (3) holder for alle n. Det viser seg at
det alltid finnes uendelig mange slike fglger, men som regel gnsker vi at var fglge skal
tilfredsstille visse tilleggskrav. For Fibonacci-fglgen vet vi for eksempel at vi i tillegg
til (1) gnsker at z; = 1 og zo = 1. Slike tilleggskrav kan benyttes til & plukke den
Igsningen av differensligningen som vi er interessert i.

Det er ikke sa lett & ga rett 1gs pa (3), sa vi skal forst se pa et enklere problem. Gitt
et tall r, gnsker vi 4 finne de fglgene {x,,} slik at

Tyl — T2y =0 (4)

for alle n. Dette problemet kalles en homogen, fgrsteordens differensligning.
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Bemerkning

Det er na lett & innse hvorfor vi bruker ordene fgrsteordens og annenordens om lig-
ningene vare: I en fgrsteordens ligning (4) kan hvert ledd z,, 1 regnes ut ved hjelp av
ett foregdende ledd x,,, og i en annenordens ligning (3) kan hvert ledd «,, o regnes ut
fra to foregaende ledd x,, 1 og x,,. Generelt kalles

Tptk T Q1Tpik—1 + AQ2Tpip—2 + + + Ap_1Tpy1 + ATy =0,

deray,as, ..., ay, ar # 0er gitte tall, for en k-te ordens homogen, linecer differenslig-
ning. At ligningen er homogen, betyr rett og slett at det star O og ikke en mer generell
funksjon f(n) pa hgyre side av ligningen. Vi skal studere inhomogene ligninger i neste
seksjon.

Vi er blitt enige om & begynne med homogene fgrsteordens ligninger, det vil si lignin-
ger pa formen
Tp4+1 = TTn. (5)

Anta nd at vi kjenner det fgrste leddet x i den ukjente fglgen {x,, }. Bruker vi (5) med

n = 0, ser vi at x1 = rxo. Bruker vi sd (5) med n = 1, far vi zo = rz; = r2x0.

Deretter gir (5) med n = 2 at £3 = 7y = r’zg, og s videre. Generelt fir vi at
Ty = Tnﬂfo. (6)

Siden vi kan velge det forste leddet z til a vere et hvilket som helst reelt tall C', betyr
dette at den generelle Igsningen til differensligningen (5) er

T, = Cr"™. (7)

Vi skriver opp dette som vart fgrste resultat i denne seksjonen.

4.1.1 Setning
En folge {z,} er en lgsning av differensligningen

Tpt1 = TTn

hvis og bare hvis det finnes et reelt tall C' slik at ,, = Cr™ for alle n.

La oss ta med et enkelt eksempel som gir en liten indikasjon pa hvorfor differens-
ligninger er viktige.

4.1.2 Eksempel
Pa en konto som gir 4 % rente setter vi inn 5000 kroner. Hvor mye har dette belgpet
vokst til etter 15 ar?
Dersom belgpet etter n ar har vokst til z,, kroner, ma belgpet ett ar senere vaere
1.04 - z,, kroner, dvs.
Tp+1 = 1.04z,.

Dette er en differensligning av den typen vi nettopp har studert, og vi ser at den gene-
relle lgsningen er
xn = Cr™ = C(1.04)".
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I tillegg vet vi at ¢ = 5000, sd vi ma ha
5000 = C(1.04)° = C.
Altsa er C' = 5000, og vi far lgsningen
2y = 5000(1.04)™.
Etter 15 ar har det opprinnelige belgpet altsa vokst til
x15 = 5000 kr. - (1.04)'° = 9004.72 kr.

Selvfglgelig kunne vi ha Igst denne oppgaven vel sa lett uten a bruke differenslignin-
ger, men i neste seksjon skal vi ta utgangspunkt i en beslektet oppgave som ikke er sa
lett & lgse uten bruk av teori. [ |

Vi har na vist hvordan fgrsteordens, homogene differensligninger kan Igses, og det
er pa tide & ga Igs pa annenordens — altsa pa ligninger av typen

Tpao +bxpy1 + cxy = 0. (8)

Det er fristende a prgve samme strategi som vi brukte pa fgrsteordens ligninger: Antar
vi at zy og x; er kjent, kan vi bruke (8) med n = 0 til & beregne

To = —bx1 — cxg.
Deretter kan vi bruke (8) med n = 1 til a beregne
x3 = —bxy — cxy = —b(—bxy — cxg) — cxy = (b — ¢)xy + bexy,

og sa videre. Dessverre leder denne prosedyren bare til mer og mer kompliserte form-
ler som det er vanskelig a fa informasjon ut av. Men én viktig ting forteller den oss —
at verdiene til zg og z1 bestemmer hele lgsningen:

4.1.3 Lemma
La by og b; vere to reelle tall. Da finnes det ngyaktig én Igsning av (8) slik at
To = bo ogxry = bl.

Bemerkning

Dersom vi er gitt to tall by og by, og gnsker en lgsning av differensligningen slik at
xg = by og x1 = by, sa Kaller vi by og by for begynnelsesbetingelser eller initial-
betingelser. Det er lett a skrive et dataprogram som starter med by og b; som input,
og deretter beregner leddene i fglgen {x,,} fortlapende. Dette kaller vi en numerisk
Igsning av differensligning, mens den formelen vi er pa jakt etter, kalles en analytisk
Igsning. For mer kompliserte ligninger er numeriske lgsninger det eneste vi kan hape

pa.

En annen nyttig observasjon er ogsa lett a bevise:
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4.1.4 Lemma

Dersom fglgene {y,} og {z,} er to lgsninger av differensligningen x,, 1o +
bZy11 + cxn, = 0, 0og C og D er to vilkarlige tall, sa er fglgen {z,,} der z,, =
Cy, + Dz, ogsa en lgsning.

Bevis: At {y,} og {z,} er Igsninger, betyr at
Ynt2 + byni1 +cyn =0

og

Zn42 +bzpy1 + ¢z, = 0.
Multipliserer vi den fgrste ligningen med C og den andre med D, og legger sammen
resultatene, far vi

(Cynt2 + Dznt2) + 0(Cyny1 + Dzny1) + e(Cyn + Dz,) = 0.

Med andre ord
Tnt2 + bxn—i—l +crn =0,

som viser at {z,, } er en lgsning. [ |

Dette resultatet gir oss en effektiv metode til & produsere mange Igsninger dersom vi
har noen fa, men forelgpig er det til lite hjelp siden vi ikke kjenner noen Igsninger i det
hele tatt. Hvordan skal vi sa fa fatt i l@sninger til vare annenordens differensligninger?
La oss veare litt frekke. Vi husker at fgrsteordens differensligninger hadde 1gsninger
pa formen xz,, = r™. Med litt flaks har kanskje annenordens ligningene ogsa slike
Igsninger? Vi setter inn i ligningen og prgver. Dersom z,, = r", sd er

Tpyo +0piq +caxy =r" T2 L™ o™ =" (r? + br +¢).
Skal dette uttrykket veere null for alle n (inkludert n = 0), ma
2 +br+c=0.

Vi ser altsa at x,, = ™ er en lgsning av differensligningen var hvis og bare hvis r er
en rot i annengradsligningen 72 + br + ¢ = 0. Denne annengradsligningen kalles den
karakteristiske ligningen til differensligningen 12 + bz, 41 + cz, = 0.

Hvis den karakteristiske ligningen har to reelle rgtter r; og 72, har vi dermed to
Igsninger x,, = rT og =, = ry. Men ikke alle reelle annengradsligninger har to
reelle rgtter — noen har bare en rot (med multiplisitet 2), og noen har to konjugerte,
komplekse rgtter (husk setning 3.4.8). Vi skal se pa disse tilfellene hver for seg.

Tilfelle 1: To reelle rotter

Anta at den karakteristiske ligningen har to forskjellige, reelle rgtter 1 og r5. Etter det
vi nettopp sa, ma differensligningen ha Igsninger y,, = r}" og 2z, = r}. Lemma 4.1.4
forteller oss dermed at

xn =Cri + Dry

ma vare en lgsning for alle mulige valg av konstanter C' og D.
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Med et slag er situasjonen forandret, og vi har en haerskare med Igsninger. Men
har vi funnet alle? Svaret er «ja», og ngkkelen er lemma 4.1.3. Dette lemmaet forteller
oss at enhver lgsning er bestemt av sine begynnelsesverdier o = by og 1 = b;. For
a vise at vi har funnet samtlige Igsninger, ma vi derfor vise at uansett hva by og b; er,
sa kan vi tilpasse konstantene C' og D slik at ¢y = by og 1 = by, det vil si

bo=Cr}+Drd=C+D
og
b1 = CT% + Dr% =Cri+ Drs.
Siden ry # r3, kan vi lgse dette ligningsettet med hensyn pa C og D. Vi far

roby — b ribo — b
o= 2% b og p- b =0
r2—T L —T2
Dette viser at en hvilket som helst lgsning kan skrives pa formen z,, = Cr} + Drf.
La oss oppsummere vare resultater sa langt.

4.1.5 Setning
La 2,492 + bxpy1 + cx,, = 0 vere en annenordens differensligning, og anta at
den karakteristiske ligningen 72 + br + ¢ = 0 har to forskjellige, reelle rgtter 7
og 72. Lgsningene til differensligningen er ngyaktig de fglgene som kan skrives
pa formen

zn = Crl + Dry

der C og D er konstanter.

Bemerkning
Det er vanlig & uttrykke dette resultatet ved a si at

Tn = Crl + Dr}

er den generelle lpsningen til differensligningen x,, 4o + bz,4+1 + cx, = 0. Med en
spesiell eller partikulcer lgsning, mener vi simpelthen én av de lgsningene vi far ved
a velge spesielle verdier for konstantene C' og D. Denne terminologien kan virke en
smule underlig, men den er ganske nyttig og svert utbredt.

4.1.6 Eksempel
Finn den generelle lgsningen til differensligningen
Tn42 + Tn+1 — 6{an =0.

Den karakteristiske ligningen er 2 4+ — 6 = 0 som har Igsningene r = 2 og r = —3.
Differensligningen har dermed generell 1gsning

2, = C2" + D(—3)".
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4.1.7 Eksempel
Finn fglgen som oppfyller differensligningen

Tnt2 — 5I71+1 + 41‘n =0

og begynnelsesbetingelsene zg = 1,21 = —2.
I dette tilfellet er vi altsd ikke interessert i alle Igsningene, men bare i den ene som
tilfredsstiller tilleggskravene xy = 1,27, = —2. Allikevel lgnner det seg & finne den

generelle 1gsningen fgrst. Siden den karakteristiske ligningen
2 —5r+4=0
har rgttene » = 1 og r = 4, er den generelle Igsningen
xn, =C-1" 4+ D4"™ = C + D4™.

I tillegg skal
l=xy= C+D

—2:1‘1:C+4D

For a Igse dette ligningsettet subtraherer vi den nederste ligningen fra den gverste, og
fair 3 = —3D. Altsaer D = —1, og setter vi dette inn i den fgrste ligningen, ser vi at
C = 2. Dermed har vi lgsningen

Ty =2—4"

4.1.8 Eksempel
Det er pa tide a vende tilbake til Fibonacci-tallene. Vi kan na oppfatte Fibonaccis
relasjon z,, 42 = Tpy1 + T, som differensligningen

Tn+2 — Tn+l — Tn = 0.
I tillegg har vi begynnelseskravene z; = 1 og x5 = 1. Den karakteristiske ligningen
r2—r—1=0
har rgttene r = (1 +5 ) /2, sa den generelle lgsningen til differensligningen er

o = c<1+2‘/5>n+p<1 - ﬁ)n

2

For 4 tilfredsstille begynnelseskravene, ma vi i tillegg ha

1 1-
c +2ﬁ+D V5

1:{171:

2
2 2
1 5 1—-+/5

l=ay= C + f +D \/> .

2 2

Lgser vi disse ligningene (gjgr det!), far vi
5 —Vb
C = —\5[ og D = 75\[
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Dette betyr at

V5
5

Ty =

(2]

Vi har dermed utledet den underlige formelen for det n-te Fibonacci-tallet som vi
innledet denne seksjonen med. Underveis har vi fatt avmystifisert de to irrasjonale
tallene (1 +5 ) /2 og (1 -5 ) /2 som opptrer i denne formelen — de er rett og slett
rgttene i den karakteristiske ligningen. |

Tilfelle 2: En reell rot

La oss na se pa tilfellet der den karakteristiske ligningen 72 + br + ¢ = 0 bare har
én rot 1. I dette tilfellet gir argumentene ovenfor oss bare ett sett med lgsninger,
xn = Cry, og det er ikke tilstrekkelig til a dekke alle begynnelsesbetingelser. Men
heldigvis finnes det en annen type lgsninger i dette tilfellet.

4.1.9 Lemma
Anta at den karakteristiske ligningen 72 + br + ¢ = 0 bare har én rot 7. Da er
Ty = nry en lgsning av differensligningen x,, 9 + bxp41 + cxy, = 0.

Bevis: Siden ligningen bare har én rot, ma
24 br+c=(r—mr)

(Hvis dette hgres mystisk ut, ta enten en titt pa algebraens fundamentalteorem 3.5.1
eller repeter seksjon 1.5.) Multipliserer vi ut hgyresiden, ser vi at

24 br+c=1r>—2rr+1r?,

og siden dette skal holde for alle 7, ma b = —27r1 og ¢ = r}. Differensligningen kan
derfor skrives

Tpt2 — 271 Tp41 + r%zn =0.
La oss na sjekke at den foreslatte lgsningen z,, = nr] virkelig passer i differenslig-
ningen. Siden x,, 42 = (n 4+ 2)r!%, 01 = (n+ D)rP ™ og z,, = nr}, er

= (n+2)r7" —2r (n + D)rP T+ riney
=" [(n+2) —2(n+1) +n]

=r{t?.0=0

2
Tpt2 — 2r1Tpq1 + 11T,

og folgelig er x,, = nr{ en Igsning. |

Vi vet na at bade y,, = r}' og 2z, = nr} er Igsninger av differensligningen var. Ifglge
lemma 4.1.4 er da z,, = Cr{ + Dnr{’ ogsa en lgsning for ethvert valg av konstanter
C og D. Men er dette alle lgsningene? Igjen ma vi sjekke om vi kan fa frem alle
begynnelsesverdier by og by gjennom passende valg av C og D. Spgrsmalet er altsa
om vi alltid kan lgse ligningene

bo=Cr’+D-0-7)=C
by=Cri+D-1-r} =Crf + Dr},
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med hensyn pa C' og D. Det kan vi — vi far
C = b

bl — C’I"l
T1 '

D=

(Vi jukser litt her; skal vi veere pinlig korrekte, ma vi papeke at ligningsystemet ikke
har noen lgsning nar r; = 0. Men hvis r; = 0 er en dobbeltrot, ma differensligningen
vere Tpq2 + 0 zp41 + 0 2, = 0, som er totalt uinteressant.) Vi har dermed vist:

4.1.10 Setning
Anta at den karakteristiske ligningen 72 4 br + ¢ = 0 bare har én rot 7; (og at
r1 # 0). Da er den generelle lgsningen til differensligningen

Tpt2 + bTpy1 +cxy =0

gitt ved
Zn = Cr} + Dnrl.

4.1.11 Eksempel
Finn en folge {x,,} slik at

Tnt2 — 4I71+1 + 41‘n =0

0g rg = 1,1}1 = 8.
Den karakteristiske ligningen 72 — 47 + 4 = 0 har bare én rot, r = 2 (sjekk det!).
Den generelle lgsningen til differensligningen er derfor

z, = C2" + Dn2™.
I tillegg har vi begynnelsesbetingelsene
l=20=C-2+D.0-2°=C
8=z,=C-2'+D-1-2' =2C+2D.
Lgser vi dette ligningssystemet, far vi C' = 1 og D = 3. Fglgen var er altsa

Tp=2"4+3n-2"=(1+3n) 2",

Tilfelle 3: To komplekse rotter

Til slutt skal vi se pa tilfellet der den karakteristiske ligningen 72 + br + ¢ = 0 har
to forskjellige, komplekse rgtter r1 og 2. Egentlig er ikke dette tilfellet sa forskjellig
fra tilfellet med to reelle rgtter, og alle de argumentene og beregningene vi foretok
i det tilfellet, gjelder fortsatt for komplekse rgtter. Med andre ord er den generelle
lgsningen pa formen

z, = Cr} + Drj.
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Den eneste forskjellen er at siden r; og r5 na er komplekse tall, sd ma vi ogsa regne
med at C' og D kan vare komplekse. Et eksempel vil gjgre situasjonen klarere.

4.1.12 Eksempel
Vi tar for oss differensligningen

Tnto +22p41 + 22, =0

med begynnelsesbetingelser g = 1, 1 = 2.
Den karakteristiske ligningen

r?4+2r+2=0
har to komplekse rgtter
rn=—-1+1 og rog =—1—1.
Den generelle Igsningen til differensligningen er derfor
Ty, =C(—=14+14)" + D(—-1—19)".

Det gjenstar a finne konstanter C' og D som oppfyller begynnelseskravene o = 1 og
x1 = 2. Vi har

l=xy= C+D

2=2,=C(-1+1)+ D(-1—1).

Selv om disse ligningene inneholder komplekse tall, kan de lgses pa vanlig mate:
Multipliserer vi den fgrste ligningen med (1 + ) og adderer resultatet til den andre
ligningen, far vi

3+ =2iC.

Fglgelig er (husk regnereglene for komplekse tall):
o 34+i (34d)(—2d)  —6i+2 130

C = =
24 (24)(—2i) 4 2
. . o . . 1-—3¢ .
Setter vi dette inn i den fgrste ligningen, far vi 1 = + D. Altsa er
D_1_ 1—-3¢ _ 1—|—31.
2 2

Dermed har vi kommet frem til fglgende formel:
1-3:¢ ) 14 3¢ .
xn—( 5 >«(1+z)"+< 5 >-(1z)".

Dette er unektelig et uventet uttrykk, og ved fgrste gyekast er det ikke engang opplagt
at hgyresiden er et reelt tall. Det md den imidlertid vaere dersom regningene vare
er riktige — gar vi tilbake til den opprinnelige differensligningen, er det innlysende
at lgsningen er reell. For & vise at formelen ovenfor ogsa gir reelle lgsninger, tar vi
utgangspunkt i det fgrste leddet

z= (1 _23’) (=1 40)™
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Komplekskonjugerer vi dette uttrykket, far vi

(Y e (52)

som er det andre leddet i formelen for x,,. Altsd er x,, = z + Z, og siden summen
av to konjugerte tall alltid er reell (fordi imaginzrdelene er motsatt like store og slar
hverandre ihjel), er x,, reell. [ |

La oss vise at dette er et generelt fenomen:

4.1.13 Setning
La
Tpto +bxp11 +cxy =0

vare en annenordens, homogen differensligning med reelle koeffisienter b og c.
Anta at den karakteristiske ligningen har to komplekse rgtter  og 7. De reelle
Igsningene er da

T, = Cr" + C7" (9)

der C' er et (fritt valgt) komplekst tall.

Bevis: Siden koeffisientene b og c er reelle, har den karakteristiske ligningen to kom-
plekskonjugerte rgtter r og 7. Den generelle, komplekse lgsningen av differenslignin-
gen er derfor

z, = Cr" + D7"

der C' og D er komplekse tall. Siden lgsningen er reell, er spesielt by = zg og by = x1
reelle tall. Lgser vi ligningene

bo=x0=C+D
bp=x21=Cr+ Dr
for C og D, far vi:

Tho — b bo—b
coTho=b o, p_Thh

T—r r—7

Bruker vi atr — 7 =7 — r, ser vi at (husk at by og by er reelle):

Ql

= =D.

T—r r—rTr

r—r

- (’l"bobl) 7?[)071)1 Tbo*bl

Dette viser at alle reelle 1gsninger er pa formen (9), og omvendt er det enkelt & se at
alle Igsninger pa denne formen ma vere reelle. |

Setningen ovenfor uttrykker den reelle Igsningen pa et reelt problem ved hjelp av
komplekse tall. Finnes det en mate a uttrykke denne sammenhengen pa uten a ga
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veien om de komplekse tallene? Det gjgr det, og ved hjelp av resultatene ovenfor er
denne sammenhengen ikke sa vanskelig a finne. Anta at

z, = Cr" +C7"

er de reelle lgsningene av differensligningen vér. Skriver vi C' = A + iB, sder C =
A — iB. Skriver vi dessuten r pa polarform, r = pe’, si er 7 = pe~*’, og vi far

o = (A +iB)(pe’)" + (A —iB)(pe™ )"
= (A+iB)p"e™ + (A —iB)p"e ™7,

Bruker vi na at ‘
e = cos(nb) + isin(nh)

og _
e = cos(—nf) + isin(—nfh) = cos(nb) — isin(nd),

far vi
xp = (A +iB)p"[cos(nb) + isin(nfd)] + (A — iB)p"[cos(nf) — isin(nd)].

Vi vet at imaginardelen til dette uttrykket er O (det er jo reelt), og regner vi ut realde-
len, far vi
xn = 2Ap" cos(nh) — 2Bp™ sin(nd).

Siden C' = A+iB er et vilkarlig komplekst tall, er A og B (og dermed 2A og —2B) to
vilkarlige reelle tall. Fglgelig er den generelle, reelle 1gsningen til differensligningen

xn = Ep™ cos(nf) + Fp" sin(nb)

der E og F er vilkarlige, reelle tall.
La oss formulere dette som et eget resultat:

4.1.14 Setning
La
Tp+2 aF bl’n+1 + cxy = 0

vare en annenordens, homogen differensligning med reelle koeffisienter b og c.
Anta at den karakteristiske ligningen har to komplekse rgtter r og 7. De reelle
Igsningene til differensligningen er da

x, = Ep" cos(nf) + Fp" sin(nfh)

der p og 6 er henholdsvis modulus og argument til r, og E og F' er (fritt valgte)
reelle tall.

4.1.15 Eksempel
La oss se hvordan Igsningene til differensligningen i eksempel 4.1.12 blir seende ut i
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den nye formuleringen. Siden » = —1 4 i, blir p = /2 0g § = 37/4. Altsa er den
generelle 1gsningen

2, = E2™2 cos &}Tﬂ + F2"/?gin &}Tﬂ

Bemerkning

Utledningen av setning 4.1.14 er et utmerket eksempel pa bruken av komplekse tall
i reelle problemstillinger. Selvfglgelig er det mulig & komme frem til dette resultatet
uten & bruke komplekse tall, men det krever en ny idé — vi ma pa en eller annen
mate fa ferten av at p”, sin(n#) og cos(nf) har noe med Igsningen & gjgre. Bruker
vi komplekse tall, trenger vi ikke noen ny idé — alt vi trenger er a omformulere de
komplekse lgsningene i reelle termer.

Oppsummering

La oss samle resultatene vi har kommet frem til i denne seksjonen i ett teorem.

4.1.16 Teorem
La
Tpy2 +bTpy1 +cxy =0

vare en annenordens, homogen differensligning med reelle koeffisienter.

a) Dersom den karakteristiske ligningen 72 + br + ¢ = 0 har to forskjellige, reelle
rgtter 1 og o, sa er den generelle lgsningen til differensligningen

xn = Crl + Dry,

der C og D er vilkarlige reelle tall.

b) Dersom den karakteristiske ligningen bare har én (reell) rot  # 0, sa er den
generelle lgsningene av differensligningen

Ty = Cr"™ + Dnr",

der C og D er vilkarlige reelle tall.

¢) Dersom den karakteristiske ligningen har to komplekse rgtter 7 og 7, sa er den
generelle, reelle lgsningen

x, = Cr" + C7",
der C er et vilkarlig, komplekst tall. Denne lgsningen kan ogsa skrives
Zn = Ep™ cos(nf) + Fp" sin(nd),

der p og 6 er henholdsvis modulus og argument til r, og F og I er vilkarlige
reelle tall.
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Anvendelser

Hvorfor er vi interessert i a lgse differensligninger? Hittil er kaninene til Fibonacci
den eneste praktiske anvendelsen vi har sett, men til slutt i denne seksjonen skal vi ta
for oss to eksempler som viser andre anvendelsesomrader.

4.1.17 Eksempel

Vi har klosser i tre forskjellige farger — rg@de, hvite og svarte. De hvite og de svarte er
1 centimeter lange, mens de rgde er 2 centimeter. Vi setter klossene etter hverandre
til et «tog» som er 50 centimeter langt, og lurer pa hvor mange forskjellige tog vi kan

lage.

Figur 4.1.1. Et 10 centimeter langt «tog»

Vi begynner med et lite triks. Istedenfor & konsentrere oss om de femti centimetrene
vi ble spurt om, vil vi generalisere spgrsmalet til en hvilken som helst lengde. La x,,
vere antall tog som er n centimeter lange. Vi ma da ha

Tpao = 2Tpa1 + Tn (10)

siden et tog pa n + 2 centimeter kan fremkomme pa to mater: Den ene muligheten
er at vi starter med et tog pd n + 1 centimeter og legger til en kloss pa 1 centimeter.
Siden det finnes z,,4; tog av lengde n + 1, og vi kan velge om vi vil legge til en hvit
eller en svart kloss, ma det finnes 2x,,11 slike kombinasjoner. Den andre muligheten
er a starte med et tog pa n centimeter og legge til en rgd kloss. Slike tog er det x,, av.
Til sammen har vi da 2x,, 1 + z,, muligheter, akkurat som ligning (10) sier.

Vi ser nd vitsen med 4 generalisere spgrsmalet; vi har oppdaget at fglgen {z,, } ma
vare en lgsning av differensligningen

Tt — 2&p41 — Tp = 0.

For a se hvilken lgsning det er, ma vi finne begynnelsesverdiene. Siden det er to tog
som er 1 centimeter lange (nemlig de som bestar av henholdsvis en hvit og en svart
kloss), md x; = 2. I tillegg ma xo = 5 siden det finnes fem tog som er to centimeter
lange (fire av disse togene bestar av to klosser pa en centimeter, og det siste av én
kloss pa to centimeter).

Vi kan na Igse differensligningen. Den karakteristiske ligningen er

r?—2r—1=0,
som har rgttene r = (1 & /2 ), s& den generelle lgsningen er
zy=C(1+v2)" +D(1-v2)".
I tillegg ma vi kreve

2=z, =C(1+v2)+D(1-V?2)
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Lgser vi dette ligningssettet, far vi C' =

\/5(1:\/5) 0g D — CV2(1-v2)
(prev a gjennomfgre regningene; de er brysomme men lererike). Dermed er

V2 n
(1+f)(1+f) —T(l—\@)(l—\/ﬁ)

i =l

Vi er interessert i n = 50, sa vart svar blir
2
T50 = %[(1 + \@)51 -(1- \/5)51}

som er av stgrrelsesorden 1019, Antallet muligheter er altsa enormt, men det overras-
ker kanskje ikke etter vare tidligere mgter med kombinatoriske problemer? |

I sannsynlighetsregningen finnes det mange problemstillinger som leder til differens-
ligninger. Vi skal se pa et typisk eksempel.

4.1.18 Eksempel

Per og Kari spiller om penger. Etter hvert spill ma den som taper betale én krone til
vinneren. De har bestemt seg for & spille til fgrstemann er blakk. Kari er flinkere enn
Per til & spille og vinner 3/5 av spillene, men Per starter med 15 kroner mot Karis 5.
Hva er sannsynligheten for at det er Kari som vinner til slutt? (Prgv & gjette!)

Igjen Ignner det seg a generalisere spgrsmalet. Per og Kari har til sammen 20
kroner. La x,, vere sannsynligheten for at Kari vinner dersom hun starter med n av
de 20 kronene (og Per med de gjenverende 20 — n). Vi er altsd i utgangspunktet
interessert i a finne x5, men det viser seg a vare lurt fgrst a finne et uttrykkk for alle
T

Det er ikke sa vanskelig a se at

2
gxn+1 + gxn—b

Tp =

Argumentet er som fglger (hvis du synes det er vanskelig, kan det vare lurt & ta en
kikk pa det som star om sum- og produktregelen til slutt i seksjon 1.3): z,, er sannsyn-
ligheten for at Kari skal vinne dersom hun starter med n kroner. Na er det to mulige
mater Kari kan vinne pa: Med 3/5 sannsynlighet vinner hun fgrste spill, innkasserer
én krone, og har na sannsynlighet x,, 1 for a sikre seg sluttseieren. Den totale sann-
synlighet for at Kari skal vinne pa denne maten er %xnﬂ. Den andre maten Kari kan
vinne p4, er gjennom 4 tape fgrste spill (sannsynlighet 2/5), gi fra seg én krone, for
deretter & vinne sluttseieren med sannsynlighet x,,_;. Den totale sannsynligheten for
a vinne pa denne maten er %xn,l. Den samlede sannsynligheten for at Kari skal vin-
ne, ma vere summen av de to sannsynlighetene vi nd har regnet ut, og dermed far vi
formelen vi er pa jakt etter:

3 L 2
—Ty —Tp_1-
Fintl T ¢ 1

Ty =
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Snur vi litt om pa dette uttrykket, far vi differensligningen

2

Tn4+1 — gxn + gxn—l =0.
Den karakteristiske ligningen er
5 2
2
_Z =0,
"33

og vi féar rgttene 7, = 1 og 7o = 2/3. Den generelle lgsningen av differensligningen

er derfor
2 n
n=C+D[=] .
T + <3)

Men hvordan bestemmer vi konstantene C' og D? Vi legger merke til at xy = 0 (fordi
Kari er blakk og vinner med sannsynlighet 0), mens x99 = 1 (na er det Per som er
blakk, og Kari vinner med sannsynlighet 1). Vi har altsa ligningene

2 0
Ozm:C+D<Q =C+D

9\ 20
1=$20=C+D(3> .

Lgser vi disse ligningene (gjgr det!), far vi

Dermed er

et eyl
1_<§)2° 1(;)”(3) 1_@)20

Vi var i utgangspunktet interessert i x5, og den er na lett & beregne:
2\
- (3)
ﬁ ~ 0.87.
()
3

Kari vinner altsd med 87 % sannsynlighet. Legg merke til at 2y ~ 0.33, sa selv om
hun starter med bare én krone mot Pers 19, s vinner Kari i 33 % av tilfellene! Av og
til er det bedre a veere smart enn rik. |

Ts =
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Oppgaver i seksjon 4.1

1.

3.

Finn de generelle lgsningene til differensligningene.
a) Tny1 +32, =0
b) xpy2 —3Tp41 —4x, =0

C) Tpt2 +dxpy1 — 14z, =0

. Finn de generelle lgsningene til differensligningene.

a) 3rp41 + 72, =0
b) zpy2 — 92, =0
¢) 4xp42 = 8xp —4Tp41

Finn de generelle Igsningene til differensligningene. Dersom den karakteristiske

ligningen har komplekse rgtter, skal du oppgi svaret bade pa reell og kompleks form.

4.

a) Tpyo +4Tp41 +42, =0
b) Tpio + 22541 +42, =0
¢) Tpi2+9x, =0

d) 4xp412 — 12241 + 92, =0

Finn de generelle Igsningene til differensligningene. Dersom den karakteristiske

ligningen har komplekse rgtter, skal du oppgi svaret bade pa kompleks og reell form.

7.

a) Tnya — 3Tpt+1 + 32, =0
b) Zpio + 2V5x, 1 + 5z, =0

C) Tpiz + \/Ezn—&-l +x,=0

. Finn fglgen som oppfyller differensligningen og begynnelsesbetingelsene.

a) Tpyo + Tpy1 — 6, =0,20=9, 21 = -2
b) Tpi2 —Tpi1 + 2, =0,20=2,21 =1
C) Tnya+2Tp41+2,=0,20=2,21 =1

d) xpio+22p41 +22, =0,20=1,21 = -2

. Finn fglgen som oppfyller differensligningen og begynnelsesbetingelsene.

a) Tpyo — 42, =0,20=0,21 = —4
b) xpyo+4x, =0,20 =0,2; =4
¢) Tpto+6x,41+92, =0,20=4,21=9
a) (UiO) Finn fglgen {a, } slik at ap = 0, a; = 9/2 og

Ap+t2 = 3Ap41 — G, for n>0.
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b) Vis at 2a,, er et helt tall for n > 0.
¢) Finn det stgrste naturlige tallet som deler 2a,, for alle n.

8. a) (UiO) La a,, vere antall utfall av n forskjellige terningkast foretatt i rekke-
fglge slik at to pahverandre fglgende kast aldri far samme utfall. Forklar hvorfor
a,, tilfredsstiller
Upi1 =5an, n>1, a =6,

og finn a,,.

b) La P, vere sannsynligheten for at utfallet av n forskjellige terningkast fore-
tatt i rekkefglge inneholder to etter hverandre fglgende kast med samme utfall.
Beregn P, og beregn ogsa lim,, . P,.

9. (UiO) Betrakt sekvenser av lengde n bestaende av 0’ere og 1’ere der fgrste siffer
er 1 og to 1’ere aldri fglger etter hverandre. La a,, betegne antallet av slike sekvenser.
Forklar hvorfor a,, tilfredsstiller differensligningen

Gp = Gp—1 + Gn—2, n>2 a =ax=1.
Finn a,, ved a lgse denne ligningen.

10. Lgs problemet i eksempel 4.1.18 dersom Per og Kari er like gode til a spille og
derfor vinner spillene med sannsynlighet 1/2.

11. Du har bestemt deg for a sprenge et av kasinoene i Monaco. I hver omgang setter
du 1 million pa rg¢dt. Med sannsynlighet 18/37 vinner du 1 million, og med sann-
synlighet 19/37 taper du millionen du satset. Du fortsetter spillet til enten du eller
kasinoet er konkurs. Hva er sannsynligheten for at du vinner dersom du starter med
90 millioner og kasinoet med 10 millioner?

12. Kaja og Astrid spiller stein-saks-papir om glansbilder. Spillet foregar ved at de
samtidig skal vise frem et fingersymbol for enten stein, saks eller papir. Stein slar saks,
saks slar papir, papir slar stein. Dersom begge viser samme symbol, ender omgangen
uavgjort. Etter hver omgang ma vinneren gi et glansbilde til taperen.

a) Vis at i hver omgang har bade Kaja og Astrid 1/3 sannsynlighet for & vinne
(forutsatt at begge velger symbol tilfeldig).

b) Jentene bestemmer seg for a spille til en av dem har vunnet alle glansbildene.
Forklar at hvis z,, er Astrids sannsynlighet for & vinne nar hun starter med n av
glansbildene, sa er

T+l — 22p +2p—1 = 0.

¢) Da de begynte, hadde Kaja 5 glansbilder og Astrid 7. Hva er sannsynligheten
for at det er Kaja som til slutt taper alle sine glansbilder?



184

Seksjon 4.1 Homogene differensligninger

13. (UiO) En smittsom sykdom sprer seg i en befolkning. Av dem som er syke én uke,
vil 25 % fortsatt vere syke uken etter. Sykdommen har en inkubasjonstid pa to uker,
og en person som var syk for to uker siden, vil i gjennomsnitt ha smittet % person som
blir syk denne uken. Vi lar x,, veere antall personer som er syke etter n uker.

a) Forklar hvorfor

1 5.
Tn 4xn71 4xn72 -

og finn den generelle lgsningen til denne differensligningen.

b) Den uken sykdommen ble oppdaget, var 190 personer syke. Uken etter var 260
personer syke. Hvor mange var syke n uker etter at sykdommen ble oppdaget?
Hvordan vil det g& med antall syke etter som tiden gar?

¢) Sykdommen viser seg a4 veere mindre smittsom enn fgrst antatt. Det viser seg
at en person som var syk for to uker siden, i gjennomsnitt bare har smittet %

person som blir syk denne uken. Hva skjer med antall syke nar tiden gar? Hva

skjer dersom det viser seg at hver syk person i gjennomsnitt smitter ferre enn 3

4
person per uke?

14. 1 en enkel klimamodell avviker middeltemperaturen i maned nummer n fra den
arlige middeltemperaturen med en stgrrelse x,,. Anta at x,, er gitt ved

Tnt2 — \/gxn_ﬂ +z, =0, 1 =-—12, x3=—6.

I hvilken maned er det varmest og i hvilken er det kaldest? Tegn en kurve som viser
temperatursvingningene fra maned til maned.

15. Bier formerer seg pa en uvanlig méte. Bade befruktede og ubefruktede egg ut-
vikler seg til bier, de befruktede blir hunner og de ubefruktede hanner. En hunn har
altsa to foreldre, mens en hann bare har en mor og ikke en far. En hunn har dermed to
foreldre, tre besteforeldre, 5 oldeforeldre osv. Hvis vi lar x,, vere antall forgjengere n
generasjoner tilbake, er altsd 1 = 2, zo = 3, 3 = 5. Forklar hvorfor

Tp = Tp—1+ Tn—2

og finn hvor mange forfedre en hunn har n generasjoner tilbake. Hvor mange forfedre
har en hann n generasjoner tilbake?

16. a) Vis at det ikke finnes noen lgsning av differensligningen x,, 4o — 42, = 0
slik at o — O, T = 1.

b) Anta at den karakteristiske ligningen til
Tpgo +bxpq1 +cxy, =0 (*)

har to forskjellige lgsninger 1 og 2. La m,n > 0 vare to forskjellige, hele tall

og anta at
(rl ) .
T2

Vis at for alle tall «, 5 finnes det en lgsning av () slik at x,,, = « og x,, = 3.
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c) Anta na at (x) har en dobbeltrot  # 0. La m,n > 0 vere to forskjellige, hele
tall og vis at det alltid finnes en lgsning av (x) slik at x,,, = a og x,, = [ uansett
hva o og (3 er.

17. 1denne oppgaven skal vi studere tredjeordens, homogene differensligninger
Tpts + bTpyo + ctpi1 +dz, =0, n >0, derd#0. (%)

a) Gitt tre tall ag, a1, az, vis at det er ngyaktig én lgsning av (x) slik at g = ao,
1 = a1 0 o = ao.

b) Den karakteristiske ligningen til (x) er
P4l +er+d=0.

Vis at dersom den karakteristiske ligningen har tre forskjellige rgtter r1, 72, 73,
sd er den generelle lgsningen til ()

zn = Cri + Dry + Ery.

¢) Vis at dersom den karakteristiske ligningen har en rot r; med multiplisitet én og
en rot 73 # 0 med multiplisitet to, sd er den generelle Igsningen til (x)

Tn =Cri + (D 4+ nE)ry.

d) Vis at dersom den karakteristiske ligningen har en rot » med multiplisitet tre, sa
er den generelle Igsningen til (x)

T, = (C+nD +n?E)r".
e) Finn den generelle Igsningen til
Tn+3 — 8y =0

og skriv den uten bruk av komplekse tall.

4.2 Inhomogene differensligninger

La oss starte med et problem. En humanitzr stiftelse har satt inn et belgp pa 10 mil-
lioner kroner pa en hgyrentekonto som gir 6 % rente. I slutten av hvert ar utbetaler
stiftelsen stipendier pa til sammen en halv million kroner fra denne kontoen (legg
merke til at 6 % av 10 millioner er mer enn en halv million). Hva har belgpet pa
kontoen vokst til etter n ar?

Anta at belgpet ved utgangen av det n-te aret er x,,. I Igpet av det neste aret vokser
dette belgpet til 1.06x,,, og sa deles det ut stipendier pa en halv million kroner. Belgpet
som star igjen er da

Tp41 = 1.06x, — 0.5.

(Vi maler alle belgp i millioner for a slippe alle nullene.) Skrevet pa en annen méte er

Tp41 — 1.06x, = —0.5.
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Dette ligner pa de fgrsteordens differensligningene vi studerte i forrige seksjon, men
problemet er at det na star —0.5 og ikke 0 pa hgyresiden av ligningen. Mens ligningene
vi studerte ovenfor var homogene, har vi na fatt en inhomogen ligning.

Mer generelt kaller vi en ligning pa formen

Tpi1 + 1Ty = f(n)7

der f er en kjent funksjon, for en inhomogen, fgrsteordens differensligning. Tilsva-
rende kaller vi en ligning pa formen

ZTpto +bTpy1 + cxp = f(n)

for en inhomogen, annenordens differensligning.

Spgrsmalet vi skal studere i denne seksjonen, er hvordan man Igser slike inhomo-
gene problemer. Det viser seg at det er flere metoder, og den vi skal velge er kanskje
ikke den beste fra et teoretisk synspunkt, men den er lett & lere og tilstrekkelig for
vare formal. Vi skal ta en liten kikk pa en annen metode i avsnittet om genererende
funksjoner (seksjon 12.11).

Vi begynner med en enkel, men viktig observasjon (i denne seksjonen skal vi for
enkelhets skyld formulere og bevise alle resultater for annenordens differensligninger,
men de gjelder like godt for forsteordens).

4.2.1 Lemma
Anta at {zP } er en lgsning av den inhomogene, annenordens differensligningen

Tnao + bxpi1 + cx, = f(n). (1)
Da vil de andre Igsningene av (1) vere
&n = ah + a7, (2)
der {z"} er en vilkérlig gsning av den homogene ligningen

Tnao + brpy1 + cx, = 0. (3)

Bemerkning

Husk at en spesiell lgsning av en differensligning ofte kalles en partikuler 1gsning.
Lemmaet ovenfor sier derfor at den generelle lgsningen av en inhomogen ligning er
summen av en partikuler Igsning og den generelle lgsningen av den homogene lignin-
gen. Bokstavene p og h skal minne oss om ordene «partikuler» og «<homogen», og de
er altsa ikke eksponenter som x,, skal opphgyes i.

Bevis for lemma 4.2.1: Vi skal fgrst vise at dersom {22} er en partikuler lgsning
av (1), og {z"} er en hvilket som helst lgsning av den homogene ligningen, si er
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x, = 2P + " ogsd en lgsning av (1). Alt vi behgver & gjgre, er 4 sette inn i ligningen:

Ttz 01+ ety = (2] 5+ 2040) + 0]+ apg) +c(ah + )
= (@)1 +bal g + o) + (2o + ban gy + can)
= f(n)+0=f(n).
Vi har dermed vist at alle fglger pa formen (2) er lgsninger av differensligningen (1).
Det gjenstar a vise at ligningen ikke har noen andre lgsninger enn disse.

La {x,} vere en vilkarlig 1gsning av (1), og definer y,, = z,, — zP. Legg merke
til at dersom vi kan vise at {y, } er en Igsning av den homogene ligningen (3), sa er
zn = xP + 1y, pa formen (2) og beviset er ferdig. Setter vi y,, inn i ligningen, féar vi

Ynt2 + bYny1 +cyn = (xn+2 - xfb+2) + b(xn-i-l - xi-ﬁ-l) =+ C(xn - xfx)
Tnt2 + bTni1 + cap) — (X540 + b2y + cal)

~(
= f(0) = f(n) =0,

akkurat som vi gnsket oss. ]

4.2.2 Eksempel
Det er lett a kontrollere at z2 = n er en Igsning av den inhomogene differensligningen

Tn+2 — Tnt1 — 62y = —6n + 1.
Den homogene ligningen x,,+2 — 5,41 — 62, = 0 har karakteristisk ligning
r?—r—6=0.

Rgttene er ry = —2 og ro = 3, sa den generelle lgsningen til den homogene ligningen
er
h = C(-2)" + D3".

n

Ifglge lemmaet er da
T, =aP + 2l =n 4+ C(-2)" + D3"

den generelle lgsningen av den inhomogene ligningen. |

For a fa nytte av lemmaet ovenfor, trenger vi en metode til 4 finne minst én lgsning av
den inhomogene differensligningen

Tny2 +bTpi1 + crn = f(n).

Metoden vi skal benytte bygger pa at differensligningen som regel vil ha en lgsning
av «samme type» som den kjente funksjonen f(n). Er, for eksempel, f(n) et annen-
gradspolynom, vil som regel differensligningen ha en lgsning som ogsa er et annen-
gradspolynom, og det gjelder bare & finne frem til hvilket polynom det er snakk om.
Det er lettest a forsta hvordan dette gjgres ved a se pa et eksempel.
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4.2.3 Eksempel
Vi gnsker a finne en lgsning av differensligningen

2
Tn+2 +Tnt1 +Tn =n"+ 1.

Siden funksjonen f(n) = n?+1 er et annengradspolynom, héper vi 4 finne en lgsning
som ogsa er et annengradspolynom — altsa en lgsning pa formen

xf = An* 4+ Bn + C.

Planen er a sette dette uttrykket inn i ligningen og se hva koeffisientene A, B og C' ma
vere for at vi skal ha en lgsning. Vi far

Thypo + gy + b = [A(n+2)? + B(n+2) + O] + [A(n +1)°
+ B(n+1) 4+ C] + [An* + Bn + (]
= An? + 4An 4+ 4A + Bn 4 2B + C + An?
+2An+ A+ Bn+B+C+ An®>+Bn+C
=3An* + (6A +3B)n + (5A + 3B + 30).

For at dette uttrykket skal vere lik n2 + 1 for alle n, ma vi kreve at

3A=1
6A+3B=0
5A+3B+3C=1.
Lgser vi dette ligningssystemet, ser viat A = 1/3, B = —2/3, C' = 4/9. Altsd er

1 2 4
P _ _n2_ 2 Z
Tn =g gnty

en partikuler lgsning av ligningen var. |

Vi har na de ideene vi trenger for & lgse det problemet vi innledet denne seksjonen
med:

4.2.4 Eksempel
Husk at vi gnsket a finne den lgsningen av differensligningen
Tn+1 — 1.06x, = —0.5

som tilfredsstiller begynnelseskravet zo = 10 (millioner).
I dette tilfellet er f(n) = —0.5, og siden f(n) er konstant, er det naturlig & tippe
at det finnes en konstant lgsning 2 = A. Setter vi dette inn i ligningen far vi

0.5 =1, —1.062% = A —1.06A = —0.064,

som gir A = 0.5/0.06 = 25/3. Altsé er 22, = 25/3 en partikuler lgsning.
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Siden x" = C(1.06)™ er den generelle lgsningen av den homogene ligningen
Tn4+1 — 106$n = 0,

ma den generelle lgsningen av ligningen var vare

25
T, =aP 42l = 3 + C(1.06)™.

Vi gnsker den lgsningen hvor 2y = 10, sa C' er gitt ved

25 25
10 =m0 = 5+ C(1.06)° = 5 +C

Altsa er 95 5
C=10— — = -
3 3’

og kapitalen etter n ar er

25 5.(1.06)" 5
=2 2B O 1.06)"].
=gt 5[5+ (1.00)"]

Regner vi ut x1, ser vi at kapitalen etter 10 ar er steget til
5
T = 3 [54 (1.06)'°] ~ 11.318 millioner;

altsd en gkning pa drgye 1.3 millioner. Hadde vi isteden latt veere & utbetale stipendie-
ne, ville kapitalen ha vokst til 10 - (1.06)'° som er nesten 18 millioner — det vil si en
vekst pa omlag atte millioner. |

Vi skal nd lage en kort liste over sammenhengen mellom den gitte funksjonen f(n)
og smarte valg av lgsninger. Vi begynner med polynomer.

f(n) er et polynom

Néar f(n) er et polynom, kan man i de aller fleste tilfeller tippe pa en lgsning 22 =
g(n) der g(n) er et polynom av samme grad som f(n). I noen tilfeller ma man imid-
lertid tippe pa lgsninger av typen 22 = ng(n) eller 22 = n%g(n) der g(n) fortsatt er
et polynom av samme grad som f(n). Dette skjer nar 1 er en rot i den karakteristiske
ligningen til den homogene differensialligningen. Den presise regelen er:

Regel 1: Dersom f(n) er et polynom, tipper man lgsninger pa formen
a) 2P = g(n) dersom 1 ikke er en rot i den karakteristiske ligningen
b) 2P = ng(n) dersom 1 er en enkeltrot i den karakteristiske ligningen
¢) 2P = n%g(n) dersom 1 er en dobbeltrot i den karakteristiske ligningen

og der g(n) i alle tilfeller er et polynom av samme grad som f(n). Siden en konstant
er et nulltegradspolynom, gjelder regelen ogsa nar f(n) er en konstant.
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Bemerkning

Legg merke til ng(n) er et polynom av én grad mer enn g(n), og at n?g(n) er et
polynom av to grader mer enn g(n). Grunnen til at vi skriver disse polynomene pa en
sapass uvanlig mate, er for at du skal slippe a dra med deg ledd du ikke har bruk for.

4.2.5 Eksempel
La oss se pa en ligning som illustrerer hva som skjer nar vi ma gke graden. Vi tar
differensligningen
Tpt2 + Tpt1 — 2z, =1 — 3.
Siden f(n) = n — 3 er et forstegradspolynom, er det i utgangspunktet naturlig & tro
at Igsningen ogsa kan vere et fgrstegradspolynom x? = An + B. Setter vi inn i
ligningen, far vi
ab o +ab | —2zh =[A(n+2)+ Bl + [A(n+1) + B] — 2(An + B)
=0-n+34=3A.
Siden koeffisenten til n er 0, ser vi at uansett hvordan vi velger A og B, kan vi aldri fa
dette uttrykket lik »— 3. Ligningen har altsd ikke f@rstegradspolynomer som Igsninger.
Grunnen til dette er at 1 er en enkeltrot i den karakteristiske ligningen, og at
konstantfglgen {1} dermed er en lgsning av den homogene differensligningen. Ifgl-

ge regelen ovenfor bgr vi derfor isteden prgve & finne en lgsning av formen x? =
n(An + B) = An? + Bn. Setter vi inn i ligningen, far vi

ah o+ 2h  — 220 = [A(n+2)® + B(n+2)] + [A(n + 1)?
+ B(n+1)] — 2(An* + Bn)
=0-n>+6A4An+ (5A+3B) = 6An + (5A + 3B).

For at 2P skal vere en lgsning, ma vi kreve at
n

6A=1
5A+3B = -3.

Dette betyr at A = 1/6, B = —23/18, og dermed har vi vist at

2_2371

n
6 18

y
Ty, =

er en lgsning av differensligningen. |

Regningene i dette eksemplet er typisk for hva som skjer i de tilfellene hvor vi ma
gke graden. Prgver vi oss med en lgsning av samme grad som f(n), faller det hgyeste
leddet bort, og vi greier ikke & oppfylle kravene. Gar vi opp i grad, far vi de ligningene
vi trenger.

f(n) er pa formen a"p(n)

Dersom f(n) er pa formen a"p(n) der a er et tall og p(n) er et polynom, kan vi van-
ligvis tippe en lgsning pa formen 2, = a™g(n) der g(n) er et polynom av samme grad
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som p(n). I noen tilfeller ma vi imidlertid tippe lgsninger pa formen z2 = a"ng(n)
eller 22 = a"n?g(n) isteden. Dette skjer nér a er en rot i den karakteristiske lignin-
gen. Den presise regelen er:

Regel 2: Dersom f(n) er av formen a™p(n) der a er et tall og p(n) er et polynom,
tipper man Igsninger pa formen

a) xP = a™g(n) dersom a ikke er en rot i den karakteristiske ligningen
b) 22 = a™ng(n) dersom a er en enkeltrot i den karakteristiske ligningen
¢) P = a"n%g(n) dersom a er en dobbeltrot i den karakteristiske ligningen

og der g(n) i alle tilfeller er et polynom av samme grad som p(n). Siden en konstant
er et nulltegradspolynom, gjelder regelen ogsé nér f(n) er av formen C'a™ der C er en
konstant.

4.2.6 Eksempel
Vi skal finne en Igsning av

Tnt2 — 2Tpt1 + 3T, = n2".

Siden vi har et fgrstegradspolynom n ganget med en eksponentialfunksjon 2", er det
naturlig a tippe en lgsning pa samme form — altsa

P = (An + B)2".
Setter vi inn i ligningen, far vi (husk at 2"+2 = 4. 2" og 2"+ = 2. 2n):
ab o —22b | +32h = (A(n+2) + B)2"?
—2(A(n+1)+ B)2"*"! + 3(An + B)2"
= (4An + 84+ 4B)2"
— (4An +4A +4B)2" + (3An + 3B)2"
= [3An + (44 + 3B)|2".
Dette uttrykket skal vere lik n2™, sa vi ma ha
3A=1
4A+ 3B =0.
Disse ligningene gir A = 1/3, B = —4/9, sé lgsningen vér er

3n—4
9

La oss ogsa finne den generelle lgsningen. Siden den karakteristiske ligningen
r2—2r+3 =0harto komplekse rgtter r; = 1+ V2,79 = 1—1iv/2, erden generelle
Igsningen til den homogene ligningen

an=C(1+iv2)" + D(1—iv2)".

P _ . on
b = 2",
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Den generelle Igsningen til den inhomogene ligningen er dermed

Ty = + ) = (3719_4) 2"+ C(1+iv2)" + D(1-iv2)".

For at lgsningen skal vere reell, ma vi velge C og D til & vere komplekskonjugerte
av hverandre (eller vi kan formulere Igsningene ved hjelp av sinus og cosinus som i
setning 4.1.14). |

f(n) er pa formen b"[Asin(an) + B cos(an)]

Regel 3: Dersom f(n) = b"(Asin(an) + Bcos(an)) der A, B, a og b er kons-
tanter, bgr man tippe en lgsning pa formen 22 = b"[C'sin(an) + D cos(an)]. I noen
tilfeller ma man forsgke 22 = nb™[C sin(an)+D cos(an)] isteden (det skjer nar y,, =
b™ cos(an) er lgsning av den homogene ligningen — noe som forgvrig er ekvivalent
med at z,, = b" sin(an) er det). Du far ikke bruk for denne regelen sa ofte, og du kan
godt vente med a lese fglgende eksempel til behovet melder seg.

4.2.7 Eksempel
Vi skal finne en Igsning av

Tpt1 — T, = sin(an).

Vi prgver en Igsning pa formen 22, = C'sin(an) + D cos(an) (selv om f(n) mangler
cosinus-ledd, vil lgsningen som regel ha det!). Legg merke til at ifglge formlene for
sinus og cosinus til en sum, er

xb = Csinfa(n +1)] + D cos[a(n + 1)]
= C - [sin(an) cos a + cos(an) sin a]
+ D - [cos(an) cos a — sin(an) sin a)
= (Ccosa — Dsina)sin(an)
+ (Csina + D cos a) cos(an).
Setter vi inn i ligningen, far vi
xb  —ab = (Ccosa— Dsina)sin(an)
+ (Csina + D cosa) cos(an) — C'sin(an) — D cos(an)
= (Ccosa — Dsina — C)sin(an)
+ (Csina + D cosa — D) cos(an).
Skal 2P, vere en lgsning av ligningen, ma dette uttrykket veere lik sin(an), sa
Ccosa— Dsina—C =1
Csina+ Dcosa — D =0.

Dette ligningssystemet har lgsningen C = —1/2, D = — %, sa var partiku-
leere 1gsning av differensligningen blir
= _sin(na) sina cos(na).

2 2(1 — cosa)
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Samlingen av regler kan utvides ytterligere, men de tre ovenfor er tilstrekkelige for
vart behov, og vi skal stoppe her. Det er imidlertid nyttig & veere klar over at reglene
kan kombineres: @nsker vi for eksempel & finne en partikuler 1gsning av

Tpt1 — 20, =0+ 3",

ser vi at hgyresiden er en sum av to ledd som vi kan behandle hver for seg: n er et
fgrstegradspolynom og tilsier en Igsning pa formen z? = An+ B, mens 3" er en eks-
ponentialfunksjon, og tilsvarer en Igsning av typen 22 = E - 3". Som en kombinasjon
av disse to Igsningsforslagene, prgver vi da

b =An+ B+ E-3™.

Sett inn i ligningen og overbevis deg om at dette fungerer.

Anvendelser

Vi skal avslutte denne seksjonen med noen eksempler pa problemer som kan lgses
ved hjelp av inhomogene differensligninger. Det forste eksemplet viser hvordan vi
kan summere uttrykk av typen f(0) + f(1) + f(2) +--- + f(n).

4.2.8 Eksempel
Finn et uttrykk for summen
Ty =124+22 432442+ ... £ n2
Siden 2,41 = @, + (n + 1), ma x,, vere en lgsning av differensligningen
T+l — Tn :n2+2n—|—1,

Siden x; = 12 = 1, vet vi ogsa at vi er interessert i den lgsningen som oppfyller
begynnelsesbetingelsen 1 = 1.

I dette tilfellet er f(n) = n? + 2n + 1 et annengradspolynom, og normalt ville
vi tippe en lgsning som ogsé er et annengradspolynom, men siden 1 en rot i den
karakteristiske ligningen, ma vi isteden tippe en Igsning pa formen

2P = n(An? + Bn + D) = An® + Bn? + Dn.
Setter vi inn i ligningen, far vi

=An+1)3+Bn+1)>+D(n+1)— An® — Bn?> — Dn
=3An* + (3A+2B)n+ A+ B+ D.

p _ P
xn—i—l xn

Dette skal veere lik n2 + 2n + 1, sd vi ma ha

34=1, 3A+2B=2  A+B+D=1.
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Lgser vi dette ligningssystemet, far vi A = 1/3, B = 1/2 og D = 1/6. Den generelle
Igsningen av differensligningen er dermed

n®  n?

n
Tp=ahta, = o+ 0

Vi er interessert i Igsningen hvor 27 = 1, sa vi ma ha

¥ o121
—+—+=-4+C=1
3 + 2 + 6 +

som gir C' = 0. Altsa er Igsningen var

3 2

n Jrn +n
Tp = ry =
3 2 6
Dermed har vi vist at
2 2 2 2 2 n® n* n
1°+2°+3°+4 +~--+n=§+?+g.

Det neste eksemplet er en gjenganger i bgker om differensligninger, men det er sa pass
morsomt at det forsvarer en plass ogsa her.

4.2.9 Eksempel

Vi skal studere et puslespill som kalles «Tarnene i Hanoi». Puslespillet bestar av tre
loddrette staver og noen runde brikker med hull i som kan tres ned pa stavene. Brik-
kene er av forskjellig stgrrelse, og i utgangsstillingen er de alle plassert pa den ene
staven med de stgrste brikkene nederst (se figur 4.2.1). Formalet med spillet er a flytte
brikkene fra stav til stav slik at de til slutt ender opp i samme rekkefglge pa en av de
andre stavene. Det er bare lov a flytte én brikke av gangen, og vi ma aldri plassere en
stgrre brikke oppa en mindre.

= | |

Figur 4.2.1.

Puslespillet er ikke sa gammelt som det gir seg ut for; det ble oppfunnet av den franske
matematikeren Edouard Lucas (1842-1891). Lucas diktet ogsa en legende om hvordan
Gud i tidenes morgen skapte et slikt spill av 64 gullbrikker og 3 diamanttarn, og ga
et presteskap i oppgave a lgse det. Nar prestene endelig lykkes i a flytte alle brikkene
over pa ett av de andre tarnene, vil spillet falle i grus, og verdens ende komme.
Spgrsmalet er om denne oppgaven er Igsbar og om hvor mange trekk man i s fall
trenger for a gjennomfgre den. Det er vanskelig 4 eksperimentere med 64 brikker, sa la
oss ta utgangspunkt i feerre. Dersom det bare er én brikke, er oppgaven opplagt Igsbar
i ett trekk — vi tar bare den ene brikken og flytter den over pa en av de andre stavene.
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Anta na at vi kan lgse oppgaven for n brikker i z,, trekk. Vi kan da lgse oppgaven for
n + 1 brikker pa fglgende mate: Vi later forst som den nederste brikken ikke finnes
og flytter de gverste n brikkene over pa én av de andre stavene i x,, trekk. Sa flytter
vi den nederste brikken over pa den tredje staven, og glemmer sa dens eksistens mens
vi flytter de n andre brikkene opp pa den i x,, nye trekk. Vi har dermed Igst oppgaven
for n + 1 brikker i x,,41 = 2x, + 1 trekk. Legg ogsa merke til at dersom x,, er det
minste antall trekk vi trenger for n brikker, sa er det umulig & lgse oppgaven for n + 1
brikker med ferre enn 2z, + 1 trekk. Fgr vi flytter den nederste brikken, ma vi nemlig
samle de andre pa én stav, og dét tar minst x,, trekk. Deretter ma vi bruke ett trekk pa
a flytte den nederste; og deretter minst x,, trekk pa a samle de andre oppa den igjen.

Dette betyr at puslespillet er Igsbart for alle n, og at det minste antall trekk vi
trenger, er gitt ved differensligningen

Tpt1 — 225, =1

og begynnelseskravet x; = 1.

Den generelle 1gsningen av den homogene ligningen er z,, = C'2". Siden hgyresi-
den i den inhomogene ligningen er en konstant, burde ligningen ogsa ha en konstant
lgsning y,, = A. Setter vi inn, far vi

Yntl — 2yn = A—2A=—-A.

Skal dette veere lik 1, ma A = —1. Den generelle lgsningen av den inhomogene

ligningen er dermed
r, = C2" — 1.

Det gjenstér a finne konstanten C. Siden z; = 1, ma
l=a;,=C-2'-1=20 -1,
som viser at C' = 1. Altsa kan puslespillet med n brikker lgses i
T, =2" -1

trekk. For prestene vére betyr dette at de ma holde pé i 2% — 1 trekk — et tall av
stgrrelsesorden 10?1 Og dét vel & merke hvis de ikke gér surr i trekkene underveis.
[ |

I vart siste eksempel skal vi tilbake til sannsynlighetsregningen og et problem som er
nart knyttet til eksempel 4.1.18.

4.2.10 Eksempel
Liv og Therese spiller om penger. Etter hvert spill ma taperen betale én krone til
vinneren. De har satset fem kroner hver, og har bestemt seg for & spille til én av dem
har tapt hele innsatsen. Per og Aleksander ser pa. De er ikke det minste interessert i
hvem som vinner, men siden jentene har lovet dem en tur pa byen nar spillet er over,
lurer de pa hvor lenge de ma regne med a vente.

Siden vi ikke kjenner utfallet av spillene, kan vi selvfglgelig ikke si med sikkerhet
hvor lenge det vil ta. Men kjenner vi sannsynligheten for at hver av jentene skal vinne
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hvert enkelt spill, kan vi regne ut den forventede ventetiden — altsa den tiden guttene i
gjennomsnitt matte regne med & vente dersom de gjentok forsgket mange ganger.

La oss anta at Liv og Therese er like gode, og at de derfor vinner hvert spill med
50 % sannsynlighet. Som vanlig generaliserer vi utgangspunktet og lar x,, vere for-
ventet ventetid dersom Liv starter med n av de ti kronene og Therese med de gjen-
verende 10 — n. Hvis Liv starter med n kroner, kan to ting skje i fgrste spill. Med
sannsynlighet 1/2 vinner Liv fgrste spill, innkasserer én krone, og ma na regne med &
spille z,,+1 ganger til fgr hun er ferdig. Med den gjenverende sannsynligheten (som
ogsé er 1/2) taper Liv forste spill, gir fra seg én krone, og mé na regne med & spille
2,1 ganger til. Talt betyr dette at hun med sannsynlighet 1/2 ma regne med & spil-
le 1 4+ x,4+1 ganger, og at hun ogsa med sannsynlighet 1/2 ma regne med a spille
1+ x,_1 ganger (ett-tallene kommer av at vi ma huske pa a ta med det fgrste spillet i
regnestykket). Altsa er

1 1
Ty = 3 (I+2p41) + 3 (14+2p-1).

Ordner vi litt pa dette uttrykket, far vi
Tyl — 2Tp + Ty = —2

som er en annenordens, inhomogen differensligning. Vi legger ogsa merke til at xg =
210 = 0 siden dette er tilfeller hvor enten Liv eller Therese har tapt hele innsatsen, og
spillet er over.

Den karakteristiske ligningen 72 —2r +1 = 0 har 7; = 1 som eneste rot, si den
generelle 1gsningen til den homogene ligningen er

ah =C-1"+Dn-1"=C+ Dn.

Hgyresiden i den inhomogene ligningen er en konstant, og normalt ville vi da ha
prévd en partikuleer lgsning som ogsa er en konstant, men siden 1 er en lgsning av den
karakteristiske ligningen, vil ikke dette fungere. Siden 1 faktisk er en dobbeltrot i den
karakteristiske ligningen, ma vi gé opp to hakk (husk regel 1c) og forsgke en lgsning
av formen

rk =n?A = An®.

Setter vi nd inn i differensligningen, far vi
ab = 2ah + b =A(n+ 1)2 —24n2 + A(n — 1)?

= An? +24n+ A — 24An® + An®> —24An+ A
= 2A.

For a passe i differensligningen skal dette uttrykket veere lik —2, sa vi ma velge A =
—1. Demed blir den generelle Igsningen av den inhomogene ligningen

T, =22+l = —n% 4+ C + Dn.
Det gjenstar a bestemme konstantene C' og D. Siden xp = x19 = 0, ma vi ha

0=20=-0>+C+D-0=C
0=-102+C+D-10=—100 + C + 10D.
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Dette ligningssystemet har Igsningen C' = 0, D = 10, sa lgsningen av vért problem

er

zn = —n? + 10n.

Setter vi inn n = 5, ser vi at guttene ma regne med a vente i

rs =—25+10-5=25

spill! |

Oppgaver i seksjon 4.2

1.

Finn den generelle Igsningen til differensligningen:
a) Tpy1 — 2T, =N

b) xpyo —2Tp41 — 3T, =7

. Finn den generelle Igsningen til differensligningen:

a) Tpy1 +3x, =3n—-1

b) Tp42 — 4xn—i—l + 43571 = n2 +1

. Finn den generelle Igsningen til differensligningen:

a) Tnyo + Tny1 — 22, =6
b) Tn+2 — T+l + Tn = 4"
C) Tn+4+2 — 51’n+1 + 61’n =2.3"

d) xpio — 62541 + 92, =3

. Finn den generelle Igsningen til differensligningen:

a) Tny1 — 22, =sinn

b) xp41 + 3z, = cos %

. Finn fglgen som oppfyller differensligningen og begynnelsesbetingelsene:

a) Tpy1 — 20, =2,20 =4
b) xpy2 —6Tpt1 +8x, =90, xg =21 =3
C) Tng2 +2Tpgy1 —3Tp =4, xg=—1, 21 = -8

d) zpio+2xp41 + 22, =5, 29 =2,21 =1

. (UiO) Finn den generelle 1gsningen til differensligningen

Tpt2 — 3Tpy1 + T =2" +n+ 1.

. (UiO) Finn fglgen som oppfyller differensligningen og begynnelsesbetingelsene

Tnta — DTpt1 + 62, = 12(—1)" 4+ 2n + 1, ro=x1 = 3.
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8. (UiO) Finn fglgen {z,,} slik at zp = 1 og
Ty — TTp—1 = €" for n>1.

9. (UiO) Finn fglgen som oppfyller differensligningen og begynnelsesbetingelsene

Tpyo —4Tpy1 +4x, =20+ 1, rog =21 = 0.
10. Finn den generelle, reelle Igsningen til differensligningen

Tn+2 — Tntl +Tn =0

og skriv den pa bade kompleks og reell form. Finn sa Igsningen til

Tn+2 — Tntl +Tn =20+ 1, zo=1, 1 =0
11. Finn et uttrykk for summen

zn=124224+334+... 43
12. Finn et uttrykk for summen
T, = sina + sin 2a + sin 3a + - - - + sin na.

13. Et fond har 50 millioner i grunnkapital og gir 6 % rente. Ved utgangen av hvert ar
utbetales det 2 millioner fra fondet. La x,, veere kapitalen i fondet n ar etter stiftelsen,
og vis at

T+l = Tp - 1.06 — 2, zo = 50

der alle belgp er malt i millioner. Hvor stor kapital har fondet etter n ar?

14. Per og Kari spiller om penger. Kari starter med 7 kroner og Per med 13, og Kari
vinner hvert spill med sannsynlighet 5/9. Etter hvert spill ma taperen betale en krone
til vinneren. De har bestemt seg for & spille til fgrstemann er blakk.

a) Hva er sannsynligheten for at det er Per som blir blakk?
b) Hvor mange spill ma de i gjennomsnitt spille fgr en av dem er blakk?

15. Salget til en forretning er sesongavhengig, og det ser ut til at salget n kvartaler
etter apningen tilfredsstiller differensligningen

Tnto + rlz, = 20r"*?

der r = 1.02 og alle belgp er malt i millioner. Anta at xop = 13 og x1 = 14.28. Finn
salget x,, 1 det n-te kvartalet og lag en figur som viser salgskurven.

16. Et fond har 100 millioner i grunnkapital og gir 7 % rente. Pa slutten av hvert ar
deles det ut stipender. Summen indeksreguleres med 3 % hvert ar, slik at det fgrste
gret deles ut stipender for a millioner, neste r a(1.03) millioner, deretter a(1.03)2
millioner osv. La x,, veere kapitalen i fondet etter n ar (malt i millioner), og vis at

ZTpt1 = (L.07)z, — (1.03)"a, xo = 100.

a) Finn et uttrykk for z,,
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b) Hva er det stgrste a kan vere nar vi gnsker at ordningen skal vedvare uendelig
lenge.

¢) Lgs oppgaven en gang til, men erstatt rentesatsene 7 % og 3 % med generelle
stgrrelser r og p.

17. Du har lant et belgp L i banken. Lanet skal tilbakebetales med et fast belgp a i
slutten av hver maned (annuitetslan). Anta at den ménedlige renter er p %.

a) Vis at restlanet etter n maneder er gitt ved
T+l =TTy — a, zo =L

derr =1+ L Finn xn. Anta at tilbakebetalingstiden er 20 ar (= 240 ma-

neder). Finn a uttrykt ved L og r. Anta at L = 300000 og at p = 0.5 (som
tilsvarer en arlig rente pa noe over 6 %). Regn ut hvor mye du vil betale tilbake
i lgpet av de 240 manedene.

18. Du har nettopp vunnet 10 millioner i Lotto og lurer pa hva du skal gjgre med
pengene. En mulighet er & sette de 10 millionene inn pa en hgyrentekonto som gir 6 %
rente, og sé leve av de 600 000 du far i rente hvert ar. Problemet er at du regner med en
arlig inflasjon pa 2 %, og de arlige utbetalingene blir derfor mindre og mindre verd.
Anta at du isteden tar ut a kroner det fgrste aret, 1.02a kroner det neste aret osv.

a) Vis at belgpet pa kontoen etter n ar er gitt ved
ZTpt1 = 1.06z, — (1.02)"a, xo =10

(vi méler belgpene i millioner og antar at du venter med det fgrste uttaket til
utgangen av det fgrste aret).

b) Hva er det stgrste a kan vaere dersom du gnsker utbetalingene til  fortsette evig?

c¢) Du regner ikke med a leve mer enn 80 ar til. Du velger derfor a slik at kontoen
er tom etter 80 ar (zgg = 0). Hvor stort blir belgpet a i dette tilfellet?

19. (UiO) I begynnelsen av et bestemt ar setter du a kroner inn pa en konto som gir
5 % rente. Ved utgangen av samme ar tar du ut 100 000 kroner, ved utgangen av neste
ar 110 000 kroner, ved utgangen av aret deretter 120 000 kroner osv.

a) La x,, vaere belgpet som star pa kontoen rett etter det n-te uttaket. Forklar hvor-
for
ZTp4+1 = 1.052, — 100000 — 10 0007, To=a

og finn z,,.
b) Hvor stor ma a vere for at utbetalingene skal fortsette i det uendelige?
¢) Du gnsker at kontoen skal vere tom etter 50 ar. Hvor stor ma a da vare?

20. (UiO) En dyrestamme med 6 000 dyr lever i et begrenset omrade. Stammen har et
arlig fedselsoverskudd pa 6 %. I ar utvandrer a dyr fra stammen til andre omréder, og
dette tallet ventes a gke med 2 % per ar. Vi lar x,, betegne antall dyr i omradet etter n
ar.
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a) Forklar hvorfor

Tpy1 = 1.06z, — 1.02"a xo = 6000

b) Finn et uttrykk for z,,.

¢) Bruk lommeregner eller datamaskin til a illustrere utviklingen til dyrestammen
gjennom de neste 50 ar nar a er lik henholdsvis 200 og 275.

d) For hvilke verdier av a vil dyrestammen forsvinne fra omradet og for hvilke vil
den bestandig vare der?

21. (UiO) Geir har et akvarium der vannet er blitt for hardt, det vil si at konsentra-
sjonen av salter er for stor. Denne konsentrasjonen males i gram per liter, g/1, og er
kommet opp i ¢g = 1.0 g/1. Av hensyn til sine kjere dyr og planter kan ikke Geir
bytte alt vannet pa en gang, men ma ngye seg med a bytte S liter en gang i uken. Dette
gjor han ved a tappe S liter fra akvariet og erstatte det med S liter vann fra springen.
Vi ser bort fra fordampning o.1.

a) Forklar hvorfor konsentrasjonen av salter etter n uker, c,, er styrt av differens-

ligningen
S S
n — 1-—= n— =K
Cn < V> Cn—1+ v

der K er konsentrasjonen av salter i vannet i springen, og V' er det totale vann-
volumet i akvariet malt i liter.

b) Visetternd K = 0.1 g/1, V = 100.0{, S = 10.0! i tillegg til ¢o = 1.0 g/1. Lgs
differensligningen og finn saltkonsentrasjonen etter n uker. Hvor mange uker
gér det fgr Geir far saltinnholdet ned til det halve?

22. En sykdom med to ukers inkubasjonstid sprer seg i en befolkning. Man regner
med at halvparten av dem som var syke i forrige uke, ogsa er syke denne uken, og at
de som var syke for to uker siden, i gjennomsnitt har smittet 1/2 person som blir syk
denne uken. I tillegg regner man det hver uke kommer til 15 nye syke som har brakt
sykdommen med fra utlandet. La z,, vere antall syke etter n uker.

a) Forklar at dersom antagelsene ovenfor holder, sa er

1 1
Tn42 — ixn+1 - ixn =15

b) Finn den generelle Igsningen til differensligningen i a).

¢) T'uke O var det ingen syke, men i uke 1 kom de fgrste 9 sykdomstilfellene. Hvor
mange er syke i uke n?

23. a) (UiO) Vis at den generelle lgsningen til differensligningen
Tn42 — g$n+1 + %In =0

kan skrives

2\ "
T, = (3) (C’cosn?erDsin%T),

der C og D er vilkarlige konstanter.
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b) Lgs differensligningen

2 4
Tn42 — gxn—i-l + 2751:71 =16

med startverdiene g = 1 = 0.

¢) Vi skal se pa en enkel modell for hvordan en sykdom sprer seg i en folkegruppe.
Ifglge denne modellen vil 40 % av dem som var syke forrige uke fortsatt vaere
syke denne uken. I tillegg er det kommet til en ny gruppe syke som tilsvarer
16 % av dem som var friske for to uker siden. Vi lar x,, veere den prosentandelen
av folkegruppen som er syk etter n uker. Forklar hvorfor

2 4
Tpy2 — 5xn+1 + 2—51‘” =16

d) Sykdommen brgt ut i uke 2 slik at det i uke 0 og uke 1 ikke var noen syke. Hvor
stor prosentandel av folkegruppen var syk etter n uker? Hva skjer med denne
prosentandelen nar n — o0o?

24. a) (UiO) Finn den generelle lgsningen til den homogene differensligningen

Tpto — 122,41 +0.722, =0

b) Finn den generelle Igsningen til den inhomogene differensligningen

Tpto — 1.225n41 + 0.722,, = 2080

¢) I en ferieklubb binder du deg til a vaere medlem i to ar nar du melder deg inn.
En undersgkelse viser at det hvert ar melder seg ut et antall som svarer til 72 %
av medlemsmassen to ar tidligere. I Igpet av aret verver hvert medlem i gjen-
nomssnitt 0.2 nye medlemmer, og klubben far i tillegg 2080 nye medlemmer pa
annen mate. La z,, vere medlemsmassen etter n ar. Forklar hvorfor

Tnss — 1.220 41 + 0.722, = 2080

d) Finn z,, nar g = 2000 og x1 = 2800. Hvordan gar det med medlemsmassen i
klubben nar tiden gar?

25. (UiO) En hgyskole planlegger et nytt, to-arig studium. Hvert ar gnsker man a ta
opp b nye studenter, og ett ar senere venter man at 60 % av studentene fra fgrste klasse
vil fortsette pa det andre aret, 20 % vil ta det forste aret om igjen, mens 20 % vil ha
sluttet. Man regner ogsa med at 10 % av studentene i annen klasse vil ta det andre aret
pa nytt.

a) Hvis b, og ¢, er tallet pa studenter som fglger henholdsvis fgrste og annet ars
undervisning n ar etter at studiet har apnet, vis at

1
bn+1:7bn+b7 TLZO’ bOZb

5
1 3
Cnt1 = 7n + 5bn, n>0, ¢ =0.

Finn b,,.
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b) Finn c,,. Hvis man gnsker at det totale studenttallet skal stabilisere seg rundt
250, hvor mange nye studenter bgr man da ta opp i aret?

26. 1 denne oppgaven skal vi se pa samspillet mellom to dyrearter, et rovdyr og et
byttedyr. Vi antar at antall rovdyr etter n ar er gitt ved

Tyl =TTy
og at mengden av byttedyr er gitt ved

Yn+1 = PYn — 4Tn
der r, p og q er positive konstanter, p > 1.

a) Forklari grove trekk ideen bak disse ligningene og gi en tolkning av konstantene
pq-

b) Finn en formel for z,, og y,, uttrykt ved zg og yo.

¢) Vis at dersom r > p, sa vil byttedyrene dg ut.

d) Anta at p > r. Vis at byttedyrene dgr ut dersom yg <

qxo
_r.

og at de overlever

dersom yg >

e) Hva skjer nar p = r?

27. (UiO) En sirkel er delt inn i n like store og nummererte sektorer som vist pa
figuren. Hver sektor skal males med én farge, og vi har ialt k (k > 2) farger til radighet.

a) Hvor mange forskjellige mater kan vi fargelegge figuren pa?

b) La a, vere antall mater & fargelegge figuren pa slik at to nabofelt aldri har
samme farge. Vis at

Upt1 + an =k(k—1)" nar n > 2,

og beregn a,,.
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28.  a) Duhar n linjer i planet slik at ingen er parallelle og det aldri gar tre gjennom
samme punkt. La z,, vaere antallet omrader som disse linjene deler planet inn i.
Vis at
Tpt1 =Tp +n+1

og finn z,,.

b) Du har n planirommet. La y,, veere det maksimale antall omrader disse planene
kan dele rommet inn i. Vis at

Yn+1 = Yn + xp
og finn y,,.

c) Du skal dele opp en pakke smgr ved hjelp av 6 (plane) knivkutt. Hva er det
stgrste antall deler du kan fa til?

29. Du spiller «Svarteper» med lille Jonas. Kortstokken dere spiller med, bestar av
31 kort — 15 par pluss Svarteper. Spillet foregar pa denne maten: Fgrst deles kortene
ut, og spillerne legger bort de parene de har pa handen. Deretter trekker spilleren med
feerrest kort ett kort fra motspilleren. Dersom dette kortet danner et par sammen med
et kort som spilleren har fra fgr, legges dette paret bort. Deretter er det motstanderens
tur til & trekke osv. Etter en stund er alle parene lagt bort, og den som sitter igjen med
Svarteper, har tapt.

a) Vis at nar kortene er delt ut og parene er lagt bort, vil spilleren med Svarteper
ha et kort mer pa handen enn motstanderen.

I resten av oppgaven antar vi at det er du som far utdelt Svarteper. Hvis du har k& andre
kort i tillegg til Svarteper, lar vi vy, vaere sannsynligheten for at du vinner (Jonas starter
altsd med k kort ifglge a)).

b) Tipp resultatet! Tror du vy, er stgrre enn eller mindre enn 1/2? Vil vy, gke eller
avta nar k vokser?

¢) Forklar hvorfor

=—(1- _
Uk = (LT o) e
(tenk pa hva som kan skje i fgrste runde av spillet). Vis at denne ligningen kan
skrives
(k+2)vp — kvg_g = 1. (%)
d) Definer z,, = (n + 2)v,, for alle n, og vis at
Ty — Tp_o = 1. (k)

Finn den generelle lgsningen til («x). Hva er den generelle Igsningen til (x)?
e) Visatvg = 0og vy = 1/3. Finn vy.

f) Lag en tabell som viser vy fra k lik O til 15. Stemmer resultatene med det du
tippet i b)?
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Oppgavene nedenfor forutsetter at du kan bruke en lommeregner eller datamaskin til a
finne lgsningene til differensligning med gitte initialbetingelser, og at du kan fremstille
disse Igsningene grafisk.

30. Tegn grafene til disse tallfglgene pa lommeregneren eller datamaskinen og sam-
menlign med de svarene du far ved regning.

a) Tn41 — 53771 =n

b) .41 — 2z, =2"

¢) Tpy1 + 3z, = cos %T
31. Tegn grafen til tallfglgen x,, = sin1 +sin2 + - -- + sinn.
32. Skisser Igsningen til oppgave 11 grafisk.
33. Kontroller Igsningen av oppgave 16 grafisk.
34. Finn lgsningen til oppgave 17 grafisk.

35. Tegn opp lgsningene til oppgave 18 for forskjellige verdier av parametrene 7, p,
q, xo 0og Yo. lustrer de forskjellige l@sningsforlgpene.

36. Pa en del lommeregnere kan du ikke lgse annenordens differensligninger direkte,
men du kan «kode» dem som et system av to fgrsteordens ligninger. For eksempel kan
du skrive ligningen

Tp = aTp—1 + bTp_2, To=¢, T1=4d
som et SyStCl’l’l

Ty = ATp—1 + bYn—_1, ry=d, y1=c

Yn = Tp—1

Forklar hvorfor dette knepet virker og bruk det til & 1gse oppgave 7 og 13 grafisk.

37. I denne oppgaven skal vi se pa en mer interessant modell for samspillet mellom
rovdyr og byttedyr enn den vi sa pa i oppgave 18. Vi lar x,, 0og y,, betegne henholdsvis
antall rovdyr og antall byttedyr etter n perioder, og vi antar at

Tn1 = Tn(r+Yn),  Yn+1 = Yn(q —dan)
der r er litt mindre enn 1, g litt stgrre enn 1, og ¢ og d er to sma, positive tall.
a) Forklar tankegangen bak modellen.

b) Velg r = 0.98, ¢ = 1.04, ¢ = 0.0002, d = 0.001, o = 50, yo = 200 og tegn
Igsningskurvene pa lommeregneren. Kommenter lgsningen. Hvorfor er toppene
pa de to kurvene forskjgvet i forhold til hverandre?
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4.3 Konvergens av folger
I fglgen

| —

n—1
ey e

n

B~ W
SHES

0, 5,

Y )

=N
< Wi

narmer leddene seg mot 1 nar n vokser. Leddene i fglgen

1,4,9 16, ..., n?% ...

vokser derimot over alle grenser nar n gker, og nermer seg ikke noe tall. Vi sier at
den farste fglgen konvergerer mot grenseverdien 1, mens den andre fglgen divergerer.
Dette er de to viktigste begrepene vi har i teorien for fglger, og vi skal na se litt
nermere pa dem.

Vi skal begynne med & definere presist hva det betyr at fglgen {a,, } konvergerer
mot grenseverdien a, men fgr vi gjgr det, er det et lite poeng det er lurt & fa med seg. |
resten av boken vil det stadig dukke opp uttrykk av typen |z — a| der x og a er reelle
tall, og det er viktig & tolke disse uttrykkene riktig: Vi skal alltid tenke pa |z — a]
som avstanden mellom x og a (tegn opp punktene pa tallinjen og se at dette stemmer
uansett hvilket av tallene x og a som er stgrst).

Sé hva skal det betyr at folgen {a,,} konvergerer mot grenseverdien a? Et godt
forslag er & si at {a,, } konvergerer mot a dersom vi kan fi avstanden |a,, — al sé liten
vi matte gnske ved a velge n tilstrekkelig stor. Det Ignner seg imidlertid & presisere
denne ideen enda et hakk (skjgnner du ikke denne definisjonen pa fgrste forsgk, kan
det veere smart a lese kommentarene etter den fgr du prgver pa nytt):

4.3.1 Definisjon

Fglgen {a,,} konvergerer mot et tall a dersom det for ethvert reelt tall ¢ > 0
(uansett hvor lite), finnes et tall N € N slik at |a, — a| < e for alle n >
N. (Symbolet e er den greske bokstaven epsilon som det er vanlig a bruke i
definisjoner av denne typen.) I sa fall skriver vi

lim a, = a.

n—oo
En fglge som konvergerer mot et tall kalles konvergent, mens en fglge som ikke
konvergerer kalles divergent. Istedenfor lim,,_,, a,, = a skriver man av og til
«Qp —> @ NAr M — 0O».

Bemerkning

Definisjonen ovenfor kan virke temmelig ubegripelig fgrste gang man mgter den, men
siden den danner mgnster for en lang rekke lignende definisjoner senere i denne boken
(og i mange andre matematikkbgker), lgnner det seg & bruke tid pa a forsta hva den
sier, og hvorfor den er som den er. La oss f@rst observere at den virkelig er en presise-
ring av vart opprinnelig forslag til definisjon — det som sa at {a,, } konvergerer mot a
dersom vi kan fa avstanden |a,, — a| s4 liten vi matte gnske ved & velge n tilstrekkelig
stor. Det er to spgrsmal som uvilkarlig melder seg nar man mgter dette definisjons-
forslaget: Hvor liten gnsker vi at |a,, — al skal vaere? Og hvor stor ma vi velge n for
at den skal vere «tilstrekkelig stor»? La oss sette et navn pa vart gnske ved a si at vi
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gnsker at |a,, — a| skal veere mindre enn et tall som vi kaller e. Ifplge definisjonen
skal det veere mulig a fa oppfylt dette gnsket ved a velge n tilstrekkelig stor. Dette ma
bety at det finnes en eller annen nedre grense N slik at hvis vi bare velger n stgrre enn
eller lik IV, sa er gnsket oppfylt. Men dermed har vi kommet frem til at uansett hvilket
gnske € > 0 vi matte ha, sa skal det veere mulig a finne en nedre grense [V slik at hvis
n > N, sder |a, — a| < e. Dette er ngyaktig hva den mystiske definisjon 4.3.1 sier.

«Javel,» svarer man kanskje, «jeg ser na at de to definisjonsforslagene egentlig
sier det samme, men det er da ingen god grunn til & velge den mest pedantiske og
ubegripelige versjonen.» Na viser det seg at det er minst to grunner for at vi skal velge
definisjon 4.3.1 fremfor den mer uformelle varianten. Den fgrste grunnen er at selv
om definisjon 4.3.1 er én presisering av det uformelle forslaget, sa kan det tenkes at
det finnes en annen og like rimelig presisering som fgrer til et annet sluttresultat —
matematikkhistorien har flere eksempler pa at uformelle definisjoner har latt seg tolke
pa ulike mater med generell forvirring som resultat. Den andre og kanskje viktigste
grunnen er at definisjon 4.3.1 har innebygget i seg en metode for a vise at en fglge
{a,} konvergerer mot en grenseverdi a; alt vi ma gjgre er & vise at uansett hvilken
e > 0 vi blir gitt, s& ma det finnes en N € N slik at |a,, — a| < € for allen > N.
Denne metoden er sveert nyttig, og vi skal gjgre bruk av den gang pa gang.

4.3.2 Eksempel
Vi sa ovenfor pa fglgen
n—1

g ey g e e

n

SHES

3
) 47

[V )

)

N

0,

og pasto at den konvergerte mot grenseverdien 1. La oss sjekke at dette virkelig er
tilfellet. Vi skriver a,, = (n — 1)/n. Siden

R G B

ma vi vise at uansett hvilken ¢ > 0 vi blir gitt, sa kan vi finne en N € N slik at
|a, —al = 1/n < enarn > N. Men dette er lett; vi velger bare IV til & vare et
naturlig tall slik at 1/N < e (at et slikt naturlig tall alltid finnes, vet vi fra Arkimedes’
prinsipp 2.2.6). Dermed har vi vist at

|an —a| =

—1
lim =~ —1.
n—oo N

Det ville vere svert tungvint a bruke definisjon 4.3.1 pa denne maten for a finne
grenseverdien til mer kompliserte uttrykk, men heldigvis finnes det regneregler som
gjgr arbeidet lettere. Selv om disse reglene er kjent fra skolematematikken, tar vi med
et par av bevisene for 4 illustrere bruken av definisjon 4.3.1.
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4.3.3 Regneregler for grenseverdier La {a,, } og {b,} vare to konvergen-
te fglger med lim,, , o, a,, = A og lim,, ;- b, = B. Daer

(1) lim (ap, +b,)=A+B
n—oo

(i) lim (a, —b,) = A — B (spesielt er li_>m (=b,) = —B)

n—oo

(iii) lim (an - by) = A-B
n— o0

(iv) Dersom B # 0, er lim (a—”> = %

n—oo \ by,

Bevis: Vingyer oss med a vise (i) og (iii). Selv om noen vil synes at det er pedantisk a
gi formelle bevis for pastander som er sé «opplagte», kan det allikevel veere lurt a sette
seg grundig inn i disse argumentene. De er nemlig enkle eksempler pa bevisstrategier
som vi senere skal benytte til & bevise resultater som slett ikke er opplagte.

(i) Vi ma vise at uansett hvilken e > 0 vi blir gitt, sa finnes det en N € N slik at
[(an + bn) — (A + B)| < enérn > N. Ifglge trekantulikheten 2.1.1 er

[(an +bn) = (A+ B)| = [(an = A) + (bn — B)| < |an — A[ + [bn — B,

sd det er godt nok a vise at vi kan fa bade |a,, — A| og |b,, — B| mindre enn ¢/2
ved a velge n stor nok. Siden lim,, ., a, = A, finnes det et tall N; € N slik at
la, — Al < ¢€/2 for alle n > Nj. Tilsvarende finnes det et tall No € N slik at
|b, — B| < €/2 for alle n > Ns. Velger vi derfor N lik det stgrste av tallene N7 og
Na, ser vi at dersom n > N, sd er bade |a,, — A| < €/2 og |b, — B| < ¢/2. Fglgelig
er

(@ +ba) = (A+ B)| < |ay — Al +[by Bl < 5 + 5 = <.

og beviset er fullfgrt.

(iii) Gitten e > 0, md vi finne en N € N slik at |a,,b,, — AB| < e ndrn > N. Det
er vanskelig 4 beregne avstanden |a,,b,, — AB]| direkte fordi bade a,, og b,, varierer
med n. Vi skal bruke et triks som spalter opp uttrykket i to deler — ett som inneholder
variasjonen til a,,, og ett som inneholder variasjonen til b,,. Vi begynner med a legge
til og trekke fra leddet a,, B, og bruker deretter trekantulikheten:

|anb, — AB| = |(anb, — anB) + (a, B — AB)|
< |anb, — anB| + |a,B — AB| = |ay| - |bp, — B| +|B| - |an — A].

Som i (i) skal vi nd vise at vi kan fa hvert av leddene |a,,| - |b, — B| og |B| - |a,, — A|
mindre enn €/2 ved & velge n stor nok.

Vi tar det enkleste leddet | B| - |a,, — A| fgrst. Hvis B = 0 er det ingen ting & vise,
sd vi kan anta at B # 0. Siden lim,, ,, a, = A, ma det finnes en N; € N slik at
|an, — A| < €/2|B| narn > N;y. Dermeder |B| - |a, — A| < €/2.
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Leddet |ay| - |b, — B| kan behandles pa omtrent samme maten, men det er litt
mer komplisert fordi faktoren |a,,| ikke er konstant. Siden lim,, ., a, = A, vet vi
imidlertid at det ma finnes en Ny € N slik at |a,| < |A] + 1 ndr n > Nj. Siden

lim,,_, o0 b, = B, finnes det en N3 € N slik at |b,, — B| < 3

€
————narn > Njs.
E nar n > N3

Velger vi derfor n stgrre enn eller lik bade N, og N3, er

€

€
an|-lbp — Bl < (JA|+1) ———~ = =.
Lar vi nd NV veere det stgrste av de tre tallene N1, No og N3, ser vi at dersomn > N,
sd er

(anbn = AB| < lan| - [bn = B + 1B -|an — Al < 5 + 5 =«

og beviset er fullfgrt. ]

Legg merke til bruken av trekantulikheten i bevisene ovenfor; den er typisk for pro-
blemer som har med konvergens og kontinuitet a gjgre.

4.3.4 Eksempel
Finn
. T+1/n
lim ——.
n—oo 3 — 1/n?
Vi skal finne denne grensen skritt for skritt ved hjelp av regnereglene ovenfor. Siden
fglgen som er konstant lik 7, opplagt konvergerer mot 7, og fglgen 1/n konvergerer
mot 0, sa forteller regneregel 4.3.3(i) oss at grenseverdien til tellerener 7+0 = 7. La
o0ss sa se pa nevneren. Siden lim,,_,o(1/n) = 0, ma
1 1 1
lim - =lim —-—=0-0=0
n—oo N n—oon N
ifglge 4.3.3(iii) (dette kan man selvfglgelig ogsa innse pa annen mate). Siden fglgen
som er konstant lik 3 ma konvergere mot 3, kan vi na bruke 4.3.3(ii) til & konkludere
med at nevneren konvergerer mot 3 — 0 = 3. Dermed vet vi at telleren konvergerer
mot 7 og nevneren mot 3, og ifglge 4.3.3(iv) er da
7T+1/n 7

lim % =L
nooo3—1/n? 3

I praksis er det selvfglgelig ingen som resonnerer sa mgysommelig som vi har gjort
her, men det er ofte nyttig a vite ngyaktig hvorfor man kan argumentere som man gj@r
— spesielt nar man plutselig kommer i tvil om at det virkelig er riktig!

La oss ogsa se pa et eksempel der vi ma omforme uttrykket litt for vi benytter
regnereglene vére.

4.3.5 Eksempel
Beregn
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I eksempler av denne typen lgnner det seg a dividere med den hgyeste potensen av n
i teller og nevner. I vart tilfelle er n* den hgyeste potensen, og vi far
1-3n* 1/n*-3
nt—5n3+n 1-5/n+1/n3

Siden bade 1/n*, 5/n og 1/n® gar mot null, ser vi at telleren i det siste uttrykket gar
mot —3, mens nevneren gar mot 1. Ifglge regneregel 4.3.3(iv) er da
1—3nt 3

AT e a1

Det er na pa tide a se litt neermere pa de fglgene som ikke konvergerer mot noen
grenseverdi — de divergente fglgene. Fglger kan divergere pa ulike vis; for eksempel
divergerer fglgen {(—1)"} fordi den hopper frem og tilbake mellom verdiene —1 og 1
uten & sla seg til ro ved en grenseverdi, mens fglgen {n?} divergerer fordi den vokser
over alle grenser nar n gar mot uendelig. Den siste typen av divergens er spesielt
viktig, og vi skal na studere den nermere.

Uformelt sier vi at en fglge {a,} gar mot uendelig dersom vi kan fa leddene sa
store vi matte gnske ved a velge n tilstrekkelig stor, men ogsa i dette tilfelle Ignner det
seg a basere teorien pa en litt mer formalistisk definisjon.

4.3.6 Definisjon
Fglgen {a,,} divergerer mot uendelig dersom det for ethvert tall ¢ € R (uansett
hvor stort det matte vare), finnes en N € N slik at a,, > cforalle n > N.1sa
fall skriver vi

lim a, = cc.

n—oo
Tilsvarende sier vi at fglgen {a,, } divergerer mot minus uendelig dersom det for
ethvert tall ¢ € R, finnes en N € N slik at a,, < c for alle n > N. I sa fall
skriver vi

lim a,, = —o0.
n— oo

Dette er en definisjon av akkurat samme type som definisjon 4.3.1; c spiller den sam-
me rollen her som e spilte forrige gang. Legg merke til at det i den fgrste delen av
definisjonen lgnner seg a tenke pa c som et stort positivt tall, mens det i den andre
delen av definisjonen lgnner seg a tenke pa ¢ som et «stort negativt tall», det vil si et
negativt tall med stor tallverdi.

4.3.7 Eksempel
Vis at

lim /n = oo.
n— oo

Gitt en ¢ € R, md vi finne en N slik at /n > cndrn > N. Lar vi N vere det
minste hele tallet stgrre enn c2, ser vi at VN > V/¢2 = ¢. Dersom n > N, sé er
Vn > VN > ¢, og beviset er ferdig. [ |
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Det finnes regneregler for divergente fglger ogsa. De fleste av disse kjenner du fra
skolematematikken selv om du kanskje er mer vant til 4 bruke dem pa funksjoner enn
pa fglger. For eksempel vet du at hvis lim,, ., a,, = 00 og lim,, o b,, = 00, sa er
lim,, o0 (ap, + by,) = 00 0g lim,,—, o0 apb, = co. Du vet ogsa at hvis lim,, o, b, =0
og lim,,_, o a, er et positivt tall, sd divergerer {a,, /b, }. De viktigste regnereglene for
felger som divergerer mot +oo er listet opp i oppgave 12.

Det neste eksemplet minner om et triks som ofte er nyttig.

4.3.8 Eksempel

Vis at .
lim ——— =
noo bl n

Siden bade v/n + 1 og y/n gir mot uendelig, er det ikke umiddelbart klart hva diffe-
ransen gar mot. I uttrykk som inneholder en differanse eller en sum av to kvadratrgtter,
er det imidlertid et triks som ofte er nyttig: Vi multipliserer over og under brgkstreken
med det «konjugerte» uttrykket, det vil si det uttrykket vi far om vi bytter ut tegnet
mellom kvadratrgttene med det motsatte. Det konjugerte uttrykket til v/n +1 — y/n
er v/n + 1+ /n, og multipliserer vi med det over og under brgkstreken, far vi

! = Vntl+yn =n n
N N Vs =N Ve v R

Her har vi brukt tredje kvadratsetning («konjugatsetningen») til a se at
(VRrl—va)(Vanti+yvn)=(Vnt+1)’ = (Vn)=mn+1)—n=1.

Siden bdde v/n + 1 og v/n gar mot uendelig, folger pastanden umiddelbart. ]

Bemerkning
Legg merke til at vi her snakker om den konjugerte i en litt annen betydning enn vi
gjorde i kapitlet om komplekse tall.

Det er en del grenseuttrykk vi ikke har generelle regler for. Det finnes for eksempel
ingen regel som forteller oss hva lim,, , o (@, /by, ) blir dersom béade a,, og b,, gar mot
null, og heller ingen regel som sier hva lim,, o (@, — by,) blir dersom béde a,, og b,
gar mot oo. Slike problemer ma studeres enkeltvis; a vite at a,, og b,, gar mot null, gir
oss ikke nok informasjon til & avgjgre hva brgken a,, /b,, gir mot.

Uttrykk av typen lim,, o (a,/b,,) der bade a,, og b,, gar mot null, kaller vi ofte
«0/0»-uttrykk. Tilsvarende kaller vi et uttrykk av typen lim,, , o (a, — b, ) der bade
an, 0g by, gér mot oo, for et «co — cox-uttrykk. Bade «0/0»-uttrykkene og «oo — co»-
uttrykkene er det vi kaller ubestemte uttrykk; det vil si uttrykk hvor det er umulig a gi
generelle regler for hva grenseverdien blir. Andre typer ubestemte uttrykk er «oo/oco»,
«0 - 00», «1%, «c09» og «0%. Den meste effektive metoden til & behandle ubestemte
uttrykk kalles L’Hipitals regel. Noen kjenner nok denne metoden fra skolematematik-
ken, og vi skal se narmere pa den i kapittel 6.

I de fglgene vi hittil har sett pa, har vi alltid hatt en pen formel for det n-te leddet
an. Det er ikke alltid vi er sa heldige; det hender at fglgene vare er definert pa en slik
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mate at det er umulig eller uhensiktsmessig a regne ut en formel for a,,. Dersom vi
gnsker a vise at en slik fglge konvergerer, ma vi bruke mer generelle prinsipper. Vi
skal na se pa det enkleste av disse prinsippene. Det vil vere tilstrekkelig for de fleste
formalene i denne boken.

Fgrst litt terminologi: En fglge {a,} er voksende dersom a,.1 > a, for alle
n. Fglgen er avtagende dersom a,+; < a, for alle n. Vi bruker monoton som et
fellesnavn pa voksende og avtagende fglger. Husk ogsa at en fglge er begrenset dersom
det finnes et tall M € Nslik at |a,,| < M for alle n.

4.3.9 Teorem
En monoton, begrenset fglge er alltid konvergent.

Bevis: Vi skal bevise teoremet for voksende fglger, og overlate de avtagende fglgene
som en gvelse til leserne. Anta at {a,, } er en voksende, begrenset fglge. Da er mengden

A={a1,a2,a3,...,0pn,...} ={a, :n €N}

— som bestar av alle leddene i fglgen — ikke-tom og begrenset. Ifglge kompletthets-
prinsippet 2.3.2 har A en minste gvre skranke a. Vi skal vise at lim,, ., a,, = a.

For enhver ¢ > 0 ma vi vise at det finnes en N slik at |a,, — a| < e ndrn > N.
Legg forst merke til at siden a er en gvre skranke for A, s er a,, < a for alle n.
Dessuten ma det finnes et ledd ay slik at ay > a — €; hvis ikke ville jo a — € veere
en gvre skranke for A som er mindre enn den minste gvre skranken a. Siden fglgen er
voksende, ma a,, > a — € for alle n > N. Dermed har vi vistat a — ¢ < a,, < a for
alle n > N, og beviset er fullfgrt. [ |

Bemerkning

Teoremet ovenfor kan se temmelig opplagt ut — dersom fglgen {a,,} er voksende og
begrenset, ma den jo fgr eller siden bremse opp og sla seg til ro ner en grenseverdi.
At det ikke er fullt s& enkelt, kan vi se fra folgende eksempel: Anta at vi ikke hadde
oppfunnet de reelle tallene, men bare arbeidet med de rasjonale. Da ville felgen

a1 =1, ay =14, a3 =141, ay = 1.414, a5 = 1.4142, ...

(som bestar av bedre og bedre tilnzrmelser til v/2) vare en voksende, begrenset fgl-
ge av rasjonale tall som ikke narmer seg noen (rasjonal) grenseverdi. Innenfor det
rasjonale tallsystemet er altsa teoremet galt.

Problemet er at den rasjonale tallinjen er «hullete». Fglgen {a,, } bremser ganske
riktig opp, men det er ikke nok rasjonale tall til & markere hvor den stopper — den
stopper nemlig ved det «hullet» i den rasjonale tallinjen der v/2 burde ha vzrt. Det
er kompletthetsprinsippet som garanterer oss at det ikke finnes tilsvarende hull i den
reelle tallinjen.

I det neste kapitlet skal vi se at teorem 4.3.9 er et meget nyttig verktdy i studiet av kon-
tinuerlige funksjoner. Eksemplet vi avslutter denne seksjonen med, viser at teoremet
ogsa kan brukes til & bestemme grenseverdien til visse typer folger.
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4.3.10 Eksempel
Fglgen {a,} er gitt ved a; = 5/2 og

az +6
An+1 = 5 (1)

for alle n € N. Legg merke til at denne definisjonen bestemmer hva a,, er for alle
n: ap er oppgitt, as kan beregnes ved a bruke formel (1) med n = 1, deretter kan as
beregnes ved & bruke formelen for n = 2, og sé videre. Problemet minner om dif-
ferensligningene vi studerte tidligere i dette kapitlet, men fordi a,, er kvadrert, faller
ikke ligningen inn under teorien var — mens vi tidligere studerte lineere differenslig-
ninger, har vi na stgtt pa et ikke-linecert eksempel. Det viser seg at disse ikke-linezre
differensligningen er mye mer kompliserte enn de line@re, og vanligvis er det ikke
mulig & finne en Igsningsformel for dem. I dette eksemplet er vi imidlertid ikke pa
jakt etter en lgsningsformel — alt vi vil finne er grenseverdien av a,, nar n — oo.

La oss fgrst finne ut hva grenseverdien kan vare dersom den finnes. Anta at
lim,, o a,, = a. Tar vi grensen pa begge sider av formel (1), far vi

az+6 a®+6

lim a,+; = lim .
n— 00 n+ n— o0 5

Siden lim;,— o, apn+1 = a (hvorfor?), far vi ligningen

a®+6
= . 2
5 (2)

Dette er en annengradsligning med Igsninger ¢ = 2 og a = 3. Vi har dermed vist at
dersom fglgen konvergerer, sa ma grenseverdien vere 2 eller 3.

For a fa litt fglelse med hvordan fglgen oppfarer seg, kan det vere lurt a regne ut
noen verdier. Vi far

5
a; = 5 =25
2
(3)
2) +6
2 49
NS gy
a2 5 20 o
(3)
=) +6
2 4801
3 5 2000 005

som tyder pa at fglgen avtar langsomt.

Dette gir oss en idé. Dersom vi kan vise at fglgen avtar, men hele tiden holder seg
stgrre enn 2, sd ma den konvergere mot 2. (Hvorfor? Jo, siden fglgen er avtagende og
begrenset, ma den konvergere ifglge teoremet ovenfor. Vi har sett at de eneste mulige
grenseverdiene er 2 og 3, og siden fglgen starter pa 5/2 og avtar, s er 2 den eneste
muligheten.) Men hvordan kan vi vise at fglgen er avtagende og alltid stgrre enn 2?
Skriver vi denne pastanden med symboler, ser vi at vi ma vise at

Pni 2<an+1<an

for alle n. Kanskje det er mulig & vise dette ved induksjon? Det i hvert fall lett & vise
at pastanden P; holder; siden a1 = 5/2 og as = 49/20, sé er opplagt 2 < as < aj.
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La oss anta at pastanden er sann for n = k; det vil si at
Pr: 2 <apy < ag.
Vi ma vise at
Pk+1: 2 < ap42 < Af41

0gsa er sann.
Dette er ikke vanskelig. Fgrst observerer vi at

a4y +6 S 2246 _
5 5

hvor vi har brukt at ax41 > 2 (forste halvdel av Py). Deretter ser vi at

2

ap42 =

a%+1+6<ai+6
5 5

hvor vi har brukt at ax4+1 < aj (andre halvdel av Pj). Dermed har vi vist at Py
medfgrer Py 1, og ifglge induksjonsprinsippet er da P,, sann for alle n.

Det gjenstar bare & oppsummere: Siden 2 < any1 < a, for alle n, er fglgen
avtagende og begrenset. Ifglge teorem 4.3.9 ma den konvergere mot en grenseverdi a.
De eneste mulige grenseverdiene er a = 2 og a = 3, og siden fglgen starter pa 5/2 og
avtar, ma lim,,_, o a, = 2. [ ]

ag42 = = O0k+1,

Bemerkning

Vi kan variere eksemplet ovenfor ved a forandre verdien til det fgrste leddet a;, men
beholde rekursjonsformelen (1). Det kan vere fristende a tro at de fglgene vi da far,
alltid ma konvergere mot enten 2 eller 3. Det er imidlertid ikke tilfellet; velger vi
forskjellige verdier for det fgrste leddet a1, sa viser det seg at fglgen konvergerer mot
2 dersom |a1| < 3, at den konvergerer mot 3 dersom |a1| = 3, og at den divergerer
mot oo dersom |a;| > 3. Informasjonen vi far ved & lgse annengradsligningen (2)
ma derfor behandles med forsiktighet; den er slett ikke noen garanti for at fglgen var
konvergerer mot én av de to lgsningene 2 eller 3.

Oppgaver i seksjon 4.3

1. Finn grenseverdiene:

a) lim 8n’ +2n
n— 00 3714 -7
. 3n2 —4
o i 5n3 + 2n — 13
nes00 ™ —4
O I 23 — 13  4n*+12
im —
n—oo \ hnd —4 1 — 5n4
¢) lim n°® + 2sinn
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2. Finn grenseverdiene:

3. Finn grenseverdiene:

a) nli_)n(}o(\/n—i—Z— Vn)

b) lim

1
n—o00 /n_;'_\f_\/ﬁ
O Jim (Vi

d) ILm (\/ 1+e 2 — 67")

4. Vis at disse grenseverdiene er riktige ved bare & bruke definisjon 4.3.1.

2
a) lim (3—) =3
n— 00 n

o
b) lim 227 _

n—oo n

n+% _1

0 fm =5 =3

5. Vis at disse grenseverdiene er riktige ved bare & bruke definisjon 4.3.6.

a) lim 3n+7) =00
n—oo

2
4
b) lim 2 —

n—oo 1 —mn

6. Finn en Igsning av differensligningen

Tn42 — 57;71—&-1 + ixn =0

slik at zg = 2, lim,, o0 ,, = 0.

7. Finn en Igsning av differensligningen

8
Tnt2 + ganrl —x,=0

slik at zg = 3, lim,, o z,, = 0.

8. Bevis 4.3.3(ii).

9. 1 denne oppgaven skal vi se hvordan trikset med d gange med den konjugerte i

eksempel 4.3.8 kan utvides til tredjergtter, fjerdergtter osv.
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a) Vis at for alle naturlige tall m > 1 er

($ _ y)(xn—l + xn—2y + $H_3y N xyn—2 + yn—l) L yn
b) Settz = /n+ 1, y = ¥/n og bruk formelen i a) til & vise at

1
Vn+1—n=

It L+ Yntiyn+ In

¢) Finn grenseverdien lim,,, o n3 (\3/ n+1—n )

d) Finn grenseverdien lim,,_,, 1 ( 1+ L 1).

10. a) Antaatlim, . z, = B, der B # 0. Vis at lim,,_,(1/z,) = 1/B uten
a bruke 4.3.3(iv)

b) Bruk a) og 4.3.3(iii) til & vise 4.3.3(iv)
11. Vis at dersom lim,, oo @y, = lim,, o0 b,y = A 0g
an < ¢, <b, for alle n,

sd er lim,,_, o, ¢, = A (uformelt kalles dette ofte «skviseloven»).

12. Vis fglgende regneregler for divergente fglger:
a) Dersom lim,, oo a,, = 00 0g lim,, 00 by, = 00, s er

lim (a, + b,) = o og lim a,b, = oco.
n—oo n— 00

b) Dersom lim,, o a, = 00 og {b, } er begrenset, sd er lim,, o (a, + b,) = co.
¢) Dersom lim,,_, o a, = 00 0og {b,, } er begrenset, si er lim,, oo (b, /an) = 0.

Vi sier at fglgen {b,,} er begrenset bort fra null dersom det finnes et reelt tall b > 0
slik at |b,,| > b for alle n. Vis at:

d) Dersom lim,, o a, = 0o og {b,} er en positiv fglge som er begrenset bort fra
null, sa er lim,,_, oo anb, = co.

e) Anta at {a,} og {b,} er to positive fglger slik at lim,, o, a, = 0 og {b,} er
begrenset bort fra 0. Da er lim,,_, oo (b, /a,) = 0.

f) Bruk reglene ovenfor til & finne

2
lim <3+n —l—sinn) .

13. Finn eksempler pa fglger {a, }, {b, } slik at lim,, o0 @, = limy, 00 by, = 0 0g

a) nh_}rr;o(an/bn) =0
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b) nlLIr;Q(an/bn) =0
c) nl;n;o (an /by) er forskjellig fra bade 0 og co.
14. Finn eksempler pa fglger {a, }, {b, } slik at lim,, o0 @, = lim,,_, o0 by, = 00 0g
a) nli_)rrgo(an —by) =00
b) nli_}n;O(an —by) =—00

¢) lim (a, — b,) er et endelig tall.
n— 00

15. Gjennomfgr beviset for teorem 4.3.9 for avtagende fglger

16. Vis at dersom {a,, } kan skrives som en sum av de to begrensede fglger {b,, } og
{¢n}, den ene voksende og den andre avtagende, sé er {a,, } konvergent.

17. (UiO) La {a,, } vere en tallfglge definert ved
a0:07 an+1:a?n+1

Vis at fglgen konvergerer og finn grenseverdien.

18. (UiO) Definer rekursivt en folge {z,,} ved 1 = 1, 0g Tp11 = /21, forn > 1.
a) Vis ved induksjon pa n at x,, < x,1 for alle naturlige tall n.
b) Vis at fplgen {x,,} konvergerer og bestem grensen.

c¢) Undersgk konvergensen av fglgen {y,}, definert ved y; = 1, 0g yny1 =
V2yn +y2 forn > 1.

19. (UiO) La fglgen {z,, } vere gitt ved

z2 +2
3 )

a) Visathvis aerslik at zo > 1, sa er fglgen strengt voksende, og at hvis a er slik

at ro < 1, sa er fglgen strengt avtagende. (Hint: Vis pastanden: «x,11 > T,
(evt. Tpt1 < x,), for alle n», ved induksjon pa n.)

r1=a hvor a>0, T+l = n > 1.

b) Vis for hvilke (positive) verdier av a fglgen er konvergent. Finn grenseverdien.

20. a) (UiO) Funksjonen f er definert for z > 2/3 ved
flx) =2 —+3z—2.

Avgjgr hvor f er voksende og avtagende. Finn eventuelle nullpunkter og eks-
tremalverdier. Skisser grafen til f.

b) Fglgen {a,} er definert ved
a1 = 3, An41 = V3, — 2 for n>1.

Begrunn at {a,, } konvergerer og finn grensen.



Kapittel 4  Folger 217

21. (UiO) La {x,,} veere en fglge med x,, > 0 for alle n. La y,, = Tpt1/%p-

a) Anta L = lim,_,o y, eksisterer med L < 1. Vis at {z,} konvergerer og
lim;, 00 &, = 0. Vis at dersom L > 1, sé er {x,, } ubegrenset.

b) Gi eksempler pd at L = lim, ooy, = 1 og at (i) {x,} konvergerer og (ii)
{z,} divergerer.

c¢) Et eksempel pé en fglge {x,} slik at L = lim,,_, ¥, eksisterer, er Fibonac-
citallene, som er definert ved at xy = 2 = 1,241 = ©,, + 1 for z > 2.
Vis at L = lim,,_, . 4, eksisterer og finn L uten a bruke formelen for det n-te
Fibonaccitallet. (Hint: Vis fgrst at hvis L eksisterer s er L = 1+ (1/L). Bruk
sa dette til & vise at y,, — L og til & finne L.)

22. (UiO) La u og v vaere to ikke-negative reelle tall, u < v. Vi definerer to tallfglger
{an}n=12.. 0g {by}n=12,. . rekursivt ved ligningene

(1) a1 = U, bl = (11) An4+1 = anbn7 bn+1 = %(an + bn)

a) Vis at
a1 <az < KAyl Sbppr << <y

og at
1
bn+1 — On+41 < i(bn - an)~
b) Vis at {a,} og {b,} konvergerer mot en felles grense c.

23. (UiO) Definer fglgen {a,,} ved

ar =1, any1 = vVad+3a2.

a) Vis fgrst at a,,+1 — a,, < 1 for alle n og deretter at

an
————— < Gpq1 — Q.

1+ap,+ -—
" 3a,
(Hint: a3 | — a2 = (ans1 — an)(a 4y + any1an +a2).)

b) Visatlim, o a, = occog lim (ap+1 — ay) = 1.
n— o0

¢) Vis at lim,,_,(a,/n) = 1.

De siste oppgavene i denne seksjonen forutsetter at du har tilgang til et dataprogram
eller en lommeregner som tegner grafen til fglger.

24. Tegn grafen til fglgen i oppgave 17 for a = 1.99, a = 1.999, a = 2.01 og
a = 2.001.

25. Tegn grafen til felgen i oppgave 18. Forandre a; til 1.001 og tegn grafen da.

26. Tegn grafen til fglgen i oppgave 21. Tegn ogsé grafen til (a,,/n).
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27. Vi skal se pa en modell for utviklingen til en dyrebestand som kalles logistisk
vekst. Den enkleste vekstmodellen er eksponentiell vekst der bestanden b,, etter n peri-
oder er gitt ved

b1 = pby (*)

der p er et tall litt stgrre enn 1. Denne modellen er imidlertid urealistisk over lengre
perioder fordi den tilsier at bestanden vokser ubegrenset. I logistisk vekst erstatter vi
(*) med

der B er en baregrense for bestanden. Innfgrer vi den relative bestanden x,, = b, /B,
kan () skrives
Tp41 = ,uxn(l - xn)

Vi skal se litt pa hvordan z,, utvikler seg for forskjellige verdier av parameteren .

a) Velg p = 2.5 og tegn grafen til x,, for zop = 0.01, g = 0.1, zp = 0.3 og
zo = 0.5. Hvilket mgnster ser du?

b) Velg 1 = 3.2 og gjenta eksperimentet fra a). Hva ser du na?
c) Velg i = 3.5 og gjenta eksperimentet nok en gang.
d) Gjenta eksperimentet for ;4 = 3.9.

e) Eksperimenter videre pa egenhand. Konsulter [2], [7] eller [11] dersom du blir
altfor nysgjerrig pa hva som foregar.

*4.4 Kompletthet og konvergens

I denne seksjonen skal vi se pa noen teoretiske spgrsmal angaende fglger og kon-
vergens. Egenskapene vi skal studere, star sentralt i mer avansert matematikk, men i
denne boken skal vi stort sett unnga dem. Grunnen til at det er mulig, er at sé lenge vi
ngyer oss med a studere reelle tall og funksjoner av reelle tall, kan vi stort sett klare
oss med de monotone fglgene som vi studerte i forrige seksjon. Er vi derimot inter-
essert i komplekse tall eller vektorer, kan vi ikke snakke om monotone fglger (det er
rett og slett ikke noen naturlig mate a ordne komplekse tall og vektorer pa). Det er
derfor vanskelig & utvide ideer og argumenter som har med monotone fglger a gjgre,
til mer generelle sammenhenger. De begrepene vi na skal studere, avhenger ikke av
monotonitet og er derfor bedre egnet for generalisering.

La oss starte med en fglge {x,,} av reelle tall. Vi skriver ut fglgen som vist pa
figur 4.4.1 og setter en firkant rundt noen av leddene. Sa samler vi disse leddene i en
ny fglge. Denne nye fglgen {y; } kalles en delfplge av den opprinnelige.

1'177 .Tg,,7$6,$77 xSaax10577$137x147 v

L2, T4,T5,T9,T11,T12

Figur 4.4.1
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La oss forsgke a uttrykke disse idéene litt mer matematisk. Pa figuren ovenfor hadde
de leddene vi plukket ut, indeks 2, 4, 5, 9 osv. La oss si at det k-te leddet vi plukket ut
hadde indeks ny. Da er den nye fglgen {y; } gitt ved

Y = Tny, -

Vi tar denne observasjonen som utgangspunkt for var formelle definisjon av delfglge.

4.4.1 Definisjon
La {z,} veere en tallfglge, og la {ny} vare en strengt voksende fplge av natur-
lige tall. Da kalles fglgen {y;, } definert ved

Yk = Tny,

en delfplge av {x, }.

La oss starte med et enkelt resultat for a bli vant til begrepet.

4.4.2 Lemma
Dersom fglgen {z,} konvergerer mot x, sa vil ogsa enhver delfglge {y;} kon-
vergere mot x.

Bevis: Gitten e > 0, ma vi vise at det finnes en K slik at |y, — x| < e foralle k > K.
Siden {x,,} konvergerer mot x, finnes det en K slik at |z,, — 2| < e ndrn > K. Hvis
vindvelger k > K,sdery, = x,,,dern, > k > K. Altsa er

|yk —.’E| = |xnk —CE| <e¢
og beviset er ferdig. |

Neste resultat er mer overraskende.

4.4.3 Setning
Enhver fglge har en monoton delfglge.

Bevis: La oss kalle et ledd z,, for en spiss dersom z,, er stgrre enn eller lik alle senere
ledd; altsa dersom
Tn 2 Tk

for alle k& > n. Det er klart at enten mé en fglge {x,,} ha uendelig mange spisser,
eller sa har den bare endelig mange. Vi skal vise at i det fgrste tilfellet har {z,,} en
avtagende delfglge, i det andre har den en voksende delfglge.

Anta fgrst at {x,, } har uendelig mange spisser:

x’n17 xn27 xn3? ‘rn47
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Per definisjon av spiss er T, > Tpn, > Tp, > Tn, > -, 0g dermed er fglgen av
spisser en avtagende delfglge.

Anta sa at det bare finnes et endelig antall spisser, og la x,,, veere den siste av dem.
Vi konstruerer en voksende delfglge pa fglgende mate: La x,,, 1 vere det fgrste leddet
i delfglgen. Siden z,,; ikke er en spiss (den kommer jo etter alle spissene i fglgen),
ma det finnes et senere ledd z; som er stgrre enn x,,,41. Vi lar z; vere det andre
leddet i delfglgen. Na kan heller ikke x vere en spiss, sa det ma veare et senere ledd
2, som er stgrre enn x,. Vi lar x,, veere det tredje leddet i delfglgen. Ved a fortsette pa
denne maten skaffer vi oss en voksende delfglge, og beviset er fullfgrt. [ |

Kombinerer vi setning 4.4.3 med teorem 4.3.9, far vi felgende viktige resultat:

4.4.4 Teorem
Enhver begrenset fglge har en konvergent delfglge.

Bevis: Ifglge setningen foran har var begrensede fglge en monoton delfglge. Denne
monotone delfglgen er selvfglgelig ogsa begrenset, og ifglge teorem 4.3.9 ma den
vare konvergent. ]

Dette teoremet og dets mangfoldige generaliseringer spiller en sentral rolle i mate-
matisk analyse. Mange av de resultatene som vi i denne boken skal bevise ved hjelp av
monotone fglger, kan generaliseres til mer kompliserte sammenhenger ved & benytte
at begrensede fglger har konvergente delfglger. Som et eksempel pa slike generalise-
ringer, skal vi vise hvordan teoremet kan utvides til & dekke komplekse fglger.

Vi trenger noen definisjoner fgrst. At en fglge {z, } av komplekse tall konvergerer
mot et komplekst tall z, er definert pa akkurat samme mate som for reelle fglger: For
ethvert positivt, reelt tall € skal det finnes et naturlig tall N slik at |z — z,,| < € for alle
n > N. Det er lett a sjekke at dersom z,, = x,, + iy, 0g z = x + iy, sa konvergerer
{2, } mot z hvis og bare hvis {z,,} konvergerer mot x og {y,,} mot y. En fglge {z,}
av komplekse tall er begrenset dersom det finnes et reelt tall B slik at |z,| < B for
alle n.

4.4.5 Korollar
Enhver begrenset fglge av komplekse tall har en konvergent delfglge.

Bevis: Kall fglgen {z,}, ogla z,, = x,,+iyy,. Siden {2, } er begrenset, er ogsa fglgen
{z,} av realdeler begrenset, og ifglge teorem 4.4.4 har den en konvergent delfglge
{n,} som konvergerer mot et tall z. Den tilsvarende delfglgen {y,, } av {y,} er
ogsa begrenset og har derfor en konvergent delfplge {y,, } (unnskyld notasjonen)
som konvergerer mot et tall y. Den tilsvarende delfglgen {x,Z v, } av {zn, } konvergerer
fortsatt mot x (husk lemma 4.4.2), og fglgelig konvergerer {an} = {Zny, + 1Yny, }
mot z = z+1y. Vi har dermed funnet en konvergent delfglge, og beviset er ferdig. MW

Vi skal gjgre bruk av resultatet ovenfor nar vi beviser algebraens fundamentalteorem
i seksjon *5.5.

La oss na ga Igs pa et litt annet tema. Gar det an & vise at en fglge konvergerer uten
a konstruere grensen? Svaret er «ja», og ngkkelen ligger i fglgende begrep.
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4.4.6 Definisjon
En fglge {x,} kalles en Cauchy-fplge dersom det for enhver positiv e finnes et
tall N € Nslik at |,, — 2., | < € for alle n, m > N.

Intuitivt sier denne definisjonen at vi kan fa differansen mellom leddene i fglgen sa
sma vi matte gnske ved & gé langt nok ut. Det er rimelig & tenke seg at en Cauchy-fglge
ma konvergere — leddene fluktuerer mindre og mindre jo lengre ut i fglgen vi kommer,
og de burde til slutt sla seg til ro ved en grenseverdi. Fgr vi viser dette, skal vi gjgre
noe som er lettere, nemlig bevise den omvendte implikasjonen

4.4.7 Lemma
Enhver konvergent fglge er en Cauchy-fglge.

Bevis: Gitt en € > 0, ma vi finne en N slik at |z, — 2| < e ndr n,m > N. Siden
{x,} konvergerer mot et tall z, finnes det en N slik at [z — x| < €/2 for alle k > N.
Hvis n,m > N, sa er (husk trekantulikheten 2.1.1)

€ €
|xn—xm|:|(xn—x)—|—(a:—xm)|§|xn—x|+|x—xm|<§+§:e,

og beviset er fullfgrt. [ |

For vi gér 1gs pa det omvendte resultatet, viser vi to hjelpesetninger.

4.4.8 Lemma
Enhver Cauchy-fglge er begrenset.

Bevis: La {x,} vere en Cauchy-fglge. Bruker vi definisjonen av Cauchy-fglge med
€ = 1, ser vi at det finnes et naturlig tall N slik at |z, — x,,| < 1 for alle n,m > N.
Spesielt vil |z, — x| < 1 for alle n > N. Skrevet uten absoluttverditegn, betyr dette
atzy — 1 <z, <xny + 1forallen > N. Dermed ser vi at

a = min{x1,z,3,...,on_1, 28 — 1}
er en nedre skranke for {z, }, og at
b = max{x1,x2,x3,...,2N-1,CN + 1}

er en gvre skranke. |

4.4.9 Lemma
Dersom en Cauchy-fglge {z,} har en delfglge som konvergerer mot z, sa kon-
vergerer ogsa {x,, } selv mot .
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Bevis: La {z,, } vere delfglgen som konvergerer mot . For a vise at {x,} ogsd
konvergerer mot x, ma vi vise at uansett hvilken € > 0 vi blir gitt, sa kan vi finne en
N € Nslik at | — x,| < e forallen > N.

Siden {z,, } konvergerer mot x, finnes det en K slik at |z — x,,, | < ¢/2 for alle
k > K. Siden {z,,} er en Cauchy-fglge, finnes det dessuten en M slik at |x,, — 2, | <
€/2 for alle n,m > M. La N vere det stgrste av tallene nx og M.

Vi skal vise at dersom n > N, sder |x — x| < €. Velg k sd stor at ni, > N. Ifglge
trekantulikheten er

2= 2] < 2= | + [, — 2l

Her er det fgrste leddet pa hgyresiden mindre enn €/2 siden & > K, og det andre
leddet er mindre enn ¢/2 siden ny,n > M. Dermed er

|z — x| <e,
og beviset er ferdig. |

Vi har na alle de ingrediensene vi behgver for a bevise hovedresultatet om Cauchy-
fglger.

4.4.10 Teorem
En fglge av reelle tall konvergerer hvis og bare hvis den er en Cauchy-fglge.

Bevis: Vi vet allerede fra lemma 4.4.7 at enhver konvergent fglge er en Cauchy-fglge.
For a vise at enhver Cauchy-fglge konvergerer, observerer vi fgrst at den ifglge lem-
ma 4.4.8 er begrenset. Teorem 4.4.4 forteller oss at den ma ha en konvergent delfglge,
og ifglge lemma 4.4.9 er den da selv konvergent. ]

Det gar forgvrig an & bevise teorem 4.4.10 uten a ga veien om teorem 4.4.4; se oppga-
ve 3.

Bemerkning

Det er en ner sammenheng mellom konvergens av Cauchy-fglger og kompletthets-
prinsippet. I denne boken startet vi med kompletthetsprinsippet som et aksiom og
utledet at enhver Cauchy-fglge konvergerer. Logisk sett kunne vi utmerket godt ha
resonnert den andre veien; vi kunne ha tatt konvergensen av Cauchy-fglger som et
aksiom, og dedusert oss frem til kompletthetsprinsippet (strengt tatt ma vi ogsa anta
Arkimedes’ prinsipp for a fa til dette). De to prinsippene er altsa to forskjellige mater
a formulere det samme fenomenet pd. Som formuleringer betraktet har de begge sine
styrker og svakheter; fordelen ved kompletthetsaksiomet er at det er lett & forsta og
greit a sjekke, mens fordelen ved Cauchy-fglger er at de er enklere a generalisere til
andre sammenhenger.

At konvergens av Cauchy-fglger virkelig er en konsekvens av kompletthetsprin-
sippet, kan man overbevise seg om ved a se pa hva som skjer med de rasjonale tallene.
Desimaltallstilnermelsene

21 = 1.4, 19 = 141, 25 = 1.414, 24 = 1.4142, ...
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til v/2 danner en Cauchy-fglge av rasjonale tall, men denne fglgen konvergerer ikke
mot noen rasjonal grense. Innenfor verdenen av rasjonale tall er det derfor ikke sant
at enhver Cauchy-fglge konvergerer, og grunnen ma vere at de rasjonale tallene ikke
er komplette.

Oppgaver i seksjon 4.4

1. Vis at en fglge {z,} av komplekse tall z, = z,, + iy, konvergerer mot en grense
z = x + 1y hvis og bare hvis {x,, } konvergerer mot x og {y,, } konvergerer mot y.

2. I denne oppgaven skal vi gi et alternativt bevis for at enhver begrenset fglge har en
konvergent delfglge.

a) Kall den begrensede folgen {x,, }. Vis at det finnes et intervall [a, b] slik at z,, €
[a, b] for alle n.

b) Del intervallet [a, ] i to like store deler [a, c] og [¢,b], der ¢ = (a + b)/2. Vis
at minst ett av disse intervallene inneholder uendelig mange ledd fra fglgen.
Kall dette intervallet I; = [aq, b1] (hvis begge intervallene inneholder uendelig
mange ledd, velger du bare ett av dem).

¢) Vis at ved a fortsette denne prosedyren kan du finne en fglge av intervaller
I, I5, I3, ... slik at I, erinneholdti I,,, lengden til I, er (b—a)/2"™, og hver
I,, inneholder uendelig mange elementer fra fglgen.

d) Vis at enhver fglge {c,} slik at ¢,, € I, for alle n, er konvergent. (Hint: La
I,, = [an, by og vis fgrst at fglgen {a,, } konvergerer).

e) Lag en delfglge {yi} av {x,,} pa denne maten:

(i) yo = o
(ii) Hvis y, = x,, er definert, sa er yr+1 = 2z, der x,, er det fgrste leddet
etter x,,, somer med i Jj4;.

Vis at {y, } konvergerer.

3. La {z,}52, veere en begrenset fglge av reelle tall. Definer folger {a,}>2; og
{bn}22, ved
ap, =sup{zy, :m>n}

by =inf{z, :m >n}.
a) Vis at fglgene {a, }2>2; og {b,, }°; konvergerer.

La a= lim a, og b= lim b,.
n—oo n—o00

b) Vis at fglgen {x,, }°2 ; konvergerer hvis og bare hvis a = b.
c¢) Bruk a) og b) til 4 vise at alle Cauchyfglger konvergerer.

4. Et tall a kalles et opphopningspunkt for fglgen {z,,} dersom det for hver ¢ > 0
finnes uendelig mange n € N slik at

|z, —al <e.



224 Seksjon *4.4  Kompletthet og konvergens

a) Vis at a er et opphopningspunkt for {z,, } hvis og bare hvis en delfglge av {z,, }
konvergerer mot a.

b) Vis at enhver begrenset fglge har et opphopningspunkt.

c) Vis at en begrenset fglge konvergerer hvis og bare hvis den har ngyaktig ett
opphopningspunkt.

d) Finn en ubegrenset fglge som divergerer og som har ngyaktig ett opphopnings-
punkt.

5. Med delsummene til en fglge {a,, } mener vi
§1=a1, Sg2=a1+az, ..., Sp, =a1 + a2+ -+ an.
Fglgen av delsummer {s,, } kalles rekken generert av {ay}.

a) Vis at {s, } er en Cauchy-fglge hvis og bare hvis det for hver ¢ > 0 finnes en
N € Nslik at
|6Ln+1 + Gpyg + - +am| <€

for alle n,m > N.
b) Fglgen {t,} gitt ved
t1 = la1], t2 = |a1| + |azl|, ..., tn = |a1| + |az| + - + |an]

kalles rekken av absoluttverdier generert av {a,, }. Vis athvis {t,,} er en Cauchy-
folge, sd er {s, } det ogsa.

¢) Vis at dersom {t,, } konvergerer, s gjgr {s, } det ogsa.

6. La f : C — C vere en funksjon som sender komplekse tall til komplekse tall. Vi
skal anta at f er en kontraksjon, dvs. at det finnes et reelt tall £ < 1 slik at

[f(2) = f(w)] < klz —wl

for alle z,w € C (f forminsker altsa avstanden mellom z og w med en faktor % eller
mindre). Gitt et punkt zg € C, lager vi en fglge {z,} ved

z1 = f(20), 22 = f(21), -+, Zns1 = f(zn).
a) Vis at for alle n og m er
|2ntm — 2n| < E™|2m — 20|
b) Forklar at
Zm — 20 = (Zm — 2Zm—1) + (Zm—1 — Zm—2) + -+ + (21 — 20)
og bruk dette til a vise at

|2m — 20| < (K™ 1+ K™% 4+ k41|21 — 20].
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¢) Vis at for alle m er

|2 — 20| < |21 — 20|

1
1-k
d) Vis at {z,} er en Cauchy-fglge.

e) Kall grensen til {z,} for z. Forklar hvorfor fglgen {f(z,)} konvergerer mot
f(2), og bruk dette til & vise at f(z) = z.

f) Et punkt z slik at f(z) = z kalles et fikspunkt for f. Vis at en kontraksjon ikke
kan ha mer enn ett fikspunkt (Hint: Anta at z og w er fikspunkter og bruk at

f(z) = f(w) = z —w).

g) Vis at fglgen {z,} konvergerer mot det samme punktet uansett hvilket start-
punkt zg vi velger.

4.5 Historisk epistel: Fra kaniner til kaos

| matematikk som pa andre omrader
er det 4 finne seg selv fortapt i
undring over et eller annet fenomen
ofte mer enn halvveis til en ny
oppdagelse.

— Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859),
Samlede verker Il

Leonardo Fibonacci var fgdt i Pisa i Nord-Italia rundt 1170. Faren var kjgpmann, og
pé denne tiden var det livlige handelsforbindelser mellom Italia og Nord-Afrika. Leo-
nardo kom derfor til & vokse opp i Bejaia i Algerie der faren ledet et stort handelshus.
Han fikk arabiske lerere som ikke bare lerte ham arabisk, men som ogsa ga ham bred
innsikt i islamsk kultur og vitenskap. Senere utvidet Leonardo sine kunnskaper pa
handelsreiser i Nord-Afrika, Midtgsten og Sgr-Europa.

Figur 4.5.1. Leonardo Fibonacci

Leonardo forstod tidlig at det indiske tallsystemet som araberne hadde adoptert og vi-
dereutviklet, var romertallene overlegent. I Liber abaci (1202) gir han en systematisk
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innfgring i de nye regneteknikkene, men til tross for hans overbevisende argumenta-
sjon, skulle det enda ga flere hundre ar fgr de indisk-arabiske tallene slo igjennom
for alvor. Historisk sett er Liber abaci Leonardos viktigste verk, men det er kanskje i
geometriboken Practica geometriae (ca. 1220) og den tallteoretiske Liber quadrato-
rum (1225) at han klarest viser sin egen matematiske skaperkraft. Pa grunnlag av disse
verkene er det vanlig & regne Fibonacci som den fremste europeiske matematikeren i
middelalderen.

I 1224 ble Leonardo invitert til keiser Fredrik IIs hoff i Palermo for & delta i en
matematisk turnering. Han vant, og fikk pa denne maten innpass i et av tidens mest
interessante miljger. Fredrik II (1194—1250) var tysk keiser, men hans egentlige arve-
rike var «de to Sicilier» som i tillegg til gya Sicilia omfattet det italienske fastlandet
fra sgrenden til omtrent midt mellom Napoli og Roma. Sicilia hadde opplevd en kul-
turell oppblomstring etter arabernes erobring pa 900-tallet, og i Fredriks tid var riket
et mgtested for europeisk og arabisk kultur. Keiserens egne bidrag var betydelige — i
tillegg til & invitere ledende intellektuelle fra begge miljger, skrev han selv en leerd bok
om falkejakt som viser en imponerende evne til observasjon og systematisering. Leo-
nardo Fibonacci var en av de fremste representantene for det fruktbare mgtet mellom
europeiske og arabiske tradisjoner ved Fredriks hoff.

Fredrik II blendet og forvirret samtiden med sin begavelse og sin maktutfoldelse,
men som realpolitiker var han mindre heldig — hans evige strid med paven undergravde
gkonomien og terte pa landets krefter. I et av sine felttog matte han til slutt betale
soldatene med lerpenger og love & innlgse dem i gull nar tidene bedret seg. Det var
vanskelig & opprettholde et stralende hoff under slike omstendigheter, og rundt 1240
finner vi Leonardo tilbake i Pisa. Byen ga ham en arlig understgttelse slik at han
kunne fortsette sine undersgkelser, men Leonardo var na en gammel mann og dgde
sannsynligvis kort tid etter.

Leonardo hadde sikkert blitt overrasket hvis han hadde fatt vite at han i ettertid
hovedsakelig ville bli husket for Fibonacci-tallene. For ham var kaninproblemet bare
ett av de mange eksemplene i Liber abaci. I ettertid har imidlertid Fibonacci-tallene
fatt en kolossal oppmerksomhet — det finnes flere bgker om dem, og i USA utgis
det et tidskrift, The Fibonacci Quarterly, som bare trykker artikler om Fibonacci-tall.
Noe av det som utgis, er med respekt & melde temmelig tgvete, men det finnes ogsa
forbausende mange interessante anvendelser av Fibonacci-fglgen. Du finner et godt
utvalg i Onstads artikkel [10], der du ogsa kan finne referanser til andre kilder.

Formelen s <1+\/g)”_<1_\/5>"]
2 2

xTL - 5
for det n-te Fibonacci-tallet kalles av og til Binets formel etter den franske matema-
tikeren Jacques Binet (1786—1856) som publiserte den i 1843, men den var kjent langt
tidligere, og ble sannsynligvis fgrst oppdaget av var gamle venn Abraham de Moivre
(1667-1754) 1 1718.

De Moivre ble fgdt i Vitry i Frankrike. Han var protestant, og da Ludvig XIV i
1685 opphevde det nantiske edikt som sikret protestantenes rettigheter, ble de Moivre
arrestert. Han satt i fengsel i to ar, men i 1688 tok han seg over til England der han
ble boende resten av livet. I begynnelsen livnerte han seg dels som privatlerer og dels
gjennom spill og veddemal i kafeer, men etter hvert fant han sikrere inntekter som rad-
giver for de store forsikringsselskapene som ble bygd opp pa denne tiden. De Moivre
regnes som en av forsikringsmatematikkens grunnleggere, men hans aller stgrste inn-
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sats var innenfor sannsynlighetsregningen. Hans The Doctrine of Chances fra 1718 er
en av de tidligste lerebgkene. I 1733 var de Moivre den fgrste som utledet en versjon
av den sentrale grensesetningen (denne setningen forklarer hvorfor den klokkeforme-
de Gauss-kurven dukker opp i sa mange statistiske sammenhenger). I sin utledning av
formelen for Fibonacci-tallene brukte de Moivre det som kalles genererende funksjo-
ner. Vi skal se neermere pa denne teknikken i seksjon 12.11.

Det har alltid vert en viss interesse for differensligninger pa grunn av de naere
forbindelsene til differensialligninger (se seksjon *10.8), men i den senere tid har in-
teressen gkt ytterligere av to grunner. Den ene er at det i informatikk har dukket opp
et stadig sterkere behov for a lgse kombinatoriske problemer ved hjelp av differens-
ligninger og beslektede metoder. (Se boken til Graham, Knuth og Patashnik [6] for en
glimrende innfgring i disse teknikkene.) Den andre grunnen har & gjgre med det som
populert kalles «kaos» — at svaert enkle mekanismer kan fgre til uhyre komplisert og
uforutsigbar oppfgrsel bare de far virke lenge nok. Det enkleste eksemplet pa kaotisk
oppfarsel er knyttet til differensligninger av typen

Tnt1 = axn (1 — ).

Disse differensligningene er ikke-linezre (fordi x,, blir stdende i annen potens pa
hgyresiden nar du ganger ut), og i motsetning til de linezre ligningene vi har studert
i dette kapitlet, kan de ikke lgses med en enkel formel. Ved hjelp av andre metoder
kan man imidlertid vise at Igsningene (for passende valg av konstanten a) har en meget
komplisert og «kaotisk» oppfarsel (se oppgave 4.3.27). Du kan lese mer om dette i [7],
[2] og [3]. Kaos dukker ogsa opp i mange andre sammenhenger, og du kan lese mer
om det generelle fenomenet i de glimrende popul@rvitenskapelige bgkene til Gleick
[5], Stewart [13] og Lorenz [9] (ingen av dem krever matematiske forkunnskaper).
Det er nere forbindelser til et annet populart fenomen — fraktaler. Disse fascinerende
geometriske figurene kan du lese om i [8] og [15] (ta spesielt en titt pa figurene i
den siste artikkelen). Sammenhengen mellom kaos og fraktaler er godt forklarti [11].
Begge temaene gir sldende eksempler pa bruken av komplekse tall.

@nsker du & vite mer om linezre differensligninger, finnes det et instruktivt ka-
pittel (pa norsk!) i boken til Sydsater, Seierstad og Strgm [14]. Er du nysgjerrig pa
hvordan stoffet i seksjon 4.3 og *4.4 brukes i teoretiske sammenhenger, kan du se etter
i mer avanserte bgker om matematisk analyse, for eksempel [12]. Det viser seg ogsa
at Cauchy-fglger er av fundamental betydning i studiet av fraktaler, og dette kan du
lese mer om i [1] (og i [4] som er en bedre, men vanskeligere bok).
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Kontinuerlige
funksjoner

Matematikere er som franskmenn;
uansett hva man sier til dem,
oversetter de det til sitt eget sprak,
og dermed blir det straks noe
ganske annet.

— Johann Wolfgang von Goethe
(1749-1832)

Funksjonene man arbeider med i skolematematikken er bygget opp av potenser, eks-
ponentialfunksjoner, logaritmer og trigonometriske funksjoner samt et endelig antall
algebraiske operasjoner pluss, minus, gange og dele. Funksjoner som fremkommer
péa denne maten, har pene egenskaper — de er som regel kontinuerlige og deriverbare
(unntatt muligens i noen fa punkter), og de har grafer som enten er monotone, eller
som har noen fa topp- og bunnpunkter. Ved a studere fortegnet til funksjonene og de-
res deriverte skaffer vi oss fort oversikt over den geometriske oppfgrselen, og det er
som oftest en smal sak & tegne gode skisser av funksjonsgrafene pa grunnlag av denne
informasjonen.

Ut i fra egne erfaringer er det lett & tro at disse egenskapene er typiske for konti-
nuerlige funksjoner. Det er de imidlertid ikke — det skal ikke sa store forandringene
til for vi far kontinuerlige funksjoner med en helt annen oppfarsel. Typografisk skiller
funksjonen

flz) = i sin 2% _ sin2z n sin 4z n sin 8x n sin 16x
- k=1 2k/2 V2 2 2v/2 4

seg bare fra de vi er vant til ved at summen inneholder uendelig mange ledd, men
geometrisk ser den helt annerledes ut — uansett hvor mye vi forstgrrer den, flimrer
grafen opp og ned og er full av kroker og kriker av alle stgrrelser (figur 5.0.1). Funk-
sjoner av denne typen er ofte ikke deriverbare i ett eneste punkt, og lengden til grafen
er uendelig over et hvilket som helst intervall (uansett hvor lite).

Disse funksjonene er uvante og fremmedartede, men de er slett ikke verdensfjerne
og unyttige — i mange matematiske modeller av virkelige fenomener er det nettopp
disse funksjonene som spiller hovedrollen. Det finnes for eksempel en matematisk
teori for sakalte Brownske bevegelser som har store anvendelser i fysikk, elektronikk
og gkonomi, og der alle de naturlig opptredende funksjonene er ingensteds deriverbare
og har uendelig lengde.



230

i,

N
N
N
N
\
N
N
\
N

A 4

X 1

‘l‘l | m

Figur 5.0.1.

Stilt overfor disse nye eksemplene pa kontinuerlige funksjoner er det naturlig & tvile
en smule pa sin intuisjon. Hvor mye av den erfaring og innsikt som vi har bygget opp
gjennom arbeidet med de «pene»funksjonene i skolematematikken, kan vi egentlige
overfgre til disse nye funksjonene? Vi er vant til at kontinuerlige funksjoner har klart
definerte topp- og bunnpunkter, men holder dette ogsa for funksjoner av den typen vi
ser pa figur 5.0.1, som fortsetter & flimre opp og ned uansett hvor mye vi forstgrrer
dem? Eller, for & stille et annet spgrsmal, er det mulig for en slik flimrende funksjon
a passere fra negative til positive verdier uten a ha et nullpunkt innimellom? Det er
spgrsmal av denne typen vi skal forsgke & besvare i dette kapitlet. Hensikten er a
bygge opp et fundament av kunnskap om kontinuerlige funksjoner som vi kan bruke
som en stgtte for var intuisjon. Heldigvis ligger det ingen ubehagelige overraskelser og
venter pa oss — resultatene vi skal vise, er i god overensstemmelse med vare erfaringer.

Det vi skal drive med i dette og neste kapittel, kan kanskje beskrives som «mate-
matisk minimalisme» — vi skal prgve a finne ut s mye som mulig om en funksjon nar
alt vi i utgangspunktet vet, er at den er kontinuerlig (i dette kapitlet) eller deriverbar
(i neste kapittel). Slik matematisk minimalisme kan virke uvant nar man bare er vant
til & arbeide med funksjoner som er gitt ved en formel, og som man dermed har all
verdens informasjon om. Nar vi bruker funksjoner i matematikk og andre fag, er det
imidlertid sjelden at vi har en formel for dem; ofte vet vi bare at funksjonen vi arbeider
med er Igsningen til et matematisk problem (f.eks. Igsningen til en differensialligning)
eller at den beskriver et natur- eller samfunnsfenomen (f.eks. hvordan vann strgmmer
i et rgr, eller hvordan etterspgrselen til en vare avhenger av prisen). Nar funksjonene
er gitt pa denne maten, har vi som regel litt grunnleggende informasjon fra den opp-
rinnelige problemstillingen (kanskje vet vi at funksjonen er kontinuerlig eller at den
er voksende eller at den ma krumme pa en spesiell mate) og var oppgave er a bruke
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det lille vi vet, til & finne ut mer. Det er i slike situasjoner «matematisk minimalisme»
virkelig kommer til sin rett!

5.1 Kontinuitet

Hittil har ikke funksjoner hatt noen sentral plass i boken, men fra né av vil de overta
hovedrollen. De aller fleste funksjonene f som vi skal arbeide med, vil vere definert
pa en delmengde A av de reelle tallene og ta verdier f(x) som ogsa er reelle tall. Med
symboler skriver vi

f:A—=R.

Mengden A kalles definisjonsmengden til f, og vi skal fra tid til annen betegne den
med Dy. Som oftest vil Dy enten vare hele R, eller et intervall (for eksempel Dy =
[0, 1]), eller en union av intervaller (for eksempel Dy = (—o0, —2)U(—1,1)U(2, c0)).
Med verdimengden V7 til f skal vi mene mengden

Vi={f(z)|zeDys}

av alle verdier som f(x) har.
De fleste tenker nok pa en funksjon som en formel av typen

f(z) = 2®sinzx — 5ex,

men i denne boken skal vi ogsa mgte funksjoner som er definert pa andre mater — for
eksempel gjennom to formler, slik som

sin x

fla)=4 %

x

narz < 0

e narz > 0

eller gjennom ord, slik som

f@) = 1 nér z er rasjonal
" 1 0 nérz erirrasjonal.

Vi skal ikke bruke tid og krefter pa 4 filosofere over den beste definisjonen av begrepet
funksjon. For vére formal vil det veare tilstrekkelig & tenke pa en funksjon f : A — B
som en regel eller tilordning som til hvert element z i A gir oss ett (og bare ett!)
element f(z) i B. (De som allikevel gnsker & filosofere, kan ta en titt pi den historiske
epistelen til slutt i dette kapitlet.)

Nar f er definert ved et formeluttrykk, vil vi ofte la vaere a spesifisere definisjons-
mengden til f, og meningen er da at funksjonen er definert for alle de z-verdiene hvor
formelen gir mening. Skriver vi for eksempel opp formelen

~ In(z —1)
- z-3

f(z)

gir dette uttrykket mening nar z > 1 (logaritmer er bare definert for positive tall) og
forskjellig fra 3 (vi kan ikke dele med null). Altsa underforstér vi at definisjonsmeng-
den er

Dy =(1,3) U (3,00).
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I denne boken skal vi hovedsakelig arbeide med kontinuerlige funksjoner. At funk-
sjonen f er kontinuerlig i punktet a, betyr intuitivt at funksjonsverdiene f () nermer
seg f(a) nar x nermer seg a. Denne uformelle beskrivelsen tillater imidlertid forskjel-
lige tolkninger, og for & unngéa misforstaelser og ungdvendige diskusjoner, er det lurt
a presisere den (hvis du ikke forstar definisjonen nedenfor fgrste gang du leser den,
kan det veere smart a lese kommentarene som fglger etter den, fgr du prgver pa nytt).
Husk at du alltid bgr tenke pa uttrykk av typen |u — v| som avstanden mellom u og v.

5.1.1 Definisjon

En funksjon f er kontinuerlig i et punkt @ € Dy dersom fglgende gjelder: For
enhver ¢ > 0 (uansett hvor liten), finnes det en 6 > 0 slik at ndr z € Dy og
|x —a| < 0,sder|f(z) — f(a)| < e Vikan altsa fa avstanden mellom f(z) og
f(a) mindre enn € ved a kreve at avstanden mellom 2 og a er mindre enn 6.

Dette er en definisjon av samme type som den vi ga for konvergens av fglger i defini-
sjon 4.3.1, og mange av de betraktningene vi kom med den gang, gjelder like godt na.
For vi gar lgs pa dem, kan det imidlertid veere lurt a si noen ord om de to symbolene e
og d. Dette er de to greske bokstavene epsilon og delta, og de er sa vanlige & bruke i
definisjoner og argumenter som har med grenseverdier og kontinuitet & gjgre, at man
ofte snakker om e-d-definisjoner og e-d-argumenter. Fordelen ved systematisk a bruke
de samme symbolene er at leserne etter hvert vet hva de star for uten & matte tenke
seg om. (Ulempen er at noen studenter utvikler e-d-allergi og trekker ned den mentale
rullgardinen hver gang disse symbolene dukker opp.)

y=f)

fla)+e

fl@) fommmmmmmoee o /

fla)—e¢

//\\/ a0 aatd :

Figur 5.1.1.

Figur 5.1.1 viser samspillet mellom € og §; uansett hvor liten € er, skal det vaere mulig
a finne en 0 slik at hele funksjonsgrafen over intervallet (a — d,a + J) ligger klemt
mellom de to vannrette linjene med hgyde f(a) — € og f(a) + €. Det er ofte lurt &
tenke pa e som en feilmargin som anslér hvor liten avstand det er mellom f(z) og den
gnskede grenseverdien f(a). Her er en analogi som muligens kan hjelpe noen til & fa
et klarere bilde av det som foregar.
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Du jobber pa en fabrikk som produserer funksjonsverdier f(x). Helst burde disse
funksjonsverdiene ha vert ngyaktig f(a), men det krever at produksjonsapparatet er
innstilt i posisjonen x = a, noe som dessverre er umulig a fa til i praksis. Alt firmaet
garanterer er at uansett hvor liten feilmargin kunden matte kreve, sa er det mulig a
oppfylle dette kravet ved a fininnstille apparaturen. En kunde ringer og bestiller et
parti funksjonsverdier som ikke mé avvike fra f(a) med mer enn en feilmargin e.
Uansett hvor liten denne € er, s skal det vaere mulig for deg (for eksempel ved a sla
opp i en tabell) & finne frem til et slingringsmonn ¢ slik at nar du innstiller apparaturen
i en posisjon  hvor ungyaktigheten |z — a| er mindre enn 9, sé vil differansen mellom
produksjonsresultatet f(z) og den gnskede verdien f(a) vere mindre enn kundens
feilmargin e. (Vi far anta at fininnstillingen krever tid, arbeid og etterkontroll slik at
produktet blir dyrere dess stgrre ngyaktighet som kreves.)

La oss na se litt pa hvordan vi i praksis kan bruke definisjon 5.1.1 til & vise at en
funksjon f er kontinuerlig i et punkt a. Kikker vi n@rmere pa definisjonen, ser vi at
det er stgrrelsen « — a vi har kontroll pé; vi gnsker jo & vise at vi kan fa | f(z) — f(a)]
mindre enn en hvilket som helst gitt feilmargin € ved a velge « — a tilstrekkelig liten.
Siden det er z — a vi kan kontrollere, lgnner det seg ofte & gi denne stgrrelsen et eget
navn. Vi setter derfor h = x — a og observerer at da er x = a + h. Vi er na klare til &
se pa et par eksempler.

5.1.2 Eksempel
Bruk definisjonen av kontinuitet til & vise at funksjonen f(z) = 5x + 2 er kontinuerlig
ipunktet a = 2.

Som ovenfor innfgrer vi stgrrelsen i = x — 2 og observerer at z = 2+ h. Vi tenker
oss nd at vi er gitt en € > 0, og at vi skal finne en § > 0 slik at nér |h| = |z — 2| < 4,
saer |f(z) — f(2)] < e. La oss se litt nermere pa uttrykket |f(z) — f(2)|. Siden
x = 2+ h, far vi:

(@) = F2) = (52 +2) — (5-2+2)| = |52 — 10| = |52+ k) — 10| = 5[

Spgrsmalet er altsa om vi kan fa dette uttrykket mindre enn € ved a sgrge for at h =

x — a er tilstrekkelig liten. Det kan vi! Hvis vi velger § = £, ser vi at dersom |h| =
|z —a|l <d=¢,sder
€
F@) = F2) =5ln <55 =
Dermed har vi vist at f er kontinuerlig i punktet a = 2. |

Her er et litt mer komplisert eksempel.

5.1.3 Eksempel
Bruk definisjonen av kontinuitet til 4 vise at funksjonen f(x) = 22%+3 er kontinuerlig
i punktet a = 3.

Som ovenfor innfgrer vi stgrrelsen i = x — 3 og observerer at z = 3+ h. Vi tenker
oss nd at vi er gitt en € > 0, og at vi skal finne en § > 0 slik at nar |h| = |z — 3| < 0,
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saer |f(z) — f(3)| < e. Bruker vi at x = 3 + h, ser vi at

If(z) — £3)| = |(22% +3) — (2-3% +3)| = |22® — 18] = |2(3 + h)* — 18]
= |2(3% + 2-3h + h?) — 18] = |12h + 2R?%| = |h||12 + 2h|

Vi ma vise at vi kan fa dette uttrykket mindre enn e ved a velge h tilstrekkelig liten.
Intuitivt er dette opplagt siden uttrykket |h||12 + 2h| gér mot O nar h gér mot 0.
Spersmalet er hvor liten ma vi velge h for at dette uttrykket skal vaere mindre enn €?
Vi ser at nar h er liten, er faktoren 12 4 2h omtrent lik 12. Hvis vi tar i litt for & vere
pa den sikre siden, ser vi at 12 + 2h er mindre enn 14 nér |h| er mindre enn 1. Sgrger
vi samtidig for at den andre faktoren |h| er mindre enn {5, vil produktet |h[|12 + 2h/|
vaere mindre enn e. Utifra disse betraktningene velger vi § = min{ 5, 1}, altsd ¢ lik
det minste av de to tallene 75 og 1 (normalt vil dette selvfglgelig vaere 15, men det
kunne jo tenkes at noen hadde valgt en stor verdi for €).

La oss sjekke at dersom h = |z — 3| < 6, sa er virkelig | f(z) — f(3)| < e. Deter
lett. Etter regningene ovenfor har vi nemlig:

(@) = F@) = |hll12+2h] < - (1242-1) =€

Eksemplene ovenfor viser hvordan man kan bruke definisjonen til 4 vise at en funksjon
er kontinuerlig. For kompliserte funksjoner er denne metoden tidkrevende og kompli-
sert, og man velger derfor gjerne en annen strategi. Den bestar i fgrst & vise at de
grunnleggende funksjonene vi pleier & arbeide med, er kontinuerlige (her ma vi som
regel bruke definisjonen som vist ovenfor), og sa vise at dersom vi setter sammen disse
grunnleggende funksjonene til mer kompliserte funksjoner, vil disse ogsa vere konti-
nuerlige. For oss er de grunnleggende funksjonene ¢, a®, In z, sin z, cos , tan = og
||, og fra skolematematikken vet vi at disse funksjonene er kontinuerlige i alle punk-
ter der de er definert (selv om de fleste sikkert ikke har sett fullgode bevis pa at dette
er tilfellet!). Det neste resultatet viser at dersom vi bruker de algebraiske operasjonene
+, —, - og : til a skaffe oss nye funksjoner, vil disse ogsa vare kontinuerlige:

5.1.4 Setning
Anta at f og g er kontinuerlige i punktet a. Da er funksjonene f + g, f — g og
f - g kontinuerlige i a. Dersom g(a) # 0, er ogsa f /g kontinuerlig i a.

Bevis: Siden disse reglene er kjent fra fgr, skal vi bare vise kontinuiteten av f + ¢
som et eksempel pa hvordan definisjon 5.1.1 brukes i praksis.
Vi ma vise at for ethvert tall e > 0, finnes det en 6 > 0 slik at

’(f+g)($)—(f+g)(a)’<e nar |z —al| < 0.
Ifglge trekantulikheten 2.1.1 er

|(f +9)(@) = (f + 9)(a)| = [f(2) — f(a) + g(x) — g(a)|
< |f(@) = f(a)] + |9(2) - g(a)]-
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Det er derfor nok & vise at vi kan fa hver av stgrrelsene | f(x) — f(a)| og |g(x) — g(a)]
mindre enn €/2. Siden f er kontinuerlig i a, finnes det en 07 slik at | f(z)— f(a)| < €/2
ndr |z —a| < 61, og siden g er kontinuerlig i a, finnes det en d5 slik at |g(z) — g(a)| <
€/2 nér |z — a| < d2. Velger vi 6 lik det minste av de to tallene d; og do, ser vi at nar
|z —al < d,sder

[(F+9)@) = (F +9)(@)] < [£(2) = F(@)] +|g() = g(a)] < 5 +5 =€,

og beviset er fullfgrt. ]

5.1.5 Eksempel ,
. . 3sinx + x“e”
Vis at funksjonen f(z) = P r——
Funksjonene 3, sin z, 22, %, 422 og tan z er alle kontinuerlige i 7 /4. Ifglge set-
ningen ovenfor er summen og produktet av to kontinuerlige funksjoner selv kontinu-
erlig, sd 3sinx + x2e” og 423 + tan x er ogsd kontinuerlige i 7 /4. Siden en brgk av
to kontinuerlige funksjoner er kontinuerlig, er dermed f(z) kontinuerlig i 7/4 (husk
a sjekke at nevneren ikke er null). |

er kontinuerlig i punktet /4.

Det neste resultatet er ogsa kjent fra fgr. Det sier at sammensetningen av to kontinuer-
lige funksjoner er kontinuerlig.

5.1.6 Setning
Anta at g er kontinuerlig i punktet a og f i punktet g(a). Da er den sammensatte
funksjonen h(z) = f[g(«)] kontinuerlig i punktet a.

Bevis: Gitt ¢ > 0, s ma vi finne en § > 0 slik at |f[g(z)] — f[g(a)]| < € ndr
|z —a] < § og x € Dy, Siden f er kontinuerlig i g(a), finnes det et tall > 0 slik
at | f(u) — flg(a)]| < endr|u— g(a)| < nogu € Dy. Siden g er kontinuerlig i a,
finnes det dessuten en 6 > 0 slik at [g(x) — g(a)] < nnar |z —a| < dogx € D,.
Men dermed ser vi at hvis |z —a| < d og & € Dy, saer |g(z) — g(a)| < n, som igjen
medfgrer at | f[g(x)] — f[g(a)]| < €, og beviset er ferdig. [ |

5.1.7 Eksempel
Vis at funksjonen f(z) = In(] cos 3|) er kontinuerlig i punktet 7 /3.

Funksjonene 2% og cosinus er kontinuerlige overalt, og dermed er den sammen-
satte funksjonen cos x> ogsé kontinuerlig. Tallverdifunksjonen er kontinuerlig, s& den
sammensatte funksjonen | cos 3| ma ogsa vere det. Siden | cos(m/3)3| > 0, er In de-
finert og kontinuerlig i punktet | cos(m/3)3|. Dermed er den sammensatte funksjonen
f(x) = In(| cos 23|) kontinuerlig i punktet 7/3. |

Hittil har vi konsentrert oss om hva det vil si at en funksjon er kontinuerlig. For rik-
tig a fatte kontinuitetsbegrepet er det viktig ogsa & forsta hvordan en funksjon kan
vere diskontinuerlig i et punkt. Snur vi pa definisjonen av kontinuitet, far vi fglgende
beskrivelse:
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5.1.8 Observasjon
En funksjon f er diskontinuerlig i et punkt ¢ dersom det finnes en € > 0 slik at
uansett hvor liten vi velger 6 > 0, sa kan vi finne en z slik at |z — a| < ¢ og

[f(z) = fa)] = e

Y
flat / f?»

a b

Figur 5.1.2.

Tallet ¢ er en feilmargin vi ikke kan handtere; uansett hvor liten vi velger sling-
ringsmonnet ¢, kan vi ikke garantere at funksjonsverdien f(x) ligger innenfor den-
ne feilmarginen. Figur 5.1.2 viser to typer diskontinuitet. I den fgrste har funksjonen
et sprang i punktet a, i den andre fluktuerer funksjonen hurtigere og hurtigere dess
narmere x kommer a.

La oss se pa et eksempel

5.1.9 Eksempel
Vis at funksjonen f gitt ved

flz) = {295 hvisz <0
2r+1 hvisz >0

ikke er kontinuerlig i punktet @ = 0.

Huvis du tegner grafen til denne funksjonen, ser du at f(0) = 0, men at f(x) ikke
gar mot null (men mot 1) nér x nermer seg 0 ovenfra. Det betyr at dersom vi velger e
mindre enn 1 (f.eks. € = %), sa vil det uansett hvor liten vi velger 6 > 0, finnes noen z
slik at |z — 0] < § og | f(x) — f(0)] > € (nemlig alle positive + mindre enn ¢). Siden
det finnes e-er som ikke kan pareres av noen 0, er funksjonen diskontinuerligia = 0

|

Vi skal na vise et resultat som binder sammen kontinuitet av funksjoner og konver-
gens av fglger. Som vi snart skal se, er denne forbindelsen et nyttig teoretisk hjelpe-
middel i studiet av Kontinuitet.
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5.1.10 Setning a) Anta at f er kontinuerlig i punktet a, og at {x,} er en
fglge av punkter fra Dy som konvergerer mot a. Da konvergerer fglgen

{f(xn)} mot f(a).

b) Anta at f ikke er kontinuerlig i punktet a. Da finnes det en fglge {z,} av
punkter i Dy slik at {,,} konvergerer mot a, men { f(x,)} ikke konver-
gerer mot f(a).

Bevis: a) Gitt en ¢ > 0, ma vi finne en N € Nslik at |f(z,) — f(a)| < € for alle
n > N. Siden f er kontinuerlig i a, finnes det en § > 0 slik at | f(z) — f(a)| < € for
alle x € Dy med |z — a| < 6. Siden {z,} konvergerer mot a, finnes deten N € N
slik at |z, — a|] < d nr n > N. Men dermed er |f(z,) — f(a)] < endrn > N, og
beviset er ferdig.

b) Siden f ikke er kontinuerlig i a, finnes det en ¢ > 0 slik at uansett hvor liten vi
velger 6 > 0, finnes det en = € Dy slik at |z — a| < 6 og |f(z) — f(a)| > e. Setter
vi § = 1/n, far vi pa denne méten plukket ut et punkt x,, slik at |x,, — a| < 1/n og
|f(zn) — f(a)|] > e. Fglgen {x,} konvergerer mot a, men fplgen {f(x,)} kan ikke
konvergere mot f(a) siden |f(x,) — f(a)| > € for alle n. [ |

Bemerkning
Uttrykt litt kortere, sier setning 5.1.10 at f er kontinuerlig i a hvis og bare hvis

Jim f(z,) = f(a)
for alle fglger {x, } fra Dy som konvergerer mot a. Dette er en presisering av var in-
tuitive forestilling om at f er kontinuerlig i a dersom f(x) nermer seg f(a) nar x gar
mot a. Vi kan ogsa presisere denne forestillingen ved hjelp av det vanlige grensebegre-

pet for funksjoner, med det far vente til etter at vi har drgftet slike grenser i seksjon 5.4
(se observasjon 5.4.7).

Sa langt har vi bare definert hva det vil si at en funksjon f er kontinuerlig i et punkt a,
men som oftest er vi interessert i funksjoner som er kontinuerlige i alle (eller nesten
alle) punkter. Da er det greit a bruke fglgende terminologi.

5.1.11 Definisjon
En funksjon f : Dy — R Kkalles kontinuerlig dersom f er kontinuerlig i alle
punkter a € Dy.

Bemerkning

Mange synes at denne definisjonen av kontinuerlige funksjoner er tungvinn, og vil
isteden si at en funksjon er kontinuerlig dersom den har en sammenhengende graf.
Det viser seg imidlertid at det er mye vanskeligere & gi en klar og presis definisjon
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av hva det vil si at en graf er sammenhengende, enn a definere kontinuitet. (Dessuten
finnes det faktisk diskontinuerlige funksjoner som har sammenhengende grafer!) En
annen ulempe ved & basere kontinuitet pd sammenhengsbegrepet er at det blir vans-
kelig a definere kontinuitet i et punkt. I den neste seksjonen skal vi allikevel se pa
et resultat som viser at grafen til en kontinuerlig funksjon er sammenhengende i én
mulig betydning av ordet.

Vi skal avslutte denne seksjonen med et par eksempler som viser to litt uvante sider
ved kontinuitetsbegrepet.

5.1.12 Eksempel
Hvor er funksjonen

fl@) = Vet a2

kontinuerlig?

Polynomet z:* — 22 er opplagt kontinuerlig for alle . Siden funksjonen k(z) = /z
er kontinuerlig overalt hvor den er definert, forteller setning 5.1.6 oss at den sam-
mensatte funksjonen f(x) = v/x* — 2 ogsa er kontinuerlig overalt hvor den er defi-
nert (i henhold til definisjon 5.1.11 er den altsa en kontinuerlig funksjon).

Det gjenstr & finne definisjonsomradet til f. Siden (z* — 22) = 22(x —1)(x +1),
ser vi fra skjemaet nedenfor at uttrykket innenfor rottegnet er negativt for —1 < z <
0og 0 < x < 1. Altsd er f definert for alle andre x-verdier; det vil si at Dy =
(=00, 1] U {0} U [1, c0).

-1 0 1
%2
D e e <
x+1 ———=-——--
x*— x? A****O 77777 ©
Figur 5.1.3.

Legg merke til at punktet O er et isolert punkt i Dy, men at funksjonen allikevel er
kontinuerlig der. Det bryter nok med manges oppfatning av kontinuitet at en funksjon
er kontinuerlig i et isolert punkt, og det kan derfor vere nyttig & sjekke direkte fra
definisjonen at dette virkelig er sant:

Alt vi behgver & vise, er at det for enhver € > 0 finnes en 6 > 0 slik at | f(z) —
f(0)] < eforalle x € Dy med |z — 0| < d. Det er sére enkelt: Uansett hvilken € vi
blir gitt, velger vi § = 1. Den eneste = i D som tilfredsstiller |z — 0] < d er x = 0,
og vi far dermed | f(x) — f(0)] = 0 < e. Ifglge var definisjon er altsa f kontinuerlig
1 0. (Vi bgr imidlertid legge til at det finnes litt forskjellige definisjoner av kontinuitet.
Enkelte lerebgker forutsetter at f skal vere definert i alle punkter i nerheten av a for
at vi skal kunne snakke om kontinuitet. Med et slikt kontinuitetsbegrep er selvfglgelig
ikke funksjonen ovenfor kontinuerlig i 0.) |
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Det siste eksemplet i denne seksjonen er mer finurlig. Det viser at en funksjon godt
kan vere kontinuerlig i en tett mengde uten at grafen er det minste sammenhengende,
og det illustrerer ogsa behovet for a ha en presis og kontrollerbar definisjon av konti-
nuitetsbegrepet — ut fra en intuitiv oppfatning av hva kontinuitet er, kan man diskutere
kontinuiteten til denne funksjonen i manedsvis uten & komme narmere noen konklu-
sjon. Eksemplet er vanskelig, og det kan vare lurt & hoppe over det i fgrste omgang
og heller komme tilbake til det senere.

5.1.13 Eksempel

Vi definerer en funksjon f : (0,1) — R pa fglgende mate. Dersom z er irrasjonal,
er f(z) = 0. Dersom z er rasjonal, kan vi skrive = p/q der p og ¢ er naturlige
tall uten felles faktorer (brgken er altsa forkortet sd mye som mulig). Vi definerer da
f(z) =1/q. Vis at f er kontinuerlig i alle irrasjonale punkter og diskontinuerlig i alle
rasjonale.

Anta fgrst at a = p/q er rasjonal. Siden de irrasjonale tallene ligger tett (husk
setning 2.2.7), kan vi for enhver n finne et irrasjonalt tall z,, slik at |a — z,| < 1/n.
Fglgen {x,} konvergerer mot a, og hvis f var kontinuerlig i a, ville ogsa {f(x,)}
konvergere mot f(a) ifglge setning 5.1.10. Men det er umulig siden f(x,) = 0 og
fla) =1/q # 0. Altsé er f diskontinuerlig i a.

Anta sé at a er irrasjonal. Gitt en ¢ > 0, ma vi finne en § > 0, slik at |f(x) —
f(a)] < enar |z —a| < 4. La N veare det minste naturlige tallet slik at 1/N < e
(en slik N finnes ifglge Arkimedes’ prinsipp 2.2.6). I intervallet (0, 1) finnes det bare
endelig mange rasjonale tall p/q som har nevner ¢ mindre enn N. La z vere dét av
disse tallene som ligger nzrmest a, og velg 6 = |z — a|. Antand at |z — a| < §. Da
er enten z irrasjonal og f(z) = 0, eller x = p/q er rasjonal med ¢ > N. I det siste
tilfelleter f(z) = 1/q¢ < 1/N < e.Ibegge tilfellerer | f(x)— f(a)| = |f(z)—0] <,
og vi har vist at f er kontinuerlig i a. |

Oppgaver i seksjon 5.1

1. Finn definisjonsmengden til funksjonen:

r)=vVz+1

2. Finn definisjonsmengden til funksjonen:

a) f(x)=va2+1

b fa)= 2D
C) f(x) _ COS T

sinx
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3. Finn verdimengden til funksjonen:
a) f(x) =2
b) f(x) = sin(z?)
¢) f(z) =In(2*+1)

2?2 4+1
d = ——
) @) = 5
4. Finn verdimengden til funksjonen:
a) f(x) =z
cosx
b) f(z) = —
sin x
1
©) flz) =~

5. Vis at funksjonen er kontinuerlig i det angitte punktet ved & bruke definisjon 5.1.1.

a) f(z) =2x+1 ipunktet2

(
b) f(x) = ipunktet3
¢) f(z)=2x>+3 ipunktet
d) f(x) =2* ipunktet2
1
e) f(z) =— 1ipunktetl
T
f) flz) =" i punktet 0
oz +3 P

g) f(z) =+/x ipunktet4

1
h) f(z) = 7E i punktet 9
6. Bruk definisjonen av kontinuitet til & vise at funksjonen ikke er kontinuerlig i det
angitte punktet.

_Jz4+1 forz <O .
a) f(x)—{x forz > 0 i punktet 0

1
b) f(x)_{cosx forz 70§ punktet 0
0 forx =0
T —

o f(z)= |m_1|

i punktet 1

7. Bruk setningene 5.1.4 og 5.1.6 til & vise at funksjonene er kontinuerlige i det angitte
punktet. Du har lov til & bruke at funksjonene 2, a®, In z, sin z, cos z, tan z og |z|
er kontinuerlige der de er definert.
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a) f(x) = x?sinz ipunktet 7
b) f(x) = e Ingz i punktet 2

x2+2
Ccos T

c) flx) = i punktet O

d) f(z) = cos[In| sin(em2)|] i punktet O.
8. Finn funksjonenes definisjonsomrade og avgjgr om de er kontinuerlige eller ikke.

a) f(z) = In(2* — 2?)

b) fl@) = o

/-1 hvisz<1
©) f(x)_{ 1 hvisz > 1

9. I hvilke punkter er funksjonen diskontinuerlig?

Vo o forz >0
z+1 forx <0

1

xsin— mnarx #£0
x

0 narz =0

1 naér z er rasjonal
0 nér z er irrasjonal

o )= {
10. I denne oppgaven skal vi fullfgre beviset for setning 5.1.4.

a) Vis at dersom f og g er kontinuerlige i a, sd er f — g det ogsa.

b) Vis at dersom f og g er kontinuerlige i a, sd er f - g det ogsa.

¢) Vis at dersom g er kontinuerlig i a og g(a) # 0, sd er 1/g(x) kontinuerlig i a.
(Dette er plundrete.)

d) Bruk b) og ¢) til & vise at dersom f og g er kontinuerlige i @ og g(a) # 0, sd er
f/g kontinuerlig i a.

11. Visier at f er hgyrekontinuerlig i a dersom det for enhver € > 0 finnes en § > 0
slikathvisz € Dyoga <z <a+d,saer|f(z) — f(a)| <e

a) Finn en funksjon som er hgyrekontinuerlig, men ikke kontinuerlig i et punkt a.

b) Vis at f er hgyrekontinuerlig i a hvis og bare hvis

fla) = lim f(z,)

n—o0

for enhver avtagende fglge {x,,} av tall fra Dy slik at z,, — a.
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c¢) Definer hva det vil si at f venstrekontinuerlig i a. Vis at f er kontinuerlig i a
hvis og bare hvis den er bade hgyre- og venstrekontinuerlig i a.

12. Et dyadisk tall er et tall pa formen m /2" der m,n € Z. Definer en funksjon f
ved

1
o hvis x = 2% er et dyadisk tall der m ikke er delelig pa 2.

0  hvis z ikke er dyadisk
fz) =

I hvilke punkter er f kontinuerlig?
13. Bruk setning 5.1.10 og setning 4.3.3 til & bevise setning 5.1.4.

14. Til denne oppgaven trenger du en datamaskin eller en lommeregner med grafisk
vindu. Vi skal bruke den til a studere den ingensteds deriverbare funksjonen

= 2 V2 2+2\/§+4

Vi kan selvfglgelig ikke taste inn uendelig mange ledd, men ved 4 begynne med noen
fa og sé legge til flere etter hvert, kan vi fa et godt inntrykk av hvordan funksjonen ser
ut.

o . . . . .
sin(2¥r)  sin2r sindz = sin8z  sin 16z
fl@)y=>_ +

a) Tastinn de fire forste leddene og la lommeregneren tegne grafen over intervallet
[0,3].

b) Tast inn fire ledd til og tegn grafen pa lommeregneren. Bruk zoom’en til & for-
stgrre grafen til den ser glatt ut.

¢) Behold vinduet fra punkt b), men tast inn fire nye ledd. Zoom inn til den nye
grafen er glatt. Gjenta prosedyren med & taste inn fire nye ledd og zoome sa
lenge du gidder.

d) Behold det uttrykket du sluttet med i c), men gé tilbake til det opprinnelige
definisjonsomradet [0, 3]. Bruk zoom’en til & finne maksimumverdien til funk-
sjonen. Hvordan tror du denne prosedyren hadde fungert om du hadde brukt den
pa funksjonen f(x) istedenfor pa en tilnzermelse med endelig mange ledd? Nar
du kommer til seksjon 5.3 kan du sammenligne denne prosedyren med beviset
for ekstremalverdisetningen 5.3.5.

e) Behold funksjonen og vinduet fra punkt d), og tast i tillegg inn summen av de
fire forste leddene som en egen funksjon. Sammenlign de to grafene.

15. I denne og den neste oppgaven skal vi undersgke en spesiell form for kontinuitet
som kalles uniform kontinuitet. Vi begynner med definisjonen: En funksjon f kalles
uniformt kontinuerlig pa en mengde A dersom det for enhver ¢ > 0 finnes en § > 0
slik at | f(z) — f(y)| < eforalle z,y € Aslik at |z — y| < 4.

a) Vis at f ikke er uniformt kontinuerlig pa A hvis og bare hvis fglgende betingelse
er oppfylt: Det finnes en € > 0 slik at for alle § > 0 kan vi finne x,y € A slik

at |z —y[ < dog|f(z) - fy)| = e

b) Vis at funksjonen f(x) = + ikke er uniformt kontinuerlig pi A = (0, 1].
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c) Vis at funksjonen f(z) = 22 ikke er uniformt kontinuerlig pa R.

d) Vis at dersom det finnes en konstant K slik at |f(z) — f(y)| < K|z — y| for
alle x,y € A, sa er f uniformt kontinuerlig pa A.

e) Vis at f(x) = 22 er uniformt kontinuerlig pa ethvert begrenset intervall [a, b].

f) Kan du finne en betingelse pd mengden A som sikrer at f(x) = % er uniformt

kontinuerlig pa A?

16. Denne oppgaven er en fortsettelse av 15. Den forutsetter at du kjenner teorem 4.4.4.

Malet er a vise:

Teorem: Enhver kontinuerlig funksjon f : [a, b] — R definert pa et lukket, begrenset
intervall er uniformt kontinuerlig.

Vi skal bevise teoremet ved motsigelse, og antar at f er en kontinuerlig funksjon pa
intervallet [a, b] som ikke er uniformt kontinuerlig.

a) Vis at det finnes en € > 0 slik at for alle n € N kan vi finne punkter z.,,, y,, €
[a, b] slik at
1
[T — yn| < n 0og ‘f(-rn) — flyn)| > €

b) Vis at {x,,} har en delfglge {x,, } som konvergerer mot et punkt ¢ € [a,b].
Forklar hvorfor delfglgen {y,, } av {y,} ogsé konvergerer mot c.

¢) Forklar hvorfor f(c) = limg_00 f(@n, ) 0g f(¢) = limp_ oo f(Yn,,)-

d) Forklar hvorfor resultatene i a) og c) strider mot hverandre, og avslutt beviset
for teoremet.

17. (UiO) En mengde A C R kalles dpen dersom det for hver a € A finnesen d > 0
slik at (a — 6, a + §) C A. Vis at intervallet (0, 1] ikke er en apen mengde. Vis ogs at
dersom f : R — R er en kontinuerlig funksjon, sa er mengden

A={zeR| f(z)# 0}

apen.

5.2 Skjeeringssetningen

I denne seksjonen skal vi bevise et av de grunnleggende resultatene om kontinuitet.
Det sier at en kontinuerlig funksjon ikke kan ga fra positive til negative verdier uten &
passere et nullpunkt, og det underbygger dermed var intuitive fglelse av at kontinuer-
lige funksjoner har «<sammenhengende» grafer.

5.2.1 Skjeeringssetningen Anta at f : [a,b] — R er en kontinuerlig funk-
sjon hvor f(a) og f(b) har motsatte fortegn. Da finnes det et tall ¢ € (a, b) slik

at f(c) =0.
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Bevis: La oss anta at f(a) < 0 og f(b) > 0; det motsatte tilfellet kan bevises pa
akkurat samme mate.

Det kan godt tenkes at funksjonen har flere nullpunkter, og vi skal forsgke a lo-
kalisere det siste — det som er markert med ¢ pa figuren. En naturlig mate a beskrive
¢ pa, er a si at ¢ er den minste gvre skranken for de z-verdier hvor f er negativ eller
null; altsd ¢ = sup A der

A={zelab]: f(x) <0}

Ifglge kompletthetsprinsippet 2.3.2 finnes det en slik minste gvre skranke siden A er
ikke-tom (siden a € A) og oppad begrenset (siden b er en gvre skranke).

y=r
{x€la,b]|f(a) =0}

Figur 5.2.1.

Vi har né funnet et mulig nullpunkt ¢, og det gjenstar & vise at f(c) virkelig er 0. Dette
skal vi gjgre med en litt merkverdig, men svert nyttig metode. Fgrst skal vi vise at
f(e) >0, og deretter at f(c) < 0. Den eneste maten begge disse ulikhetene kan veare
oppfylt pa, er ved at f(c) = 0, og dermed er péstanden vist.

La oss fgrst se pa hva som skjer hvis vi nermer oss c ovenfra. Betrakt fglgen {x,, }
hvor z,, = ¢ + 1/n (vi ngyer oss med & se pa de n der ¢ + 1/n < b, og du bgr
overbevise deg om c ikke kan vere lik b). Siden {x,, } konvergerer mot ¢, ma { f (x,,)}
konvergere mot f(c) ifglge setning 5.1.10. Per definisjon av cer f(z,) > 0 for alle n,
og derfor ma f(c) > 0 (grensen til en fglge av positive ledd kan ikke vare negativ).

Vi ser sd pa hva som skjer nar vi nzrmer oss ¢ nedenfra. Uansett hvor stor vi velger
n € N, kan vi finne et punkt z,, € Aslikatc—1/n < z, < ¢ (hvis ikke villec—1/n
vere en gvre skranke for A, og det er umulig siden ¢ er den minste gvre skranken).
Fglgen {z,} konvergerer mot ¢, og ifglge setning 5.1.10 konvergerer {f(z,)} mot
f(e). Siden f(z,) <0, betyr dette at f(c) < 0.

Vi har né vist at f(c) > 0 og at f(c) < 0. Fglgelig md f(c) = 0, og beviset er
ferdig. |

Nar vi fgrst har skjeringssetningen, er det en enkel sak a vise at to kontinuerlige
funksjoner som krysser hverandre, ma ha et skjeringspunkt.
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5.2.2 Korollar
Antaat g : [a,b] = Rogh : [a,b] — R er to kontinuerlige funksjoner slik at
g(a) < h(a) og g(b) > h(b). Da finnes det en ¢ € (a, ) slik at g(c) = h(c).

Bevis: Siden g og h er kontinuerlige, er f = g — h det ogsa. Vi ser at f(a) =
g(a) — h(a) < 0og f(b) = g(b) — h(b) > 0, sa ifglge skjeringssetningen finnes det
et punkt ¢ € (a,b) slik at f(c) = 0. Men daer g(c) = h(c), og beviset er ferdig. W

Skjeringssetningen og dens korollar er fgrst og fremst viktige teoretiske hjelpemidler,
men de har ogséa praktiske anvendelser. For eksempel kan de brukes til & lokalisere
Igsninger til ligninger som vi ikke har noen muligheter til a finne pa vanlig mate.

5.2.3 Eksempel
Vis at ligningen sin z = 2z — 1 har en Igsning i intervallet (0, 7/2).

Vi bruker korollaret med h(xz) = sinz og g(x) = 2z — 1. Siden ¢g(0) = —1,
h(0) =0,9(m/2) = r—1ogh(m/2) = 1,ser viat g(0) < h(0) og g(7/2) > h(n/2).
Ifglge korollaret finnes det dermed en ¢ € (0, 7/2) slik at sin ¢ = 2¢ — 1. [ |

Bemerkning

Vi har ingen generelle metoder til & lgse ligninger av typen sinx = 2x — 1 som
inneholder bade variabelen = og trigonometriske funksjoner av den. Som eksemplet
forteller, er det allikevel mulig a vise at det finnes lgsninger og 4 angi omtrent hvor de
ligger. Dette er et nyttig hint a ta med seg til oppgaveregning — dersom en oppgave ber
deg om vise at en ligning har en Igsning, men ikke ber deg om & finne den, sa er det
sannsynligvis meningen at du skal bruke skjeringssetningen (eller et annet generelt
resultat) til & argumentere for at en Igsning ma finnes. Det er ikke meningen at du
skal komme frem til et formeluttrykk for lgsningen — trolig finnes det ikke noe slikt!
I seksjon 7.3 skal vi studere en metode som gjgr at vi kan finne tilnermede lgsninger
raskt og effektivt.

Vart neste eksempel er mer overraskende. Det viser hvordan vi kan bruke skjerings-
setningen til & trekke uventede konklusjoner fra svert lite informasjon. Det er denne
egenskapen som gjgr setningen til et kraftig og fleksibelt verktgy.

5.2.4 Eksempel

Du skal lgpe én gang rundt en sirkuler bane. Vi forutsetter at farten er null idet du
starter og idet du gar i mal, ellers kan du lgpe som du vil. Vis at det alltid vil finnes to
diametralt motsatte punkter i banen hvor farten er like stor.



246

Seksjon 5.2 Skjaeringssetningen

g)
h(x)

<—/

Figur 5.2.2.

Vi definerer to funksjoner g(z) og h(x) ved & si at g(«) er farten du har 2 meter etter
at du startet, mens h(z) er farten  meter etter at du passerte halvveis (se figur 5.2.2).
Dersom a er halve banens lengde, vil g og h vere kontinuerlige funksjoner pa in-
tervallet [0, a]. Videre er g(0) = 0 og h(a) = 0, mens g(a) = h(0) > 0. Dermed
er g(0) < h(0) mens g(a) > h(a), og ifglge korollar 5.2.2 finnes det en c slik at
g(c) = h(c). Men dermed er farten like stor i de diametralt motsatte punktene du er i,
etter a ha lgpt henholdsvis ¢ og ¢ + a meter. |

Ofte hgrer man noen si at skjeringssetningen er en ren trivialitet — en opplagt geomet-
risk observasjon som man kan overbevise seg om ved a lage en enkel skisse av en
kontinuerlig funksjon som starter pa den ene siden av z-aksen og ender pa den andre.
Det er to innvendinger mot et slikt syn. Den ene er at en kontinuerlig funksjon kan
vaere atskillig mer komplisert enn det vi kan tegne med en blyant — den ingensteds
deriverbare funksjonen pa figur 5.0.1 kan for eksempel ikke tegnes med en sammen-
hengende blyantbevegelse i noen rimelig forstand. Den andre innvendingen er mer
subtil og har med selve tallsystemet a gjgre. Den er lettest a forsta hvis vi begynner
med et eksempel.

5.2.5 Eksempel
La oss late som om de reelle tallene aldri var oppfunnet og at vi bare hadde de rasjonale

a arbeide med. Funksjonen
flz)=2%-2

ville likevel veere veldefinert, og siden f(0) = —2 og f(2) = 2, vil den krysse z-aksen
mellom O og 2. Siden vi bare arbeider med de rasjonale tallene, har den allikevel
ikke noe nullpunkt i dette intervallet: Den eneste maten & fa funksjonen til a vere
null pa, er jo ved & velge = /2, og v/2 er irrasjonal. Dette eksemplet viser at
skjeringssetningen ikke gjelder nar vi bare arbeider med rasjonale tall. |

Hva betyr egentlig dette? Hvordan kan det ha seg at var geometriske intuisjon er riktig
nar vi arbeider med reelle tall, men svikter fullstendig nar vi innskrenker oss til de
rasjonale? Arsaken ligger i selve begrepet «tallinje». Vi er sa vant til & tenke pa de
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reelle tallene som alle punktene langs en linje, at de fleste av oss ikke stusser over
det lenger. Men denne identifikasjonen av tall og punkter er hverken en selvfglgelig-
het eller en tom talemate — den rommer en dyp innsikt. Skal en slik identifikasjonen
fungere, ma det vere samsvar mellom de geometriske egenskapene til linjen og de
algebraiske egenskapene til tallsystemet. Eksemplet ovenfor viser hvordan det kan ga
galt; dersom vi hadde prgvd a identifisere punktene pa tallinjene med de rasjonale
tallene, ville det ikke lenger ha vert samsvar mellom den geometriske observasjonen
at parablen y = 22 — 2 skjarer z-aksen et sted mellom 0 og 2, og det algebraiske
spgrsmélet om ligningen 22 — 2 = 0 har en Igsning i dette omradet. Sett fra denne
synsvinkelen er skjeringssetningen en teoretisk bekreftelse pa det fornuftige i a iden-
tifisere punktene langs en linje med reelle tall. Bak denne bekreftelsen stér nok en
gang kompletthetsprinsippet — det er dette prinsippet som far beviset for skjeringsset-
ningen til & fungere, og det er dét som ikke kan overfgres til & gi et tilsvarende bevis
for rasjonale tall.

Oppgaver i seksjon 5.2

1. Vis at funksjonene har nullpunkter i de angitte intervallene.
a) f(z) = cos iintervallet [0, ]
b) f(z) =e” —x — 21intervallet [0, 2]
¢) f(z) =2z — 3 —Inziintervallet [1, €]

2. Vis at funksjonene har nullpunkter i de angitte intervallene.
a) f(z) =Inz 4z iintervallet (0,1)
b) f(z) =2z — tanx iintervallet [7/4,7/2)

1
¢) f(z) =e” — = iintervallet (0, 00)
x

3. Vis at funksjonsgrafene skjerer hverandre i det angitte intervallet.
a) f(x) =1Inx, g(z) = 2% — 2i intervallet [1, 2]
b) f(z) =sinz, g(x) = 23 i intervallet [r/6, 7 /3]

1
c) flx) = e g(x) = 2x i intervallet (0, 7 /4]

4. La f(z) = tanx og g(z) = x. Visat f(w/4) > g(w/4) ogat f(3w/4) < g(3n/4).
Finnes det et punkt ¢ i intervallet (7 /4, 37/4) slik at f(c) = g(c)?

5. Vis at ligningen tanx = z har minst en lgsning i hvert av intervallene ((n —
1/2)7, (n+1/2)7).

6. Vis at ethvert polynom av odde grad har minst en reell rot.

7.  a) Enfjellklatrer starter fra bakken kl. 7 og nar toppen kl. 15. Neste dag starter
hun nedklatringen k1. 7 og er nede kl. 15. Vis at det finnes et klokkeslett der hun
er like hgyt oppe begge dager.
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b) Gjelder konklusjonen ogséd dersom nedstigningen starter kl. 10 og er ferdig
kl. 16?

8. La f:]0,1] — [0, 1] veere en kontinuerlig funksjon. Vis at f har et fikspunkt, dvs.
at det finnes en x € [0, 1] slik at f(z) = .

9. (UiO) Funksjonen f : R — R er kontinuerlig, og a,b € R er tall slik at a < b og
f(a) < f(b). Vis at da finnes det en ¢ € [a,b) slik at f(c) = f(a), men f(x) > f(a)
for alle z € (¢, b).

10. (UiO) Ole pastar at dersom du slar en sirkel pa et kart, vil det pa denne sirkelen
alltid vere to diametralt motsatte punkter som har samme hgyde over havet. Berit
mener at dette umulig kan vare riktig, og at hun har et moteksempel. Lag en liten
historie der Ole og Berit begrunner sine synspunkter. Historien skal ende med at begge
to innser at den andres argumenter har gitt dem en bedre forstaelse av problemet.

11. I denne oppgaven skal vi gi et annet bevis for skjeringssetningen. Vi starter altsa
med en kontinuerlig funksjon f : [a,b] — R der f(a) og f(b) har motsatt fortegn, og
vi skal vise at f(c) = 0 foren c € (a,b).

a) Lad = (a + b)/2 vaere midtpunktet til [a,b]. Hvis f(d) = 0, har vi funnet et
nullpunkt og er ferdige. Vis at dersom f(d) # 0, sd vil f ha motsatt fortegn
i endepunktene til ett av intervallene [a,d] og [d,b]. La [ay, b;] vere det av
intervallene der fortegnene er motsatte.

b) Bruk argumentet i a) til & lage en sekvens av intervaller
[a,b] D [a1,b1] D [az,ba] D ---

der hvert intervall er halvparten av det foregaende, og f alltid har motsatt for-
tegn i endepunktene.

¢) Visat fglgen {a, } konvergerer mot et punkt c. Forklar hvorfor fglgen {b,, } ogsé
konvergerer mot c.

d) Visat f(c) =0.
12. (UiO) I denne oppgaven er f : [0,1] — R en funksjon. Alt vi vet om f er at den
er kontinuerlig og at f(0) = f(1).

a) Anta at IV er et naturlig tall. Vis at

(o) (3) 5 () () -

Bruk dette til 4 vise at dersom ikke alle leddene i summen er null, ma det
finnes to ledd med motsatt fortegn (med leddene i summen mener vi f(0) —
F(&) P (&) = F(F) - F (B = F()

b) Vilarnd g : [0,1— 3-] — R veare funksjonen definert ved g(z) = f(z) —

f (z + % ). Forklar hvorfor det ma finnes et punkt c slik at g(c) = 0.

c) Bevis Ampeéres teorem: Anta at f : [0,1] — R er en kontinuerlig funksjon og at
f(0) = £(1). For hvert naturlig tall N finnes det punkter c, d slik atd — c = +

N
og f(c) = f(d).
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d) Anta at a er et tall i intervallet (0, 1) som ikke er av formen 3; der N € N. La
h :]0,1] — R vare funksjonen definert ved

—sin? () _ pgin2 (X
h(z) = sin ( " ) x sin (a)
Vis at h(0) = h(1), men at det ikke finnes noen punkter ¢,d € [0, 1] slik at
d—c=aogh(c) = h(d).

13. (UiO) Funksjonen f : R — R er kontinuerlig, og a,b € R er tall slik at a < b og
f(a) < f(b). Vis at da finnes det en ¢ € [a,b) slik at f(c) = f(a), men f(x) > f(a)
foralle x € (¢, b).

5.3 Ekstremalverdisetningen

Dersom en funksjon f er deriverbar, vet vi hvordan vi kan finne dens maksimums- og
minimumsverdier ved & se pa punkter der den deriverte er null. Denne fremgangsma-
ten fungerer ikke nér f ikke er deriverbar, og etter a ha sett funksjonen pa figur 5.0.1,
kan man begynne a lure pa om kontinuerlige funksjoner bestandig har maksimums- og
minimumspunkter. Det er dette spgrsmalet vi skal studere i denne seksjonen, og sva-
ret viser seg a vere beroligende — alle kontinuerlige funksjoner definert pa et lukket,
begrenset intervall har bade maksimums- og mimimumspunkter.
Vi skal farst vise at slike funksjoner alltid er begrensede i fglgende forstand.

5.3.1 Definisjon
En funksjon f : A — R er begrenset dersom det finnes et reelt tall M slik at
|f(x)] < M foralle z € A.

Det er lett & finne eksempler pa kontinuerlige funksjoner som ikke er begrensede, for
eksempel

fla)=e
og )
g(x) = -

Legg merke til at den fgrste av disse funksjonene gar mot uendelig nar x gar mot
uendelig, mens den andre gar mot uendelig nar x nermer seg en verdi som ikke er
med i definisjonsomréadet. Dersom vi krever at funksjonen var skal vere definert pa et
lukket, begrenset intervall [a, b], er ingen av disse mulighetene til stede, og det viser
seg at funksjonen ma veare begrenset.

5.3.2 Setning
En kontinuerlig funksjon f : [a,b] — R som er definert pa et lukket, begrenset
intervall, er alltid begrenset.

Bevis: Vi skal anta at f ikke er begrenset og vise at dette leder til en selvmotsi-
gelse. La oss starte med a dele intervallet [a, b] i to like store deler: [a, (a + b)/2] og
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[(a+b)/2,b]. Siden f er ubegrenset pa [a, b], mé den ogsé vere ubegrenset pa minst
ett av de mindre intervallene. Kall dette intervallet [a1, b;] (dersom f er ubegrenset pa
begge to, velger vi ett av dem). Vi gjentar nd prosedyren med [a1, b1]; deler det i to
deler [a1, (a1 + b1)/2] og [(a1 + b1)/2,b1], og observerer at f mé vere ubegrenset
pa minst ett av disse intervallene. Det nye intervallet hvor f er ubegrenset, kaller vi
[a2, bo]. Fortsetter vi pa denne maten, far vi en uendelig kjede av intervaller

[a,b] D [a1,b1] D [az, ba] 2 [ag,b3] 2 -+ D [an,by] D -+

der f er ubegrenset. Legg merke til at fglgen {a,, } er voksende, og ifglge teorem 4.3.9
ma den konvergere mot et punkt c i [a, b]. Siden lengden til intervallene halveres hele
tiden, ma fglgen {b,,} ogsd konvergere mot c.

Vi er na klare til & fremtvinge en motsigelse. Siden f er ubegrenset pa alle inter-
vallene vére, kan vi for hver n velge et punkt ¢,, € [ay, by] slik at |f(c,,)| > n. Dette
betyr at

i [f(e,)] = oo,

Pi den annen side er fglgen {c,,} klemt mellom de to fglgene {a,} og {b,} som
begge konvergerer mot ¢, og fglgelig méd ogsa {c, } konvergere mot c. Siden f er
kontinuerlig, betyr dette ifglge setning 5.1.10 at

lim f(en) = f(e).

Dermed har vi fatt selvmotsigelsen vi er pa jakt etter (lim,,,~, f(c,) kan ikke vere
lik f(c) nér lim,_, | f(cn)| = 00), og setningen er bevist. [ ]

Med setningen ovenfor vet vi at kontinuerlige funksjoner definert pa lukkede, begren-
sede intervaller er begrensede. Men har de maksimums- og minimumspunkter? La oss
forst definere ngyaktig hva vi mener med disse ordene.

5.3.3 Definisjon

Et punkt a er et maksimumspunkt for funksjonen f : Dy — R dersom f(a) >
f(z) for alle x € Dy. Vi kaller a et minimumspunkt dersom f(a) < f(x) for
alle x € D;. Med et fellesnavn kaller vi slike punkter for ekstremalpunkter.

Funksjoner kan godt vere begrensede uten a ha ekstremalpunkter:

5.3.4 Eksempel
Funksjonen f : (0,1) — R definert ved

flz) =2z

er begrenset, men har hverken maksimums- eller minimumspunkter. Ved a velge x
tilstrekkelig nzer 1, kan vi fa verdier sa ner 2 som vi matte gnske, men det finnes ikke
noe punkt hvor verdien faktisk er 2. Tilsvarende kan vi fa verdiene sa langt ned mot 0
som vi métte gnske, men det er ikke mulig & oppna verdien O i noe punkt.

Legg merke til at dersom vi utvider definisjonsmengden til & veere det lukkede
intervallet [0, 1], far vi ekstremalverdier i endepunktene. |
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Vi er na klare til & bevise hovedteoremet i denne seksjonen.

5.3.5 Ekstremalverdisetningen La f : [a,b] — R vere en kontinuerlig
funksjon definert pa et lukket, begrenset intervall. Da har f bade maksimums-
og minimumspunkt(er).

Bevis: Vi skal vise at f har maksimumspunkt(er); beviset for minimumspunkter er
helt analogt. Fra setning 5.3.2 vet vi at f er begrenset, og folgelig eksisterer den minste
gvre skranken

M =sup{ f(z) | = € [a, 0] }.

Dersom vi kan finne et punkt ¢ slik at f(c) = M, sa vil ¢ veere et maksimumspunkt.

Resonnementet har ngyaktig samme idé som beviset for setning 5.3.2. La oss star-
te med & dele intervallet [a,b] i to like store deler: [a, (a + b)/2] og [(a + b)/2,b)].
Siden f har supremum M pé [a,b], ma den ogsd ha supremum M pd minst ett av
de mindre intervallene. Kall dette intervallet [a, b1] (dersom f har supremum M pa
begge to, velger vi ett av dem). Vi gjentar nd prosedyren med [aq,b1]; deler det i to
deler [ay, (a1 + b1)/2] og [(a1 + b1)/2,b1], og observerer at f ma ha supremum M
pa minst ett av disse intervallene. Det nye intervallet hvor f har supremum M, kaller
vi [ag, bo]. Fortsetter vi pa denne maten, far vi en uendelig kjede av intervaller

[a, 0] 2 [a1,b1] 2 [az,b2] 2 [az,b3] 2 -+ 2 [an,bn] 2 -+

der f har supremum M. Fglgen {a,} er voksende, og ifglge teorem 4.3.9 ma den da
konvergere mot et punkt ¢ i [a, b]. Siden lengden til intervallene halveres hele tiden,
ma fglgen {b, } ogsé konvergere mot c. Vi skal vise at f(c) = M, og at ¢ dermed er
et maksimumspunkt.

Siden f har supremum M pa alle intervallene vare, kan vi for hver n velge et
punkt ¢, € [ay,by] slik at f(c,) > M — 1/n. Dette betyr at

a5, T (em) = M.
P den annen side er folgen {c,} klemt mellom de to fglgene {a,} og {b,} som
begge konvergerer mot ¢, og fglgelig ma ogsa {c,} konvergere mot c. Siden f er
kontinuerlig, betyr dette ifglge setning 5.1.10 at

lim f(en) = f(o).

n—o0

Men dermed er f(c) = M, og setningen er bevist. [ |

Bemerkning

Som vi allerede har papekt, er dette beviset svert likt det vi ga for setning 5.3.2. Det
er faktisk mulig (og ikke serlig vanskelig) & sla de to bevisene sammen til ett, og
pé den maten vise ekstremalverdisetningen direkte uten a ga veien om 5.3.2. Vi har
valgt den indirekte ruten av to grunner; for det fgrste blir beviset litt oversiktligere pa
denne maten, og for det andre understreker det pa en klarere mate at begrensethet og
eksistens av ekstremalverdier egentlig er to forskjellige egenskaper.
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5.3.6 Eksempel

Vi skal vise at funksjonen
w14

z7 sin (em)

fla) = =2

har et maksimumspunkt pé intervallet [—1, 2].

Vi kan selvfglgelig forsgke a derivere funksjonen for & finne eventuelle maksi-
mumspunkter, men det ser ikke veldig fristende ut! Siden oppgaven ikke ber oss finne
maksimumspunktet, men bare vise at det eksisterer, er det ogsa ungdvendig a deri-
vere. Alt vi behgver & gjgre, er a observere at ifglge teorien i seksjon 5.1 er f en
kontinuerlig funksjon, og siden intervallet [—1, 2] er lukket og begrenset, fplger det
fra ekstremalverdisetningen at et maksimumspunkt finnes. |

I likhet med skjeringssetningen er ekstremalverdisetningen fgrst og fremst et verktgy
for teoretiske undersgkelser. Vi skal sjelden ha bruk for den nar vi regner med kon-
krete funksjonsuttrykk, men den brukes ofte nar man gnsker & vise at en hel klasse av
funksjoner har en viss egenskap. En annen likhet med skjeringssetningen er at ogsa
ekstremalverdisetningen bygger pa kompletthetsprinsippet. Fglgende eksempel viser
at setningen ikke ville ha vert sann dersom vi bare arbeidet med rasjonale tall.

5.3.7 Eksempel
Ved derivasjon og fortegnsdrgfting ser vi at funksjonen f: [0, 2] — R definert ved
f(x) =62 —a

har maksimumspunkt i z = v/2 med maksimalverdi 41/2 (se figur 5.3.1).

A Y
6 fG) =6x—x3
5 i
4 |
; |
2 |
! |
V2 .
0.5 1.0 1.5 2.0 X
Figur 5.3.1.

Hadde vi bare arbeidet med rasjonale tall, ville det ikke ha veert mulig & oppna verdien
44/2, men vi kunne ha kommet si naer den vi matte gnske, ved a velge rasjonale z-
verdier tilstrekkelig naer /2. Innenfor det rasjonale tallsystemet er altsa f et eksempel
pa en kontinuerlig funksjon som ikke har et maksimumspunkt pa det lukkede, be-
grensede intervallet [0, 2]. Siden kompletthetsprinsippet er den eneste grunnleggende
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egenskapen som skiller de reelle tallene fra de rasjonale, viser dette at kompletthets-
prinsippet ma vere en essensiell ingrediens i ethvert bevis for ekstremalverdisetnin-
gen. |

Oppgaver i seksjon 5.3

1. Bruk ekstremalverdisetningen til & vise at funksjonene har maksimums- og mini-
mumsverdier pa de angitte intervallene.

sin 2
a) f(z) = o pa intervallet [—14, /31|
A
1 s 2 x
by f(z) = BETTHED) e ervallet [1.0001, 3]

—1
¢) f(z) = tan(z? + 1) pé intervallet [0,1/v/2]

2.  a) Bruk setning 5.1.4 og definisjon 5.1.11 til 4 vise at funksjonen f(z) = 1/x
er kontinuerlig.

b) Vis at f(x) ikke er begrenset pa intervallet [—1, 1]. Hvorfor strider ikke dette
mot ekstremalverdisetningen?

3.  a) Antaat f : R — R er kontinuerlig og at lim,_, f(z) og lim,, _ f(z)
eksisterer. Vis at f er begrenset.

b) Anta at f : R — R er kontinuerlig og har bade positive og negative verdier.
Anta ogsd at lim,_, o f(z) = lim,—, o f(2) = 0. Vis at f har maksimal- og
minimalpunkter.

4. Antaat f : (a,b) — R er kontinuerlig og at grenseverdiene av f(x) ndr x nermer
seg a ovenfra og b nedenfra eksisterer. Vis at f er begrenset.

5. Antaat f : [a,b] — R er kontinuerlig. Vis at verdimengden Vy = {f(z) : = €
[a, b]} er et lukket, begrenset intervall.

6. (UiO) Vi ser pa et reelt polynom
P(.Z‘) =" + an,lx"_l + an72$n_2 +...+a1x+ag

der graden n er et partall. Vis at lim,_, ., P(x) = co og at lim,_, ., P(x) = co. Vis
deretter at det finnes et tall K slik at P(x) > K for alle z € R.

7. 1 denne oppgaven skal vi modifisere beviset for ekstremalverdisetningen slik at vi
slipper & gé veien om setning 5.3.2. Vi antar altsé at f : [a,b] — R er kontinuerlig og
skal vise at f har et maksimalpunkt. La o = sup{f(x) : « € [a, ]} der vi lar « = 00
dersom f er ubegrenset. La {«,, } vaere en voksende fglge slik at lim,, o0 ap, = .

a) Vis at det finnes en sekvens av intervaller
[qu} D [al,bl] D [ag,bg} DD [anybn] IDRERE

der hvert intervall er halvparten av det foregdende, og der v = sup{f(z) : « €
[an, by} for alle n.
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b) Vis at folgene {a,} og {b,,} konvergerer mot det samme tallet ¢ € [a, b].
c) Vis at det finnes tall ¢, € [ay, by] slik at f(c,) > .
d) Vis at f(c) = a, og forklar hvorfor dette beviser ekstremalverdisetningen.

e) Prgv a gjennomfgre beviset ovenfor nér f er definert pa et dpent intervall (a, ).
Hvor gar det galt?

8. I denne oppgaven skal vi gi et bevis for ekstremalverdisetningen basert pa teo-
rem 4.4.4 (i den x-merkede seksjonen *4.4). La o = sup{ f(z) : = € [a,b]},
der vi lar &« = oo hvis f er ubegrenset, og {a,,} vere en voksende fglge slik at
lim,, 00 04y, = .

a) Vis at det finnes en fglge {c, } slik at f(c,,) > a, 0g ¢, € [a, b].
b) Vis at {c, } har en delfglge {c,, } som konvergerer mot et tall ¢ € [a, b].

¢) Vis at f(c) = a, og forklar hvorfor dette beviser ekstremalverdisetningen.

5.4 Grenseverdier

Grensebegrepet for funksjoner star sentralt i skolematematikken, og for mange vil
nok deler av denne seksjonen fa et preg av repetisjon. Det er imidlertid viktig at vi
blir enige om de grunnleggende definisjonene og far trent inn en del teknikker som vil
vaere nyttige senere i boken.

Definisjonen av grenseverdi ligner sveert mye pa definisjonen av kontinuitet, og fgr
vi gar igang, kan det veere lurt a si noen ord om forskjellen pa de to definisjonene. Nar
vi skal vise at funksjonen f er kontinuerlig i et punkt a, er f definert i a, og vi gnsker
a finne ut om f(x) ligger ner f(a) nar x er ner a. Nér vi definerer grenseverdien
lim,_,, f(z), bryr vi oss ikke om f er definert i a eller ikke — alt vi er interessert i, er
om f(z) nermer seg en eller annen verdi nar x kommer nzr a (om denne verdien i sé
faller f(a), er irrelevant). Ofte er vi interessert i & regne ut grenseverdien lim,,_,, f(z)
nettopp fordi f(a) ikke er definert — vi gnsker 4 finne ut hva denne verdien «burde ha
vart». Et typisk eksempel er funksjonen

Denne funksjonen er ikke definert nar z = 0 (for da har vi 0 bade i teller og nevner),
men tegner vi opp grafen pa en datamaskin eller lommeregner, ser vi at funksjonen
nermer seg 1 ndr x gar mot 0. Grensen lim,_,o f(z) = 1 forteller oss altsd hvordan
vi skal velge f(0) (lik 1) dersom vi vil utvide f til en kontinuerlig funksjon pa hele R.

Fgr vi skriver opp definisjonen pa grenseverdi, ma vi innfgre litt terminologi som
tar hensyn til at f ikke behgver a veere definert i a. La oss forst bli enige om at f er
definert i neerheten av a dersom det finnes et tall ¢ > 0 slik at f(z) er definert for alle
z iintervallet (a — ¢, a + ¢) unntatt muligens i a selv. Hvis f er definert i neerheten av
a, er det vanlig & si at f(z) nermer seg b nar x gér mot a dersom vi kan fa avstanden
mellom f(z) og b sa liten vi matte gnske ved & velge z tilstrekkelig ner (men ikke
lik) a. I var presisering setter vi navn pa hva vi mener med «sa liten vi matte gnske»
og «tilstrekkelig ner»:
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5.4.1 Definisjon

Anta at f er definert i neerheten av a. Vi sier at f(z) neermer seg b som grensever-
di nar  gar mot a dersom fglgende gjelder. For ethvert tall € > 0 (uansett hvor
lite) finnes det et tall & > Oslik at | f(z) —b| < eforalle z slikat0 < |x—a| < 0.

Med symboler skriver vi
lim f(z) =b.

r—a

eller
f(z)—b nar ¢ —a

Som nevnt ligner denne definisjonen svert pa definisjonen av kontinuitet i seksjon 5.1,
og vi skal senere i denne seksjonen (observasjon 5.4.7) gi en presis beskrivelse av
forholdet mellom de to begrepene. Legg imidlertid merke til forste del av betingelsen
0 < |z —a|] < ¢ (altsd den som sier at 0 < |z — a|); det er den som forteller at
vi overhodet ikke er interessert i f(a), bare f(x) for x ner, men forskjellig fra a.
Figur 5.4.1 viser samspillet mellom € og §; uansett hvor liten € er, skal det vaere mulig
a finne en ¢ slik at hele funksjonsgrafen over intervallene (a — ¢, a) og (a,a + ¢)
ligger klemt mellom de to vannrette linjene med hgyde b — € og b + €. Det er ofte lurt
a tenke pa e som en feilmargin som anslar hvor liten avstand det er mellom f(z) og
den gnskede grenseverdien b.

by
y=fx)
b+e
/7 /
b—e¢

//\\/ a—0 4 ato %

Figur 5.4.1.

A\

Som sagt er vi ofte interessert i a regne ut lim,_,, f(x) nér f(a) ikke er definert,
men det kan ogsé veere interessant nar f(a) er definert. Figur 5.4.2 viser et slikt tilfelle;
her er f(a) definert, men forskjellig fra lim,_,, f(z).
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+ (a, f(a))

Figur 5.4.2.

Vi skal se pa et eksempel som viser hvordan man i praksis kan benytte definisjonen til
a beregne grenseverdier. Dette ligner svert pa eksemplene i seksjon 5.1 der vi viste at
funksjoner er kontinuerlige ved hjelp av definisjonen, men vi gjgr problemstilllingen
litt mer generell ved & finne grenseverdien i et generelt punkt a.

5.4.2 Eksempel
Finn grenseverdien lim,_,, 322,

Er det noe som helst fornuft her i verden, vil selvfglgelig denne grenseverdien vaere
3a2, men spgrsmalet er hvordan man viser dette ut fra definisjonen. Gitt en € > 0, ma
vi altsd finne en § > 0 slik at [32? — 3a?| < endr 0 < |z — a| < §. Vi bruker
det samme trikset som i seksjon 5.1; vi innfgrer h = x — a, og observerer at da blir
x = a + h. Stgrrelsen vi skal kontrollere, kan na skrives slik

1322 — 3a%| = |3(a + h)? — 3a®| = |3a® 4 6ah + 3h* — 3a®| = |h||6a + 3h|

Vi ser at dersom |h| < 1, vil faktoren |6a + 3h| veere mindre enn 6|a| + 3. Velger vi

derfor
€
d=min<1l, ——
mm{ ’6|a|+3}

serviatnar |h| = |z —a|] < d,sder

|32% — 3a®| = |h||6a + 3h| < (6la| +3) =€

€
6lal + 3

Dermed er argumentet gjennomfgrt. |

Er formlene mer kompliserte, blir det fort uoversiktlig a benytte denne metoden. Iste-
den kan man gjgre bruk av fglgende regneregler.
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5.4.3 Regneregler for grenseverdier Anta at de to funksjonene f og g
begge er definert i nrheten av a, og at lim,_,, f(z) = F, lim,_,, g(z) = G.
Daer

() lim[f(z) + g(a)] = F+G

(i) lim [f(z) —g(z)] = F - G

Tr—a

(i) lim f(x) g(x) = F -G

f(z)

(iv) lim —= = E forutsatt at G # 0.
eoag(r) G

Bevis: Disse regnereglene er velkjente fra fgr, og vi skal ngye oss med a bevise (ii)
og (iv) som eksempler pa hvordan man bruker definisjon 5.4.1 i teoretisk arbeid. (ii)

Gitt en € > 0, ma vi vise at det alltid finnes en 6 > 0 slik at
[(f(2) = g(2)) = (F = G)| < e
nar 0 < |z — a| < 0. Ifglge trekantulikheten er

|(f(2) —g(x)) = (F=G)| = [(f(2) = F) + (G —g(x))| < [f(z) = F|+|G—g(x)|,

sd det er nok a vise at vi kan fa hvert av de to siste leddene mindre enn ¢/2. Siden
limg_,, f(z) = F, md det finnes en d; slik at |f(z) — F| < ¢/2nar0 < |z —a| < d;.
Siden lim,_,, g(z) = G, ma det tilsvarende finnes en ds slik at |G — g(z)| < €/2 nér
0 < |z — a|] < 2. Lar vi § veere det minste av de to tallene 67 og da, ser vi at dersom
0<|z—a|l <d, sierbade |f(x) — F| og |G — g(x)| mindre enn €/2, og beviset er
ferdig.

(iv) Vi observerer fgrst at det er nok a vise at lim,_,, 1/g(xz) = 1/G. Vet vi dette,
kan vi nemlig bruke (iii) til 4 innse at

tim f(a)/g(e) = lim (7o) 20 ) = - g =

Ql

Gitt en € > 0, mé vi altsa vise at det finnes en 6 > 0 slik at
’ 1 1
g(z) G

nar 0 < |z — a| < 4. Setter vi pa felles brgkstrek, far vi

‘<6

‘1 _ 1’ _ ’G—g(f)

gx) G| | G-glx) |
Siden lim,_,, g(xz) = G (der G # 0), kan vi finne en 6; > 0 slik at |g(z)| > |G|/2
nar 0 < |z — a| < ;. Siden lim,_,, g(x) = G kan vi ogsé finne en do slik at
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|G — g(z)] < eG?/21ér 0 < |z — a| < &s. Lar vi § vaere minimum av &1 og dz, ser
vi at ndr |z — a| er mindre enn 4, sé er |G - g(z)| > G?/2 0g |G — g(x)| < €G?/2.
Fglgelig er

€G?
1 1] _|[G-y@)|_ 2 _
‘g@:) G"’G-gm "
2
og beviset er ferdig. |

Bemerkning

Man kan ogsa vise (iv) direkte uten & ga veien om (iii), men det er mer kronglete. Hvis
du synes det er juks & bruke (iii) uten a ha bevist den, kan du prgve a lage et bevis selv
(bruk beviset for 4.3.3(iii) som modell).

La oss se noen eksempler pa hvordan regnereglene brukes.

5.4.4 Eksempel
Finn
. 32 —4x
lim ————.
r——2 2x3 =+ 4
Ifglge regel (iv) ovenfor er det nok a finne grensen av teller og nevner hver for seg, og
sa dele etterpa.

La oss begynne med telleren. Vi vet at lim,_, oz = —2, og ifglge regel (iii) betyr
det at lim,_, 2% = (—2)? = 4. Bruker vi regel (ii) og (iii) i kombinasjon, ser vi at
grenseverdien til telleren er

lim (322 —42) =3-4—4-(-2) = 20.
rT——2

S& er det nevnerens tur. Siden vi allerede har vist at lim,_,_» 22 = 4, kan vi
beregne lim,_, 5 > pi denne méten:

lim 2% = lim (2% -2) =4-(-2) = -8
T—>—2 T—>—2

hvor vi har brukt regel (iii). Fra dette far vi (ved bruk av (i) og (iii))

lim (22° +4) =2(—8) +4 = —12
T——2

som er grenseverdien til nevneren. Til sammen far vi da

3z? — 4z 20 5

lim —— = —— = .
z—-2 223 +4 —12 3
|

Argumentasjonen ovenfor er svert omstendelig og man lerer seg fort & ta snarveier.
Et enda nyttigere verktgy enn regnereglene i 5.4.3 far man fra sammenhengen mellom
grenseoverganger og kontinuitet. Fgr vi ser neermere pa den, er det imidlertid lurt &
vite litt om ensidige grenser.
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5.4.5 Definisjon
Vi sier at f(x) gar mot b ndr x nermer seg a ovenfra dersom det for enhver
e >0, finnesen & > Oslik at |f(x) — b| < eforalle z slikata < z < a+ 0. Vi
skriver

lim f(x)=0b.

z—a™t

Tilsvarende sier vi at f(x) gar mot b ndr x nermer seg a nedenfra dersom det
for enhver € > 0, finnes en § > 0 slik at |f(z) — b| < ¢ for alle x slik at
a— 0 < x < a. Vi skriver

lim f(z) =b.

T—ra—

Legg merke til at betingelsene ovenfor er ngyaktig de samme som vi har i definisjonen
av vanlige grenseverdier — den eneste forskjellen er at de na bare omfatter punkter pa
den ene siden av a. Fra dette fglger det at den tosidige grenseverdien lim,_,, f(z)
eksisterer og er lik b hvis og bare hvis begge de ensidige grensene lim, .+ f(z) og
lim,_,,- f(z) eksisterer og er lik b. Det er instruktivt & se pd et eksempel hvor de
ensidige grensene eksisterer, men er forskjellige.

5.4.6 Eksempel
Finn de ensidige grenseverdiene lim,_,o+ f(z) og lim,_,o— f(z) til funksjonen

|z =2
Ay
1<>
> %
—1
Figur 5.4.3.
o . T —2
Nar z > 2,er |z — 2| = z — 2, og fglgelig er f(z) = = 1. Dermed er
: . . —(z—2)
lim, ,o+ f(z) = 1.Narz < 2,er |z — 2| = —(z — 2), 54 f(z) = 5 = -1
Tz —
Altsé er lim,_,o— f(2) = —1. Figur 5.4.3 viser grafen til funksjonen. [ |

Sammenligner vi definisjonen av grenseverdier med definisjonen av kontinuitet, far vi
fglgende sammenheng.
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5.4.7 Observasjon

En funksjon f : [a, b] — R er kontinuerlig i et indre punkt ¢ € (a, b) hvis og bare
hvis lim,_,. f(z) = f(c). Videre er f kontinuerlig i det venstre endepunktet a
hvis og bare hvis lim,_,,+ f(z) = f(a), og den er kontinuerlig i det hgyre
endepunktet b hvis og bare hvis lim,_,,— f(z) = f(b).

Denne observasjonen er viktig av flere grunner — den gir oss et mer konkret bilde av
kontinuitet, og den kan brukes bade til a sjekke kontinuitet og til a finne grenseverdier.
Vi tar med et eksempel av hver sort.

5.4.8 Eksempel

Vis at funksjonen
sinz

f@)={ @

e* narx <0

narx > 0

er kontinuerlig i O.
Vi beregner de ensidige grensene lim, o+ f(z) og lim,_,o- f(z). Siden e” er
kontinuerlig i 0, er
lim f(z) =¢® =1.

x—0~

Dessuten vet vi at lim, g+ sinz/z = 1, sd lim,_,o+ f(x) = 1. Altsé er

lim f(z) = 1.
Siden f(0) = 1, betyr dette at lim,_,o f(x) = f(0), og f er kontinuerlig i 0. [ ]

5.4.9 Eksempel
Finn grenseverdien

. e’
J%1_>mo tan |:7T(COS x)4} .

Siden funksjonen f(z) = tan[m(cosx)e /4] er kontinuerlig (den er en sam-
mensetning av kontinuerlige funksjoner), sé er lim, o f(x) = f(0) — det vil si

e T 670
lim tan [ﬂ'(cos x) 4} = tan [w(cos O)}

z—0 4
1
tan<7r~1o>

T
=tan — = 1.
an4

~

I tillegg til de grenseverdiene vi hittil har sett pa, far vi ofte bruk for grenseverdier néar
x gar mot oo eller —oo. De defineres pa fglgende mate.
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5.4.10 Definisjon

Vi sier at f(z) gdr mot b som grenseverdi ndr x gar mot oo dersom det til enhver
€ > 0, finnes en N € R slik at |f(z) — b| < € for alle z > N. Vi skriver
lim,_,», f(2) = b. Tilsvarende sier vi at f(x) nermer seg b som grenseverdi nar
« gér mot —oo dersom det til enhver € > 0 finnesen NV € Rslik at | f(z)—b| < €
nar z < N. Vi skriver lim,_, _, f(z) = b.

Denne definisjonen er opplagt en variant av definisjon 5.4.1, og den er enda n@rmere
knyttet til definisjonen av konvergens av fglger i 4.3.1. Det er derfor ikke rart at vi har
de de samme grensereglene som fgr.

5.4.11 Regneregler for grenser Regnereglene 5.4.3 gjelder ogsa nar a =
00 og ndr a = —oo. De gjelder dessuten for ensidige grenser lim,_, .+ f(z) og

lim;_,o- f().

Mange av de regneteknikkene som gjelder for grenseverdier av fglger lim, o Gy,
kan overfgres direkte til grenseverdier av typen lim, ., f(z) og lim,_, o, f(z). Vi
tar bare med ett eksempel.

5.4.12 Eksempel
Finn
lim

1
z~co \/22 f x + 1

Siden v/x2 + x gir mot co og & mot —oo, er det ikke klart hva nevneren gar mot. For
a forenkle problemet, multipliserer vi over og under brgkstreken med det konjugerte

uttrykket v/ x? + x — x:
1 (Va2 +z — )

lim —————= lim

e VB gt e (V2 f L) (Ve F o —a)
= lim 7332—’—3:_%

rT——0Q X

Deler vi na med x i teller og nevner, far vi (ver forsiktig, husk at vi er interessert i

negative x):
Vit oz — 1
T AR . G 1Y (_,/H_l) _—
r——00 x T——00 x

og fglgelig er xEm

1
ol frtax

Av og til vil ikke vare funksjoner nerme seg en grense nar x gar mot a, men tvert i
mot vokse ubegrenset. Da er fglgende definisjon nyttig.
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5.4.13 Definisjon

Vi sier at f(x) gar mot uendelig ndr x nermer seg a € R dersom det for enhver
N € Rfinneen d > Oslik at f(z) > N nar 0 < |z — a| < . Vi skriver

lim f(z) = oco.

r—a

Tilsvarende sier vi at f(z) gar mot minus uendelig dersom det for enhver N € R
finnes en ¢ slik at f(2) < N nar 0 < |z — a| < §. Vi skriver

lim f(z) = —co.

T—ra

Pa helt tilsvarende mate kan vi definere hva vi mener med de ensidige grensene
lim, o+ f(2) = —o0 og lim, - f(z) = —oo0.

5.4.14 Eksempel
Dersom f(z) = 1/22%, sd er lim,_,o f(z) = oo. Ser vi derimot pd funksjonen g(x) =

1/x, s eksisterer ikke lim,_,¢ g(z), men lim,_,o+ g(z) = oo og lim,_.o- g(x)
—00.

Den siste typen grenseverdier vi mé se pa, er den hvor f(z) gar mot oo eller —oo nar
2 gar mot oo eller —oo. Det burde na vere klart hvordan slike grenseverdier defineres,
og vi skriver bare opp én variant av definisjonen.

5.4.15 Definisjon

Vi sier at f(x) gar mot oo nar x gar mot oo dersom det til enhver NV € R finnes
en M € Rslik at f(x) > N nar z > M. Med symboler skriver vi

lim f(z) = oo.
T—r00
5.4.16 Eksempel
Finn
. ox?— 428
hm P
z—o0 8 + Tx?
Setter vi de hgyeste potensene av z utenfor en parentes i teller og nevner, far vi
1
z3 1 —14 - —4
a2 — 48 . €T . T
lim —— = lim ———% = lim z-

xr o0 2 T o0 xr o0 ’
—oo 8+ Tz = x2<+7) = §+7
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I dette uttrykket gér den forste faktoren mot oo mens den andre géar mot —4/7. Pro-
duktet er da negativt og vokser over alle grenser. Altsa er

a2 — 48
lim ——— = —
z—oo 8 + Tx2

I denne seksjonen har vi ikke gjort noe systematisk forsgk pa a behandle de mer ut-
fordrende typene av grenseproblemer, slik som «0/0», «00/00», «00 — 0o», «1%»,
«0%, «00%». For disse problemtypene finnes det ikke generelle regler for hva grense-
verdien blir, og vi ma behandle hvert enkelt problem individuelt. Den beste metoden
for a gjgre dette er L’Hopitals regel som vi skal gjennomga i neste kapittel.

Oppgaver i seksjon 5.4

1. Bruk regnereglene 5.4.3 til a beregne grenseverdiene:

32?47
a) lim ——
z—0 3x + cosx

4 z2
by lim “ VI
z—0+t T+ sin(y/z)

. tanz 4 3cos(x)
¢ lim ———~
z—m  sin(z/2) +4

2. Bruk definisjonen til & vise grenseverdiene:
a) lim3x =6
T—2
b) lim 2?2 =9
r—3

¢) lim2z2+1=3
x—1

3
d) lim 2579
z—=1x+ 1

e) lim vz =2
r—4

2

3. Finn grenseverdiene

) i T2 + 4zt
a oty 323 — 222

by lim S 2047
T—00 \/> — 4%2

c) ILm (Va2 + 3z —x)
N
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S.
6.

. Avgjgr om funksjonen er kontinuerlig i det angitte punktet.
2% +2 forz <1 .
2 f(z) = { —4cos(rz) forz >1 1 punktet 1
o — 4
b) f(z) = { 4 forz#F 4 punkeet 4
0 forx =4
1
— for0 <z <6
— x ;
¢) f(z) = 7T 33 i punktet 6
——F forxz > 6
z—6
Bevis 5.4.3(i) og (iii).
Bevis 5.4.11.

7. Anta atlim,_,, g(x) = b og at lim,_,; f(z) = c¢. Anta videre at g(z) # b for alle
x tilstrekkelig neer a. Vis at

lim flg(z)] = c.

T—a

8. Anta at f er definert i nrheten av a. Vis at lim,_,, f(z) = b hvis og bare hvis
lim,, o f(z,) = b for alle fglger {x,} som konvergerer mot a og som er slik at
Ty, # a for alle n.

9. Fra skolematematikken vet du at o —s 1 nir  — 0. I denne oppgaven skal vi
X

minne om beviset.

T

a) Bruk figuren til & vise at $sinz < % < Jtanz (sammenlign arealene til

2
trekanten ABC, sirkelsektoren ABC og trekanten ABD).

tan x

b) Bruk resultatet i a) til 4 vise at

sinx
cosr < — <1
T

. . sinx
¢) Visat lim =1
rz—0t X
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sinx sinx
d) Visat lim —— =1, og konkluder med at lim =1.
z—=0- T =0 T
e) Finn grenseverdiene
. . sin3x .. . tanx . 1l—cosz
(i) lim (i) lim (i) lim ———
z—0 xT z—0 z—0 xT

*5.5 Bevis for algebraens fundamentalteorem

I denne seksjonen skal vi bevise algebraens fundamentalteorem 3.5.1 (vi har skrevet
det opp pé nytt nedenfor sé du skal slippe & sl tilbake). Dette beviset er lengre og
vanskeligere enn de fleste andre vi skal komme borti — det dreier seg tross alt om et
av de stgrste gjennombruddene i matematikkens historie — og du kan ha full nytte av
resten av boken uten a lese det. Argumentasjonen bygger pa den x-merkede seksjo-
nen *4.4 (nzrmere bestemt pa korollar 4.4.5).

La oss begynne med a skrive opp hovedsatsen pa nytt.

5.5.1 Algebraens fundamentalteorem La
P(z) = cpz" + 12"V 02" 24tz + 0

vare et komplekst n-te grads polynom. Da finnes det komplekse tall
r1,79,...,Ty slik at

Piz)=cp(z—11)(z—12)...(2 —Tp)

for alle komplekse tall z. Bortsett fra rekkefglgen er faktorene (z — r1),
(z —r3),..., (2 — ry) entydig bestemt.

Teoremet sier altsa at ethvert komplekst n-te grads polynom har n rgtter (dersom vi
teller med multiplisitet). Det viser seg at det vanskelige punktet er & vise at et polynom
alltid har minst én kompleks rot — kan vi greie det, er det ikke sa vanskelig & fa fatt i
resten.

5.5.2 Setning
Ethvert komplekst polynom

P(z) =cpz" + Cho12" P 02" 24tz + 0

har minst én rot r.

La oss fgrst se hvordan vi kan bevise fundamentalteoremet dersom vi kjenner denne
setningen.

Bevis for Algebraens Fundamentalteorem fra setning 5.5.2: Fgrste del av beviset er
ved induksjon pa graden til polynomet. Induksjonshypotesen er: P,,: «Ethvert poly-
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nom P(z) av n-te grad kan skrives som et produkt
Pz)=cu(z—11)(z—=12)...(2 —10)
der r1,72, ..., 7, er komplekse tall.»

Py er opplagt sann siden fgrstegrads polynomet P(z) = ¢z + ¢o kan skrives P(z) =
c1(z —ry) derry = —cp/c1. Antand at P, er sann, og at P(z) er et polynom av grad
n + 1. Vi md vise at P(z) kan skrives pa formen

P(z)=cpi1(z—r)(z—12) ... (2 = ry1).

Fra setning 5.5.2 vet vi at P(z) har en rot r. Deler vi polynomet P(z) med z — r, vet
vi fra setning 1.5.5 at divisjonen gér opp, og at det altsa finnes et polynom @ av n-te
grad slik at

P(z)=Q(2)(z — ).

Siden @ er et polynom av grad n, vet vi fra induksjonshypotesen at
Q(z)=dpn(z—r)(z—12)...(2 = Tp),
der d,, er den ledende koeffisienten i Q. Dermed er
P(z) =Q(2)(z —71)=dn(z —r1)(2 —72) ... (2 = 1) (2 — 7).

Det er klart at d,, = ¢,,+1 (tenk pa hva du far hvis du ganger ut parentesene), og vi har
bevist P, ;. Ifglge induksjonsprinsippet er dermed P,, sann for alle n.

Men vi er ikke riktig ferdig med beviset for fundamentalteoremet likevel — det
gjenstar 4 vise at et polynom P(z) ikke kan skrives som et produkt pa to forskjellige
mater

Pz)=cplz—r1)(z—12)...(2=1p) =cn(z—p1)(z —D2) ... (2 — pn).

Anta at vi hadde to slike produktfremstillinger. Etter a ha forkortet de faktorene som
forekom pa begge sider, ville vi ha statt igjen med et uttrykk av typen

Cn(z_ ril)(z_ Ti2)"'(z - Tik) = Cn(z_pjl)(z_pjz)"'(z _pjk)7

der alle r’ene er forskjellig fra alle p’ene. Men dermed ville venstresiden ha et null-
punkt for z = r;; mens hgyresiden ikke er null der, og det er umulig siden uttrykkene
skal vere like for alle z. Beviset er ferdig. O

Vi skal na bevise setning 5.5.2. For & gjgre det ma vi fgrst utvide en del av de re-
sultatene vi har vist for vanlige kontinuerlige funksjoner, til & gjelde for komplekse
polynomer. Dette er mulig fordi et komplekst polynom er kontinuerlig i fglgende for-
stand. La a veare et komplekst tall. For ethvert reelt tall ¢ > 0, finnes det et reelt tall
0 > Oslik at |P(z) — P(a)| < eforalle z € Cslik at |z — a| < 0. Man kan vise dette
péa akkurat samme mate som man viser at reelle polynomer er kontinuerlige. Siden
polynomet P(z) er kontinuerlig, mi ogsé funksjonen z — |P(z)| vere kontinuerlig
(her benytter vi trekantulikheten).
Vart fgrste hjelperesultat er en kompleks versjon av setning 5.1.10.
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5.5.3 Lemma
Anta at {z, } er en fglge av komplekse tall som konvergerer mot a. Da konver-
gerer fglgen {|P(z,)|} mot |P(a)|.

Bevis: Identisk med beviset for fgrste halvdel av setning 5.1.10. |

Det neste hjelperesultatet kan man tenke pa som en kompleks versjon av (den ene
halvdelen av) ekstremalverdisetningen.

5.5.4 Lemma
Det finnes et punkt ¢ € C hvor tallverdien |P(z)| har minst mulig verdi (dvs.
|P(a)| < |P(2)| foralle z € C).

Bevis: La b = inf{|P(z)| : z € C}. Vi ma finne et punkt a slik at P(a) = b. Vi
legger f@grst merke til at

|P(2)] = |en2"™ + o112 F enoo2™ 2 4 - F 12 + ¢

= 12" |en + Cno12 Ve o0zl 2+ coz ",

der den fgrste faktoren gar mot uendelig og den andre mot |c,| nér |z| — oco. Hele
uttrykket gar dermed mot uendelig. Dette betyr at dersom vi velger R tilstrekkelig stor,
vil |P(z)| > b+ 1 for alle z med tallverdi stgrre enn R. Et eventuelt minimalpunkt for
| P(z)| ma derfor ligge innenfor den begrensede mengden

A={z€eC]||z| <R}

Vi er na klare til 4 finne minimalpunktet a. For hver n € N ma det finnes et punkt
{zn} 1 Aslik at |P(z,)| < b+ 1/n. Fglgen {z,} er begrenset (siden alle punktene
kommer fra mengden A), og ifglge korollar 4.4.5 har den da en konvergent delfglge
{zn, }- La a veere grensen som denne delfglgen konvergerer mot. Ifglge lemma 5.5.3
konvergerer | P(zy, )| mot |P(a)|, og siden b < |P(zy, )| < b+1/ng, ma |P(a)| = b,
og beviset er komplett. |

Legg merke til at P(a) = 0 er det samme som at P har a som rot. For a vise at
polynomet P har en rot, er det derfor tilstrekkelig & vise at | P(a)| = 0, der a er mini-
malpunktet i lemmaet ovenfor. Det er dette som er ideen i beviset for setning 5.5.2.

Bevis for setning 5.5.2: La a vare minimalpunktet i lemmaet ovenfor. Vi skal anta
at P(a) = ¢ # 0 og vise at dette fgrer til en selvmotsigelse. For & gjgre argumentet
lettere, innf@rer vi en hjelpevariabel v = z — a. Daer 2z = v + a, og vi kan skrive
P(2) =cp2" + 12" Mt cn 02" 24 1z F oo
=cp(v+a)" +cp1(v+a)" !
+eno+a)" 24+ (v+a) + co.
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Hvis vi ni multipliserer ut alle parentesene av typen (v + a)* og samler leddene som
da fremkommer etter potenser av v, far vi et uttrykk av typen

P(Z) =dv" + dn—lvnil + dn_gv”” + ...+ dyv + dp.
Setter vi nd inn v = z — a, far vi
P(2)=dp(z—a)" +dp_1(z —a)"*
tdpo(z—a)" 2+ +di(z —a) + do.

Observer at P(a) = dy. Siden vi har antatt at P(a) = ¢ # 0, er altsd den laveste
koeffisienten dy i uttrykket ovenfor lik ¢, og dermed forskjellig fra null. La d, vere
den nest laveste koeffisienten som er forskjellig fra null (vanligvis vil dette selvfglgelig
vere dq, men det finnes unntak). Da kan vi skrive
P(z) =dp(z—a)" +dp_1(z —a)"!
+dpo(z—a)" 2+ +dp(z—a)
= M) (z—a)f +dp(z—a)* +¢

kJrc

der M(2) = dp(z —a)" % +dp_1(z —a)" 1% + .- 4 dpy1(2 — a) gar mot null
nér z n&rmer seg a.

Vi skal na vise at det finnes et punkt z i nerheten av a slik at | P(z)| < |¢|. Siden
vi har antatt at |[P(a)| = |c¢| er minimalpunktet til funksjonen |P(z)|, vil dette gi
oss den motsigelsen vi er pd jakt etter. Ideen er & velge z slik at dy(z — a)* er et
komplekst tall (altsd en vektor) som peker i motsatt retning av c. Da vil tallverdien til
dy(z — a)* 4 c vere mindre enn |c|, og hvis bare z er nzr nok a, vil det gjenvarende
leddet M (z)(z — a)* vare sa lite at ogsé P(z) blir mindre enn c i tallverdi.

For a fa til dette, velger vi fgrst w til a4 veere en k-te rot til det komplekse tallet
—c/dy, (det vil si at wk = —c/d}; at slike k-te rgtter finnes, vet vi fra kapittel 3). Vi
lar sa e veere et lite, positivt, reelt tall (ngyaktig hvor lite skal vi bestemme senere, men
vi antar allerede na at € < 1), og velger

z=a+ €ew.
Innsatt i uttrykket for P(z), far vi da

P(z) = M(2)(z — a)F + dp(z — a)* + ¢
= M(a+ ew)(ew)® + dy(ew)* + ¢

__cMatew) i ok,
dy

:c[l — ek _Ekl\ﬂa—&—ew)}

dy
Altsé er
M M
PO =l |1 ek - D <. (- ) | 2R

k k

hvor det siste skrittet bruker trekantulikheten. Velger vi e tilstrekkelig liten, kommer
a+ew s ner a at |[M (a+ ew)]/dy| blir mindre enn 1/2 (husk at lim,_,, M (z) = 0).
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Dermed er

M
P <l |- e+ et HE
dy
k k
<|e| - |:(1—€k)+€2:| <|e|- (1—62) < |,
og vi har fatt ulikheten vi var pa jakt etter. Setning 5.5.2 er bevist. |

Med dette har alle brikkene falt pa plass, og beviset for algebraens fundamentalteorem
er fullfgrt. Med tanke pa hvilken nytte man kan ha av ekstremalverdisetningen og lig-
nende abstrakte resultater, kan det vare instruktivt & filosofere en smule over bruken
av lemma 5.5.4 i beviset ovenfor. Mengden { |P(z)| | z € C} er opplagt begren-
set nedenfra, og man skulle kanskje tro at det er uvesentlig om det finnes eller ikke
finnes et minimumspunkt der infimumsverdien er oppnadd. Beviset ovenfor forteller
oss noe annet — eksistensen av minimumspunktet a er akkurat det faste holdepunktet
vi trenger for & komme i gang med argumentet vart. Uten a har vi rett og slett ikke
noe sted & starte regningene som fgrer frem til motsigelsen. Og det hjelper faktisk
ikke a veere smartere enn vi har vert; algebraens fundamentalteorem er ikke sant der-
som Vi istedenfor alle de komplekse tall bare arbeider med dem som har rasjonale
real- og imagin@rdeler. Den eneste delen av beviset ovenfor som ikke kan gjennom-
fores (med litt modifikasjoner) i det rasjonale tilfellet, er lemma 5.5.4. Igjen er det
kompletthetsprinsippet som ligger bak — ogsa algebraens fundamentalteorem bygger
péa komplettheten av de reelle tallene.
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5.6 Historisk epistel: Funksjonsbegrepets utvikling

Alle vet hva en kurve er inntil de har
studert nok matematikk til & bli
forvirret av den utallige mengden av
mulige moteksempler.

— Felix Klein (1849-1925),
Elementarmathematik
vom hbheren Standpunkte aus.

Samspillet mellom algebra og geometri gar langt tilbake i matematikkhistorien. Det
vi oppfatter som en annengradsligning

22 —br —ac=0,

oppfattet grekerne som en geometrioppgave: Finn det linjestykket « slik at arealet til
kvadratet med side = er lik det samlede arealet av rektanglet med sider b og x og
rektanglet med sider a og c. Denne geometriske koblingen holdt seg helt til 1500-
tallet, og en matematiker som Gerolamo Cardano (1501-1576) (se seksjon 3.6 hvis du
har glemt ham) tenkte eksplisitt pa tredjepotenser som volumer, annenpotenser som
arealer og fgrstepotenser som linjestykker. Av denne grunn la han relativt liten vekt
pa fjerdegradsligninger i Ars Magna. Visst var Ferraris (se seksjon 3.6) lgsning en
briljant prestasjon, men den var egentlig meningslgs siden fjerdepotenser ikke hadde
geometrisk mening — «naturen tillater det ikke», skrev Cardano. (Se Onstad [9] for en
god drgfting av geometrisk algebra.)

Figur 5.6.1. Réné Descartes

I 1637 tok samspillet mellom algebra og geometri en ny vending. Tidlig dette aret
sendte var gamle kjenning Pierre de Fermat (1601-1665) et manuskript med tittel Ad
locos planos et solidos isagoge til sine korrespondenter i Paris, og senere samme ar
utkom René Descartes’ (1595-1650) La Géométrie som et tillegg til hans filosofis-
ke hovedverk Discours de la méthode. Disse to arbeidene markerer begynnelsen pa
den analytiske geometrien der koordinatsystemer blir brukt til & definere og studere
geometriske objekter ved algebraiske metoder.
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Mens Fermat var en fredsommelig familiefar fra provinsen, var Descartes en strid-
bar verdensmann med ambisjoner. Han var fgdt i La Haye (som na kalles La Haye-
Descartes) litt sgr for Tours midt i Frankrike. Han fikk en fremragende utdannelse i
en jesuitterskole og studerte senere i Poitiers. I flere ar reiste han rundt i Europa, dels
som privatperson og dels som frivillig i forskjellige arméer, inntil han i 1628 trakk seg
tilbake til Nederland for & skrive og studere. Vandrearene hadde bragt ham i forbin-
delse med l@rde over store deler av Europa, og gjennom sin korrespondanse med dem
skaffet han seg fort ry som en av tidens skarpeste tenkere.

Descartes var mer filosof enn matematiker, men han hadde tidlig fattet interesse
for matematikkens deduktive metode, og et av hans mal var a overfgre dette tankesettet
til andre kunnskapsomrader. Han forsgkte & bygge opp sin filosofi fra det umiddelbart
fattbare («jeg tenker, altsa er jeg») ved hjelp av strengt logiske resonnementer. La Gé-
ométrie var tenkt som en anskueliggjgrelse av denne metoden — her skulle geometrien
tilbakefgres til algebraen.

Publikasjonen av Discours de la méthode gjorde Descartes bergmt. Den var et inn-
legg i den voldsomme intellektuelle kampen mellom den katolske kirken og den nye
vitenskapen, og selv om Discours pa ingen mate er et ateistisk verk (et av Descartes’
mal var a bevise Guds eksistens), var den kritisk til den kristne filosofiske tradisjonen
som Descartes var vokst opp med. Descartes’ metodesyn fikk stor innflytelse innenfor
bade filosofi og naturvitenskap, og hans bidrag til fysikken ble en inspirasjonskilde for
Newtons mekanikk noen tidr senere.

Et tegn pa Descartes’ internasjonale bergmmelse var at han i 1649 ble kalt til
Stockholm som radgiver og samtalepartner for dronning Christina av Sverige (1626—
1689). Pa denne tiden var Sverige en politisk stormakt — landet hadde spilt en av-
gjorende rolle i trettidrskrigen og dominerte nd omradet rundt @stersjgen. Christinas
ambisjon var at Sverige ogsa skulle bli en kulturell stormakt, og Descartes var bare
en av de mange kunstnere og intellektuelle som hun kalte til seg fra Frankrike. Men
samarbeidet skulle bli av kort varighet — Descartes’ helse talte ikke kulden og fuktig-
heten i Stockholm, og han dgde allerede den fgrste vinteren. Fire ar senere abdiserte
Christina. Hun konverterte til katolisismen, og levde resten av livet i Roma omgitt av
et hoff av kunstnere og lerde av vekslende kvalitet. Hun kunne aldri helt trekke seg ut
av politikken, og hadde stadig en finger med i pavens politiske spill.

Fermats og Descartes ideer revolusjonerte studiet av kurver. Mens man tidligere
bare kunne konstruere nye kurver gjennom mgysommelige, geometriske konstruksjo-
ner, var det na nok a skrive ned en ny ligning. Fermat utviklet ogsa en rudimenteer
differensialregning som gjorde det mulig & finne toppunkter og tangenter til enkle kur-
ver. Da differensial- og integralregningen utviklet seg videre utover pa 1600-tallet,
var det fortsatt studiet av kurver og ligninger som sto i fokus, men etter hvert endret
synsvinkelen seg, og midt pa 1700-tallet er det funksjonene som har blitt hovedsaken.
Funksjonsbegrepet var imidlertid ganske forskjellig fra vart. I Eulers leerebok Intro-
ductio in analysin infinitorum fra 1748 finner vi denne definisjonen:

«En funksjon av en variabel stgrrelse er et analytisk uttrykk som pa en
eller annen mate er sammensatt av denne variable stgrrelsen og av tall
eller konstante stgrrelser.»

Selv om det ikke er opplagt hva Euler ville godta som et «analytisk uttrykk», er det
klart at han tenker pa formler av ulike typer. Fra resten av boken fremgar det at slike
uttrykk godt kan inneholde uendelig mange operasjoner (Euler var en mester til &
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manipulere uendelige summer og produkter), og at det godt kan hgre flere y-verdier
til samme z-verdi (Euler ville ha betraktet uttrykket > = x? + 1 som en funksjon
med to verdier y = ++v/22 + 1). Det som Euler ikke ville ha tillatt pa denne tiden, er
det som i skolematematikken kalles delt forskrift — altsa funksjoner av typen

__ [sinx forxz >0
f(x)_{x forz <0

som er definert av forskjellige formler i ulike omrader. For Euler og hans samtidi-
ge var en funksjon i praksis det samme som en formel, og en definisjon sammensatt
av flere formeluttrykk stred etter deres mening mot den allmenngyldigheten som et
funksjonsuttrykk skulle ha. Dette kan virke uvant for oss i dag, men mange av de me-
todene som datidens matematikere benyttet seg av, forutsetter faktisk at funksjonene
er ganske regulare.

Senere i sin karriere var Euler villig til & godta funksjoner med delt forskrift. Han
kalte dem diskontinuerlige funksjoner for a skille dem fra de kontinuerlige funksjone-
ne som bare var definert av én formel. Selv om denne sprakbruken er forlgperen for
dagens terminologi, har den et helt annet innhold — en funksjon med delt forskrift kan
godt vere kontinuerlig i var betydning av ordet, mens en funksjon som er definert av
én formel, godt kan vere diskontinuerlig.

y Tid0 vy Tid ¢

J ) x s

X s X u(x, 1)

=

a b

Figur 5.6.2.

La oss se neermere pa en av grunnene til at Euler skiftet mening. I 1747 publiserte Jean-
Baptiste le Rond d’ Alembert (1717-1783) en artikkel om bevegelsen til en svingende
streng (tenk pa en gitarstreng). Dette problemet hadde veart studert tidligere av blant
annet den engelske matematikeren Brook Taylor (1685-1731), men d’Alembert var
den fgrste som fant en generell beskrivelse av strengens bevegelse. Vi skal se nermere
pé denne beskrivelsen.
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S0

©
=V

e

A J.

Figur 5.6.3.

Anta at strengen har lengde s og at begge endepunktene holdes fast. Anta videre at vi
ved tid 0 holder strengen i ro slik at utslaget ved punktet x er f(x) (se figur 5.6.2a).
Vi slipper sa strengen og gnsker a finne utslaget u(x,t) i punktet = ved tiden ¢ (fi-
gur 5.6.2b). d’ Alemberts Igsning er na lett a forklare. Vi utvider fgrst f til en funksjon
f* ved a «speile» den som vist pa figur 5.6.3 (vi skal kalle dette en odde utvidelse av
f). Deretter setter vi

[ (x+ct)+ f*(x—ct)
2

u(z,t) =

der c er en konstant som beskriver de fysiske egenskapene til strengen, og som inngar
i den ligningen som beskriver bevegelsen.

Fra vart synspunkt kan ikke Igsningen bli stort enklere, men for Euler og d’ Alem-
bert innebar den et alvorlig problem. Selv om den opprinnelige kurven f(x) kan be-
skrives ved hjelp av en formel (og dermed er en funksjon i Eulers opprinnelige betyd-
ning), sd er det nemlig ikke sikkert at den utvidede kurven f* har en slik beskrivelse.
Lar vi for eksempel f(z) = x(s — x), kan vi ikke velge f*(x) lik z(s — x) for da er
ikke f* en odde utvidelse av f.

Siden d’Alembert holdt seg strengt til Eulers opprinnelige funksjonsdefinisjon,
medfgrte dette at han bare kunne lgse problemet for de begynnelsesfunksjonene f
som har en odde utvidelse f* gitt av den samme formelen. I en artikkel fra 1749
papeker Euler at dersom man tillater funksjoner med delt forskrift, sa er ikke dette
noe problem — enhver funksjon f har en odde utvidelse f* definert ved en delt for-
skrift. Etter Eulers mening var derfor d’ Alemberts lgsning atskillig mer generell enn
det opphavsmannen trodde. d’ Alembert var ikke overbevist, og i en ny artikkel fra
1750 kritiserer han Eulers utvidelse. Etter hans mening 1a de nye funksjonene utenfor
analysens domene, og aksepterte man dem, ville man fort stgte pa selvmotsigelser. I
sine senere lerebgker forsgkte Euler a vise at analysens leresetninger ogsa gjelder for
de nye «diskontinuerlige» funksjonene.

1 1753 tok historien en ny vending. Dette aret publiserte Daniel Bernoulli (1700—
1782) en lgsning av svingeproblemet som var helt forskjellig fra d’ Alemberts. Ifglge
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Bernoulli kan 1gsningene skrives som (muligens uendelige) summer

2mcet

S

. 3mx 3met . dnx 4dret
+ ag sin —— cos —— + a45tn—— cos
s s s

. T mct . 27
u(x,t) = a1 sin — cos — + ag sin —— cos
s 5 s

der a1, as, as, . .. er konstanter. Fysikalsk sett er Bernoullis lgsning svert viktig fordi
hvert av leddene har umiddelbar tolkning: Nar vi setter en streng i bevegelse, dannes
det lyd. Denne lyden bestar av en grunntone og forskjellige overtoner. I Bernoullis
lgsning beskriver det fgrste leddet ay sin(wz/s) - cos(wct/s) grunntonen, mens de
gvrige leddene — as sin(27wx/s) - cos(2met/s), azsin(3wa/s) - cos(3mct/s) osv. —
beskriver overtonene. Denne oppspaltingen av bevegelsen i ulike frekvenser er det
umulig & lese ut av d’ Alemberts Igsning.

Men ogsd Bernoullis Igsning brakte med seg nye problemer. Setter vi ¢ = 0 i
formelen for u(z, t), far vi

. TX . 27x . 3mx . dmx
u(z,0) = a7 sin — + agsin — + agsin — + agsin — + - -
s s s s

Siden u(z,0) ma vere lik det gitte begynnelsesutslaget f(x), ma vi altsé velge kon-
stantene a1, as, as, . .. slik at

. Tx . 2z . 3z . dnx
f(x) =aysin — + agsin — + azsin — + agsin — + - - -
s s s s

Bernoulli pastod at det alltid var mulig a finne slike konstanter ay, as, ag, . . ., men
hverken han eller andre hadde et bevis. Enda mer alvorlig var det at man ikke hadde
den minste idé om hvordan man i praksis skulle regne ut ay, as, . . . Euler konkluderte
med at til tross for sin fysikalske betydning, matte Bernoullis Igsning regnes som
mindre generell enn hans egen tolkning av d’ Alemberts 1gsning.

Slik var situasjonen i over 50 ar inntil Joseph Fourier (1768-1830) i 1807 inn-
leverte en avhandling om varmeledning til det franske vitenskapsakademiet. Fouriers
utgangspunkt var spgrsmalet om hvordan varme brer seg i faste stoffer. Varmer du opp
en metallstang i den ene enden, vil varmen etter hvert bre seg til hele stangen, men
hvor fort vil dette skje, og hvor store temperaturforskjeller vil det vare langs stan-
gen? Fouriers mal var  besvare alle slike spgrsmél ved & finne et uttrykk w(z, t) for
temperaturen i punktet = ved tiden ¢.

Selv om hans fysikalske utgangspunkt var et helt annet enn Bernoullis, oppdaget
ogsa Fourier at han kunne lgse problemet ved & skrive generelle funksjoner som uen-
delige summer av sinus’er og cosinus’er. Men Fourier greide ogsa det Bernoulli og
Euler ikke hadde greid, nemlig & finne de tallene ai,as, as, ... som skal til for at
summen

. T . 27mx . 3nx . Arnx
a1sSin — + ag SIn —— + a3 S —— + a4 SIn —— + - - -
S s s s

skal bli lik en gitt funksjon f(x).

Dessverre klarte ikke Fourier & bevise at metoden hans fungerte, og ledende frans-
ke matematikere som Lagrange og Laplace var skeptiske. Fouriers ideer ble derfor
forst publisert i 1822 i hans hovedverk Theorie analytique de la chaleur. Da teknik-
kene forst var publisert, fikk de raskt stor utbredelse, og i dag er Fourier-rekker og
Fourier-transformasjoner hovedverktgy bade i ren og anvendt matematikk.
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Den fgrste som ga et matematisk bevis for at Fouriers metode fungerer, var den
tyske matematikeren Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). For a gjennomfgre
beviset matte han presisere funksjonsbegrepet — han matte bort fra den gamle oppfat-
ningen om at en funksjon fgrst og fremst er en formel, og erstatte den med tanken pa
en regel eller forskrift som til hver « tilordner ngyaktig en y. Som et eksempel pa en
slik funksjon angir han

Fz) = a hvis x er rasjonal
" | b hvis z er irrasjonal

der a og b er to konstanter. Dirichlet benytter seg ogsa av det moderne kontinuitets-
begrepet som han kjente fra Cauchys forelesninger i Paris. Hans bevis for Fouriers
metode gjelder for alle f som har et endelig antall sprang, og som er stykkevis mono-
tone og begrensede. Ved a bevise teoremet for en spesifisert klasse funksjoner, innfgrte
Dirichlet en ny tradisjon — tidligere matematikere hadde alltid vert pa jakt etter sam-
menhenger som gjaldt for alle funksjoner, men en slik strategi viser seg & veare lite
fruktbar fordi bade funksjonsbegrepet og dets anvendelser er sa mangfoldig.

En av svakhetene ved Eulers opprinnelig definisjon av begrepet funksjon er at han
aldri presiserer hva han mener med et «analytisk uttrykk». En tilsvarende kritikk kan
rettes mot Dirichlets definisjon — det er ikke klart hva vi mener med en «regel» eller en
«tilordning». I moderne matematikk bruker man derfor gjerne en enda mer abstrakt
definisjon av funksjoner. Ifglge denne definisjonen er en funksjon f : A — B en
mengde ordnede par (z,y) der x € A, y € B, og der hver € A hgrer med til ngy-
aktig ett par. For & finne ut hva f(z) er, leter vi frem det entydig bestemte paret (z, y)
med x som fgrstekomponent, og setter f(z) = y. Man kan selvfglgelig innvende at
denne definisjonen forutsetter at man vet hva en mengde er, men mengdebegrepet er
selve grunnlaget for den systematiske oppbygningen av moderne matematikk.

Selv om de var interessert i mange av de samme ideene, var Fourier og Dirichlet
vidt forskjellige av legning. Pa hver sin mate representerer de den gkende spesiali-
seringen av naturvitenskapen i forrige arhundre. Helt opp til Gauss (1777-1855) og
Cauchy (1789-1857) arbeidet vitenskapsmenn med rene og anvendte problemer om
hverandre. De fleste store matematikere ga viktige bidrag til fysikken, og mange ma-
tematiske nyvinninger ble fgrst oppdaget i en fysikalsk sammenheng. Pa 1800-tallet
vokste kunnskapsmengden s mye at de ferreste maktet a fglge med pa mer enn et
felt. I tillegg vokste kravene til bevisfgrsel i matematikken slik at det kunne ga lang
tid fra en metode ble oppdaget til man fikk bevist at den virkelig fungerte. Tidens
forskere hadde ulike oppfatninger om denne utviklingen — de mer praktisk anlagte var
utdlmodige med & komme videre og var tilfredse med a bruke en metode som funger-
te 1 praksis selv om den ikke var stringent bevist, mens de mer teoretiske var opptatt
av a studere metodenes holdbarhet og gyldighetsomrade. Enna idag blusser det av og
til opp en diskusjon om disse spgrsmalene, men stort sett har man funnet frem til en
fornuftig arbeidsdeling; innenfor matematikken selv skal alle resultater bevises full-
stendig, men nar matematikken brukes pa andre fagomrader, ma det veere lov a bruke
en metode selv om ikke alle forutsetninger er oppfylt eller alle beregninger kan be-
grunnes fullt ut. Det kan ikke vere fysikeres og gkonomers oppgave a bruke ar av sitt
liv pa a finpusse de matematiske detaljene i en teori nar det som regel er langt stgrre
usikkerhet knyttet til den fysikalske eller gkonomiske modellen de startet med.

Som fa andre matematikere hadde Fourier begge beina plantet i det praktiske liv.
Han var fgdt i Auxerre i Frankrike i 1768 som tolvte barn i en skredderfamilie. I
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tidrsalderen ble han foreldrelgs, men hans begavelse hadde allerede vist seg og han
fikk gratisplass ved en skole drevet av Benediktinerordenen. Han ville bli artillerist,
men fikk vite at denne karrieren var forbeholdt adelige — det fikk ikke hjelpe om han
var en «Newton nummer to». Denne opplevelsen styrket ikke Fouriers tiltro til den
eksisterende samfunnsorden, og han sluttet seg helhjertet til den franske revolusjon i
1789. Etter hvert som revolusjonen utviklet seg til en innbyrdes kamp mellom ulike
fraksjoner, ble Fourier vekselvis arrestert og lgslatt. Flere ganger sto han i fare for a
bli henrettet, og en gang skal han bare ha blitt reddet av Robespierres fall. Istedenfor
a miste hodet fikk Fourier stilling ved den nye eliteskolen Ecole Normale der han fikk
flere av tidens ledende matematikere som kolleger.

1 1798 deltok Fourier i Napoleons felttog til Egypt. Hans hovedinnsats var & orga-
nisere arbeidet med en beskrivelse av Egypts geografi og historie, og han skrev selv
en innledning som ennd regnes som et gjennombrudd i egyptologien. Senere ble han
ivrig stgttespiller i Jean Frandois Champollions (1790-1832) arbeid med & tyde hie-
roglyfene. I Egypt hadde Fourier flere administrative poster, og ved tilbakekomsten
til Frankrike gjorde Napoleon ham til prefekt i omradet rundt Grenoble. Fourier var
utvilsomt en dyktig administrator, og da Napoleon falt i 1814 og makten gikk tilbake
til Bourbonfamilien, lot kong Ludvig XVIII ham beholde posten.

1 1815 vendte Napoleon tilbake fra det lille keiserdgmmet han hadde fatt beholde
pé Elba, og marsjerte mot Paris med en styrke pa 1100 mann. Uten at et skudd ble 1gs-
net, deserterte kongens soldater og gikk over til keiseren, og Napoleons styrke vokste
gradvis mens han nermet seg Paris. Grenoble var den fgrste store byen han kom til
pé sin ferd. Fourier gjorde sitt beste for a organisere vepnet motstand, men alt var
nyttelgst, og sammen med sine medarbeidere forlot han byen i det gyeblikket Napole-
on red inn gjennom hovedporten. Keiserens triumferd ma ha gjort inntrykk pa Fourier
— fem dager senere byttet han side, ble adlet og utnevnt til prefekt i Rhine-omradet.
Men Napoleons nye styre skulle bare vare i hundre dager, og da Ludvig X VIII vendte
tilbake etter slaget ved Waterloo, var det slutt pa Fouriers administrative karriere.

Han ble nektet den pensjonen han normalt ville ha fatt, og det s& mgrkt ut inntil en
av hans tidligere elever skaffet ham stilling som direktgr ved det statistiske kontoret for
Seinedalen. Ogsa pa dette omradet gjorde Fourier et praktisk reformarbeid som fortsatt
huskes. I 1816 ble han innvalgt i vitenskapsakademiet i Paris, men kongen nektet &
godkjenne utnevnelsen. Aret etter gikk imidlertid utnevnelsen igjennom, og i 1822
ble Fourier valgt til akademiets permanente sekreter. Samme ar ble avhandlingen om
varmeledning publisert, og Fourier var endelig akseptert som en av tidens fremste
vitenskapsmenn.

Fourier var mest opptatt av de praktiske anvendelsene av sine resultater. At de ikke
var fullstendig bevist, brydde han seg lite om, men det ergret ham at andre kviet seg
for & bruke teknikker som virket sa utmerket i praksis. Pa slutten av sitt liv uttalte
han seg negativt om matematikere som Abel og Jacobi som arbeidet med teoretiske
problemer fremfor a vie seg til de praktiske konsekvensene av varmeledningsteorien.
Fourier dgde i Paris i 1830.

Fouriers matematiske teknikker fant raskt praktiske anvendelser pa andre felt enn
varmeledning. Langt mer overraskende var de teoretiske konsekvensene de skulle fa i
arbeidene til Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet.

Dirichlets familie stammet fra Belgia, men han ble fgdt i Diiren i Tyskland der
faren var postmester. Sytten ar gammel dro han til Paris for a studere. Pa denne tiden
var Paris verdens matematiske midtpunkt, men stgrre innflytelse enn noen av Paris-
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matematikerne fikk likevel Gauss gjennom sitt tallteoretiske mesterverk Disquisitio-
nes arithmeticae. Dirichlet hadde alltid denne boken liggende apen pa skrivebordet,
og han ble den farste til virkelig a forsta og viderefgre Gauss’ ideer.

Dirichlets stgrste prestasjon var a bruke Fouriers teknikker til a lgse et vanskelig
problem i tallteorien. Gjennom numeriske studier var Adrien-Marie Legendre (1752—
1833) kommet til at alle fglger av typen

o0

{an + b}

n=—oo

der a og b er naturlige tall uten felles faktorer, inneholdt uendelig mange primtall.
Hverken han eller hans etterfglgere hadde imidlertid noen idé om hvordan dette skul-
le bevises. Dirichlets lgsning var revolusjonerende; han innsa at ved a bruke Fourier-
analyse kunne han generalisere et bevis som Euler hadde gitt for eksistensen av uende-
lig mange primtall, til ogsa a dekke Legendres problem. Beviset var langt og innviklet,
men de nye teknikkene dpnet en ny tidsalder i tallteorien.

Siden han var interessert i a bruke Fouriers teknikker til 4 lgse problemer i ren
matematikk, matte Dirichlet sgrge for at alle resultatene han brukte, var fullstendig
bevist. Det var dette opprydningsarbeidet som ledet ham til en dypere forstaelse av
funksjonsbegrepet.

Fra 1831 til 1855 underviste Dirichlet ved Universitetet i Berlin. Han giftet seg inn
i en innflytelsesrik jgdisk familie — hans kone Rebecca var barnebarn av den betyd-
ningsfulle filosofen Moses Mendelssohn (1729-1786) og s@ster av komponisten Felix
Mendelssohn-Bartholdy (1809-1847). Peters og Rebeccas hjem ble et mgtested for
kunstnere og intellektuelle, men det forekom at Dirichlet unnslapp selskapelighetene
sammen med sin venn og kollega Carl Gustav Jacobi (1804-1851). De trakk seg til-
bake til de indre gemakker der de underholdt hverandre med a stirre taust ut i luften
mens de grublet pa hvert sitt matematiske problem.

Da Gauss dgde i 1855, ble Dirichlet kalt til Gottingen som hans etterfglger, men
han fikk bare noen fa ar i den nye stillingen. Pa en reise i Sveits i 1859 fikk han hjerte-
problemer og dgde kort tid etter. Dirichlets matematiske produksjon er forholdsvis
liten, men alt han gjorde hadde en dybde og klarhet som har gitt det en varig betydning
i den videre utviklingen.

@nsker du & vite mer om funksjonsbegrepets utvikling, bgr du lese Liitzens artik-
kel [7] og (hvis du er mer ambisigs) bgkene til Edwards [2] og Grattan-Guiness [3].
Du finner ogsa mange opplysninger i generelle matematikkhistorier som Katz [5] og
Boyer og Merzbach [1]. Stillwell [11] har et morsomt kapittel om analytisk geometri
med flere biografiske opplysninger om Descartes, og en del av originallitteraturen om
den svingende strengen finner du hos Struik [12]. Det finnes mange gode bgker om
Fourier-analyse, men de krever alle litt flere forkunnskaper enn det du far gjennom
denne boken. Korners bok [6] er bade blant de beste og blant dem som krever minst
forkunnskaper. Herivels biografi av Fourier [4] er full av detaljopplysninger — sa full
at til tider far den et utrolig spennende liv til & virke ganske tgrt og kjedelig.

I seksjon 6.6 skal vi se neermere pa fremveksten av teorien for kontinuerlige funk-
sjoner og spesielt pa historien til skjeringssetningen og ekstremalverdisetningen. Pns-
ker du a vite mer allerede na, kan du kikke pa Mejlbos artikkel [8]. Det finnes mange
bgker som tar teorien for kontinuerlige funksjoner videre fra det vi har presentert her
— Rudins bok [10] er en av de mest brukte.
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Deriverbare funksjoner

Jeg snur meg med frykt og avsky
bort fra denne beklagelige farsotten
av funksjoner som ikke har noen
derivert.

— Charles Hermite (1822-1901),
Brev

til T.J. Stielties

I det forrige kapitlet snakket vi en del om ikke-deriverbare, kontinuerlige funksjoner
og hvor forskjellige de kan vere fra de deriverbare funksjonene vi er vant til. Siden de
fleste funksjonene vi skal mgte i denne boken, faktisk er deriverbare, er det na pa tide
a se nermere pa derivasjonsbegrepet og dets konsekvenser.

Det viktigste resultatet i dette kapitlet er middelverdisetningen i seksjon 6.2. Den-
ne setningen kommer til & bli et av vare viktigste teoriredskap i resten av boken. Et
annet sentralt resultat er L’Hopitals regel i seksjon 6.3 — den gir oss en uhyre effektivt
metode til a regne ut vanskelige grenseverdier. I slutten av kapitlet skal vi ogsa se litt
mer pa kurvedrgfting og asymptoter, men dette blir stort sett utdypning og viderefg-
ring av ting du allerede kan.

6.1 Derivasjon

I denne innledende seksjonen skal vi ta for oss de grunnleggende regnereglene for
deriverbare funksjoner. Det aller meste av dette stoffet vil vaere kjent fra fgr, og vi skal
ikke bruke mye tid pa det. La oss allikevel starte med begynnelsen — med definisjonen
av derivasjon.



280

Seksjon 6.1 Derivasjon

6.1.1 Definisjon
Anta at f er definert i en omegn om punktet a (det vil si at det finnes et intervall
(a — ¢,a + c) slik at f(z) er definert for alle z i dette intervallet). Dersom

grenseverdien
i f@ = (@)
T—a Tr — a

eksisterer, sier vi at f er deriverbar i a. Vi skriver

T—ra r—a

og kaller denne stgrrelsen for den deriverte til f i punktet a.

Bemerkning
Det er ogsa andre mater a skrive denne definisjonen pa. To vanlige varianter er

f/(a)_ lim f(a+A:z:)—f(a)

T A0 Ax

og
ey = tim 0T D= 10)

Legg merke til at begge disse uttrykkene er enkle omskrivninger av den definisjonen vi
har valgt; vi erstatter rett og slett x med henholdsvis a + Ax og a + h. De forskjellige
skrivematene egner seg til litt ulike formal, og vi skal veksle mellom dem etter behov.

Ogsa for den deriverte selv er det flere skrivemater, og vi skal stundom skrive

% (x) eller D[ f(z)]

istedenfor f’(z). Disse skrivematene er spesielt nyttige nar vi gnsker & derivere store
og uoversiktlige uttrykk. Skriver vi

{e73[cos 2z + x 3 In(2? + 1)]}
er det lett & overse den lille apostrofen til slutt, mens
D{e **[cos 2z +z*In(x? +1)] }

eller p
%{ e 3 cos 2z + x 3 In(2? + 1)] }

ikke etterlater noen tvil om at vi gnsker a derivere uttrykket
e 3%[cos 2z + 3 In(2? + 1)].

La oss ta med et eksempel pa hvordan vi kan finne den deriverte direkte fra defi-
nisjonen:



Kapittel 6

Deriverbare funksjoner 281

6.1.2 Eksempel
Vi gnsker 4 finne den deriverte til funksjonen f(x) = 3 i punktet a. I dette tilfellet er
det lurest a bruke denne versjonen av definisjonen:

h) — h 3_ .3
f'(a) = lim flath) - @) _ ), le+h)—a
h—0 h h—0
Multipliserer vi ut telleren og forkorter, far vi
N (a+h)3—a3_ . a®+3a%h + 3ah? + h® —a®
fla) =l ———— = | h
2h h2 h3
= lim Sa”h+ Sah” lim (3a® + 3ah + h?) = 3a*.

h—0 h h—0
Altsd er f'(a) = 3a? i alle punkter a. Bytter vi navn pa variabelen, kan vi skrive
f'(z) = 322 [ ]

y
sekanter

tangent —

Q-

=

N

o N,

=)

o I

O

=

=~

=1
W

~
)

R

=

Figur 6.1.1.

Det er to geometriske tolkninger av derivasjon som det ofte er lurt & tenke pa. Den
fgrste tolkningen er at den deriverte f’(a) er stigningstallet til tangenten til grafen
y = f(z) i punktet (a, f(a)). Figur 6.1.1 viser hva som skjer;

f(z) = f(a)

r—a

er stigningstallet til sekanten gjennom punktene (a, f(a)) og (x, f(z)), og nar = glir
nermere a, nermer denne sekanten seg mer og mer tangenten i (a, f(a)). (En se-
kant er et linjestykke som forbinder to punkter pa en kurve — i dette tilfellet punktene
(@, f(a)) og (z, f(2)).)

Den andre geometriske tolkningen er ikke sa kjent, men ogsa den er nyttig i mange
situasjoner. La oss tenke oss at tallinjen pa figur 6.1.2a er laget av strikk eller et annet
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elastisk materiale. Dersom vi strekker med ujevn kraft langs tallinjen, vil strikken
deformeres til den uregelmessige tallinjen i figur 6.1.2b. Anta at vi drar sa mye at etter
strekkingen er avstanden fra punktet « til origo lik f(z). La oss na ta to punkter a
og x, og spgrre hvor mye strikken har strukket seg mellom disse punktene. Siden den
opprinnelige avstanden mellom punktene er z—a og den nye avstanden er f(x)— f(a),

, f(@) — f(a) . .
er strikken strukket med en faktor ———— . Lar vi & n@rme seg a, gar denne
x—a
faktoren mot f/(a). Den deriverte f’(a) er altsé den lokale strekningsfaktoren som
forteller oss hvor mange ganger lengre en grliten strikkbit nar punktet a har blitt etter
strekkingen. Vi skal senere i seksjonen se at denne tolkningen av den deriverte gir oss

en enkel forklaring pa kjerneregelen.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 a X

Figur 6.1.2.

Regneregler for deriverte

De deriverte av de vanligste funksjonene er kjent fra skolematematikken, men for
ordens skyld tar vi med en liste her:

6.1.3 Derivasjon av elementaere funksjoner I disse reglene er a en kon-
stant:

Dla]=0

D[x%] = az®~!

D[a®] =a*Ina (a > 0), spesielt er D[ e” | = e®
1

Dln |z|] ==

D[sinz| = cosz

Dlcosz]| = —sinz

=1+tan’z

1
Ditanz]| = p—p

Et annet sett av velkjente formler forteller oss hvordan vi kan derivere kombinasjoner
av funksjoner:
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6.1.4 Derivasjonsregler Anta at funksjonene f og g er deriverbare i punktet
a, og at c er en konstant. Da er ogséa funksjonene cf, f + g, f — g, f - g og
(forutsatt at g(a) # 0) f/g deriverbare i a. Deres deriverte er gitt ved:

@) (cf)'(a) =c- f'(a)
(i) (f +9)'(a) = f'(a) +g'(a)
(ii)) (f —9)'(a) = f'(a) —g'(a)

(v) (f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

o (£ - Lot = fai'@

Men den aller viktigste derivasjonsregelen er kjerneregelen som forteller oss hvordan
vi deriverer en sammensatt funksjon.

6.1.5 Kjerneregelen Anta at g er deriverbar i a og at f er deriverbar i g(a).
Da er den sammensatte funksjonen h(x) = f[g(z)| deriverbar i a, og

h'(a) = f'lg(a)lg (a)-

Mange synes at kjerneregelen er litt underlig, men den er faktisk enkel a forsta ut fra
den geometriske tolkningen av den deriverte som vi ga i forbindelse med figur 6.1.2:
Vi tenker oss at vi strekker strikken to ganger; fgrste gang slik at punktet z havner
i posisjon g(x), og andre gang slik at et punkt i posisjon » havner opp i f(u). Det
punktet som opprinnelig var i posisjon x, havner derfor fgrst i posisjon g(z) og deretter
i posisjon h(z) = flg(z)] (se figur 6.1.3).
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a
-2 -1 0 1 2 3 4 5 a
a
- g(a) >
-2 -1 01 2 3 4 5 a
b
flg@]
-2 -1 0 1 2 3 4 5 a
c
Figur 6.1.3.

Som vi sa ovenfor, er h'(a) den faktoren vi strekker strikken med i punktet a. Star-
ter vi altsa med en grliten strikkbit med lengde Az rundt a, vil den etter strekkin-
gen ha lengde h'(a)Ax. I virkeligheten har vi strukket i to etapper. Etter den fgrste
strekkingen har strikkbiten vér fatt lengde Au = ¢'(a) Ax. I den andre strekkin-
gen forlenges Au med en faktor f/'(u) = f’(g(a)), sé den totale strekkingen blir
f'g(a)] Au = f'[g(a)]g’ (a) Az. Sammenligner vi de to uttrykkene for strekkfakto-
ren, ser vi at h’(a) = f'[g(a)]¢’(a), akkurat som kjernereglen sier. Dette argumentet
er selvfglgelig ikke et matematisk bevis for kjerneregelen, men det forklarer pa en
overbevisende mate hvorfor regelen ser ut som den gjgr. For dem som er interessert,
har vi tatt med et formelt bevis for kjerneregelen mot slutten av seksjonen.

I denne boken forutsetter vi at leseren behersker derivasjon ved hjelp av reglene
ovenfor, men vi tar allikevel med et typisk eksempel. Synes du dette eksemplet er
vanskelig, bgr du trene mer pa derivasjon fgr du gar videre.

6.1.6 Eksempel
Deriver f(x) = 23sin(Inz).
Ifglge produktregelen 6.1.4(iv) er
f'(x) = D[2*] -sin(Inz) + 2* - D[sin(Inz)].

Vi vet at D[ 23] = 322, men for & regne ut D[sin(In z) | ma vi benytte kjerneregelen
med g(z) = Inz og f(x) = sinx («vi bruker g(x) = In 2 som kjerne»). Vi far

Disin(lnz)] = cos(Inz) - %

Setter vi inn i uttrykket for f/(z), blir svaret

f'(z) = 32®sin(Inz) + 2* cos(In z).



Kapittel 6

Deriverbare funksjoner 285

Vi skal avslutte denne seksjonen med et par enkle observasjoner samt et bevis for
kjerneregelen. Det fgrste resultatet er egentlig bare en omskrivning av definisjonen av
den deriverte, men det er nyttig bade i teori og praksis.

6.1.7 Setning
Anta at f er deriverbar i punktet a. Da finnes det en funksjon 7 slik at

fla+h) = f(a) + f/(a)h+n(h)h

og limy,_,0n(h) = 0 0g n(0) = 0.

Bevis: Definer en funksjon 7 ved:

n(h) = —=———————f'(a) (1)

for h # 0 ogsettn(0) = 0. Siden }llirr%) w = f'(a),sderlimy_on(h) =
—

0. Lgser vi (1) med hensyn pa f(a + h), far vi
fla+h) = f(a) + f'(a)h +n(h)h
og beviset er fullfgrt. [ |

Siden bade h og n(h) gar mot null, forteller setningen oss at nar h er liten, sd er
f(a+ h) svert ner f(a) + f'(a)h. Denne observasjonen er ofte nyttig nar vi gnsker a
gjore et raskt overslag over hvordan ting endrer seg. Uttrykket f/(a)h kalles forgvrig
differensialet til f og skrives df (a, h) = f'(a)h.

6.1.8 Eksempel
En kuleformet ballong har radius r. Hvor mye gker volumet dersom radien far et lite
tillegg h?

Siden volumet til en kule med radius 7 er V(r) = 4713 /3, er det eksakte svaret
selvfglgelig

V(ir+h)=V(r)= %71’(7’ +h)3 — %m“?’. (2)

Denne stgrrelsen er imidlertid ikke sa lett a estimere i1 hodet, men ved a bruke teknik-
ken ovenfor far vi en enklere tilneermelse (symbolet & betyr tilnarmet lik):

V(r+h)—V(r)~V'(r)h = 4rr?h. (3)
La oss sammenligne dette overslaget med den eksakte verdien. Regner vi ut hgyresi-
deni (2), far vi

47h3
3
Her er det fgrste leddet den tilneermede verdien i (3), mens de to andre leddene er mye

mindre dersom A er liten i forhold til » (sett » = 10 og h = 0.5 og se hva du far).
[ |

V(r+h) —V(r) =4nr*h + 4nrh* +
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La oss ogsa se pa noen teoretiske konsekvenser.

6.1.9 Setning

Dersom f er deriverbar i et punkt a, er den ogsa kontinuerlig i a.

Bevis: Vima vise at lim,_,, f(z) = f(a). Ifplge setning 6.1.7 er

lim () = lim f(a+h) = lim[f(a) + f'(a)h +n(h)h] = f(a).

Tr—ra
Dermed er setningen bevist. |
Bemerkning
Vi kunne ogsa ha vist denne setningen direkte fra definisjonen av deriverbarhet uten &
. , : , : . f(@) = fla)
ga veien om setning 6.1.7: Dersom f er deriverbar i a, eksisterer grensen lim —————,
r—a Tr—a

og det er bare mulig dersom lim,._,,, f(z) = f(a). Legg merke til at omvendingen av
6.1.9 ikke er sann — en funksjon kan godt vaere kontinuerlig i et punkt uten a vare
deriverbar der. Det enkleste eksemplet er funksjonen f(x) = |z| som er kontinuerlig,
men ikke deriverbar i 0. Som vi nevnte i forrige kapittel, finnes det faktisk funksjoner
som er kontinuerlige overalt, men ikke deriverbare i ett eneste punkt!

Vi lovet a ta med et bevis for kjerneregelen.

Bevis for kjerneregelen: Vi skal vise at den deriverte til den sammensatte funksjo-
nen h(zx) = flg(x)] er gitt ved

Per definisjon er
W) — tim T = Slo(@)]

z—a Tr—a

Lar vi k = g(z) — g(a), s er g(x) = g(a) + k, og setning 6.1.7 forteller oss at

flo(@)] = flg(a) + k] = flg(a)] + f'lg(a)]k + n(k)k
= flg(@)]l + [f'lg(a)] + n(k)][g(x) — g(a)]

hvor (k) — 0 nér z — a (hvorfor?). Setter vi dette inn i uttrykket for h'(a), far vi

[/'[g(a)] + n(F)]lg(x) — g(a)]

() — tim T90) = flote)

= lim
— tim )] + n() L=,

I dette produktet gér den fgrste faktoren mot f’[g(a)], mens den andre faktoren gér
mot ¢'(a). Dermed er

h'(a) = f'lg(a)lg'(a)

og beviset er ferdig. |
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Logaritmisk derivasjon

Helt til slutt i denne seksjonen skal vi si noen fa ord om en regneteknikk som kalles
logaritmisk derivasjon. Den bygger pa fglgende enkle observasjon.

6.1.10 Setning
Hvis f er deriverbar og forskjellig fra O i punktet z, sa er

f'(z) = f(z) - D[In|f(2)|].

Bevis: Bruker vi kjerneregelen til a derivere In | f ()|, far vi

1
Dlln|f(x)|] = ——f'(x).
[T |f(x)[] @) ()
Multipliserer vi med f(x) pa begge sider, far vi formelen vi gnsker. |

Setningen sier altsa at vi kan derivere f(x) ved fgrst & derivere In | f(z)| og s& gange
svaret med f(z). Dette virker som en temmelig absurd fremgangsmaéte, men dersom
f(x) inneholder mange produkter og potenser, viser den seg & vere meget tidsbespa-
rende. Grunnen er at vi kan bruke regnereglene for logaritmer til & forenkle uttrykket
for vi deriverer. Her er et eksempel.

6.1.11 Eksempel
Deriver
f(fE) —_ }COSlgl' . etanw . (1,16 + 3x12)|Cosx'

Bruker vi regnereglene for logaritmer, ser vi at
In[|cos'® z-e"® (210 4321?)|"" "] = cosz[181In | cos z|+tan z+1In(2'0+32'%)].

Deriverer vi dette uttrykket med produktregelen, far vi

D[In|f(z)|] = —sinz[181In]|cosz| + tanz + In(z'° + 32'?)]
1621° + 36211
+cosx|—18tanz + P 216 1 3,12
som kan trekkes sammen og forenkles til
D[In[f(x)]] = —18sinz(1 + In|cos z|) + cosx
4z* +9

—sinz - In(2'% + 32'%) + 4cos x -

x5+ 3z’

Tar vi né dette uttrykket og multipliserer med f(x), far vi f/(z). Svaret er ikke vakkert,
men de derivasjonene vi har utfgrt underveis, er forbausende enkle. [ |
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Oppgaver i seksjon 6.1

1. Deriver funksjonene:

a) f(x) =coszsinz

b) f@) = —— +e

cosx

o flz) = xtanz:— sin
d) f(r) =Inz?
e) f(x) = cos(e”

f(z) = (cos z?)
g) f(x) =xcos(Inx)
h) f(x) = (ZOS':(U*;@
D f() = zIn(sinz) + tan z

ea:

2. Anta at f, g og h er deriverbare funksjoner. Vis at

D[ f{glh(2)]}] = f{glh(2)]}g'[h(2)] (x).

3. Bruk logaritmisk derivasjon til a beregne de deriverte til disse funksjonene.

a) f(z) =2 cos*z-e

b) f(z) = Vsinz-e” -tanz
o f(z)=2a"

d) f(z) =27 . Inx

D[f(@)!™)] = f(@)"® | g (2) In f() +
5. Et sylinderformet sementrgr er 2 m langt og har indre radius 0.5 m. Tykkelsen av
sementen er 0.05 m. Bruk teknikken i eksempel 6.1.8 til & ansla volumet av sementen.

6. I en fartskontroll maler politiet tiden bilene bruker over en strekning pa 500 m
og beregner farten ved hjelp av formelen v = s/t. En bilist bruker 25 sekunder pa
strekningen, og politiet regner med at usikkerheten i tidsmélingen er 1 sekund. Bruk
teknikken i eksempel 6.1.8 til & ansla usikkerheten i fartsmalingen.

7. Bevis de generelle derivasjonsreglene 6.1.4(i)—(iii).
8. Bevis de generelle derivasjonsreglene 6.1.4(iv)—(v).

9. Vis at D[ 2? ] = 2 direkte fra definisjonen av derivert.



Kapittel 6  Deriverbare funksjoner 289

1
10. Visat D [ N ] = —— direkte fra definisjonen.

2\/x
11.  a) Sett f(z) = |z — 1|. Vis at f/(1) ikke eksisterer.
b) Sett g(z) = (z — 1)|z — 1. Vis at ¢'(1) eksisterer.

12. La )
fla) = {xs forxz <0

xz® forxz >0

Bruk definisjonen av den deriverte til & beregne f’(0).

13. La

1—cosx
f(x)z{x forxz >0
x? forxz <0

Undersgk om f er deriverbar i 0.

14. Lan vere et naturlig tall. Bruk definisjonen av den deriverte til 4 vise at D[ 2™ | =

- o (x4 Az)" —a" o

na™ 1. (Hint: skriv f'(x) = lim ——————— og bruk binomialformelen.)
Az—0 Ax

15. Vis at D[sinz ] = cosz direkte fra definisjonen av den deriverte. (Hint: Bruk at

sin(z + Az) = sinx cos Az 4 cos x sin Az. Du kan benytte at lim,_,o ¥2£ = 1 og

atlim, g % = 0, se f.eks. oppgave 5.4.9.) ’

16. Vis at D[cos x| = — sin x direkte fra definisjonen.

17. Lan vere et naturlig tall og anta at f og g er n ganger deriverbare. Vis at

n

DO f@)] = Y- (1) D @)D gl

k=0

der D™ h betegner den n-te deriverte til funksjonen h. Bruk formelen til & finne den
fjerde-deriverte til h(z) = e” sin .

18. (UiO) Anta at f : R — R er en kontinuerlig funksjon med f(0) = 0. Vis at
dersom f er deriverbar i 0, finnes det en kontinuerlig funksjon ¢ : R — R slik at
f(x) = zg(x) for alle z € R.

6.2 Middelverdisetningen

I denne seksjonen skal vi se pa det viktigste resultatet i teorien for deriverbare funk-
sjoner — middelverdisetningen. Til tross for sin betydning er ikke denne setningen
vanskelig a utlede, og den har en geometrisk tolkning som gjgr den lett a forsta.

Vi begynner med et hjelperesultat som de fleste sikkert kjenner fra fer.

6.2.1 Setning
Anta at funksjonen f : [a,b] — R har et maksimum eller et minimum i et indre
punkt ¢ € (a,b). Dersom f er deriverbar i ¢, ma f’(c) = 0.
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Bevis: Vi ma vise at dersom f’(c¢) # 0, sé kan ikke ¢ veare et ekstremalpunkt. La oss
anta at f'(c) > 0 (tilfellet f'(¢) < 0 kan behandles pd samme maéte). Siden

f/(c> — lim f(l‘) — f(C)
r—c xr — C
ma M > 0 for alle x tilstrekkelig ner c. Velger vi x litt stgrre enn c, er
T —c

nevneren x — c positiv, og dermed ma ogsa telleren f(x) — f(c) veere positiv; det vil
si f(x) > f(c). Altsd kan ikke ¢ vaere et maksimumspunkt. Velger vi isteden z litt
mindre enn c, vil brgken

f(@) = f(e)

x—c
fortsatt veere positiv, mens nevneren x — ¢ na er negativ. Da ma ogsa telleren f(x) —

f(c) veere negativ, og fglgelig er f(z) < f(c). Altsd kan ikke ¢ vaere et minimums-
punkt. |

Det neste resultatet er et spesialtilfelle av middelverdisetningen.

6.2.2 Rolles teorem Anta at funksjonen f : [a,b] — R er kontinuerlig, og at
den er deriverbar i alle indre punkter x € (a, b). Anta videre at f(a) = f(b). Da
finnes det et punkt ¢ € (a, b) slik at f'(c) = 0.

Bevis: Siden f er kontinuerlig, har den ifglge ekstremalverdisetningen 5.3.5 et maksimums-
og et minimumspunkt i intervallet [a, b]. Siden f(a) = f(b), ma minst ett slikt punkt
c ligge i det indre av intervallet (a, b). Setning 6.2.1 forteller oss at f/(c) = 0. [ |

6.2.3 Middelverdisetningen Anta at funksjonen f : [a,b] — R er konti-
nuerlig, og at den er deriverbar i alle indre punkter « € (a,b). Da finnes det et

punkt ¢ € (a, b) slik at
£(b) ~ fla)

o=
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(b, f(b)) —

(a, f(a))

A\

Figur 6.2.1.

Fogr vi gar 1gs pa beviset, kan det vere lurt a se pa den geometriske tolkningen av mid-

b) — f(a
delverdisetningen. Siden M er stigningstallet til sekanten gjennom (a, f(a))

og (b, f(b)), sier setningen at det finnes et punkt ¢ mellom a og b der tangenten er pa-
rallell med denne sekanten (se figur 6.2.1). Pa grunn av denne geometriske tolkningen
kalles middelverdisetningen ogsa for sekantsetmingen. Legg for gvrig merke til at der-
som f(a) = f(b), sa sier middelverdisetningen det samme som Rolles teorem.

Bevis for middelverdisetningen: Den rette linjen gjennom (a, f(a)) og (b, f(b))
har ligningen
f(0) = f(a)

y:ﬁ@*awrf(a)-

Den loddrette avstanden mellom grafen y = f(x) og denne sekanten er derfor (se
figur 6.2.2)

Legg merke til at

h'(x) _ f’(x) _ f(bl)):i(a)

Siden h(a) = h(b) = 0, tilfredsstiller h betingelsene i Rolles teorem, og det ma derfor
finnes en ¢ € (a, b) slik at A'(¢) = 0. Dermed er

f(b) — f(a)

0=H() = f'(e) - T

som gir f'(¢) = 12— O
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Ay
£
. (b)) y= f(bzi - ];(a) - a)+f@
9y \ -
(@, (@) ‘
| |
1 |
| | X
a X b X

Figur 6.2.2.

Bemerkning

Legg merke til at hverken middelverdisetningen eller beviset forteller oss hvilket
punkt ¢ er. Den eneste opplysningen vi har om ¢, er at det ligger i intervallet (a, b),
men heldigvis er dette nok informasjon for de fleste anvendelser.

La oss se noen enkle eksempler pa hva middelverdisetningen kan brukes til.

6.2.4 Korollar
Dersom f’(z) = 0 for alle « i et intervall I, sé er f konstant pa I.

Bevis: Velg et punkt a € I; viskal vise at f(z) = f(a) for alle z € I. For en hvilken
som helst slik « # a har vi

f(x)_f(a) —f/(C) =0
r—a
for en ¢ mellom x og a. Altsd er f(x) = f(a). [ |

Legg ngye merke til hva korollaret sier. Det sier ikke at alle konstantfunksjoner har
derivert lik 0 — dét er en trivialitet som fglger direkte fra definisjonen av den deriverte.
Derimot sier det at konstantfunksjonene er de eneste som har derivert lik null overalt,
og det er det ikke sa lett a vise uten middelverdisetningen.

Fgr vi vender oss mot den andre anvendelsen av middelverdisetningen, minner vi
om at en funksjon f er voksende pa et intervall I dersom f(x1) < f(x2) for alle
z1,22 € I med x; < xo. Funksjonen er avtagende dersom f(x1) > f(x2) for
alle z1,29 € I med x; < xo. Vi sier ogsa at en funksjon f er strengt voksende
dersom f(z1) < f(x2) nar x; < o, og vi sier at den er strengt avtagende dersom
f(z1) > f(xg) ndr 21 < xo.
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6.2.5 Korollar

Anta at f er kontinuerlig i intervallet [a, b]. Dersom f’(x) > 0 for alle indre
punkter x € (a,b), er f voksende pa [a, b]. Dersom f’(x) < 0 for alle z € (a, b),
er f avtagende pa [a, b]. Dersom vi isteden har strenge ulikheter (henholdsvis
f'(xz) > 0eller f'(x) < O for alle indre punkter x), si er funksjonen strengt
voksende eller strengt avtagende.

Bevis: Vi vil her bevise den fgrste delen av korollaret og overlater resten til leseren.
Anta f'(xz) > 0 for alle z € (a,b), og velg z1,22 € [a,b] slik at 1 < x4. Ifplge
middelverdisetningen finnes det en ¢ € (z1, z2) slik at

f(@2) = f(@1)

e CEL

Siden x2 > x4, betyr dette at f(x2) > f(x1), og f er voksende. [ |

Legg merke til at vi ikke har forutsatt noe om den deriverte i endepunktene a og b
(ikke en gang at den eksisterer).

Bemerkning

Det kan vere pa sin plass med en kommentar her. I skolematematikken definerer man
ofte en funksjon til & vaere voksende dersom f” er positiv, men av flere grunner er ikke
dette en god definisjon; for det fgrste virker den ikke for ikke-deriverbare funksjoner,
og for det andre definerer den et enkelt begrep («voksende») ved hjelp av et atskillig
mer komplisert («derivert»). At det i praksis ofte er lettest & vise at en funksjon er
voksende eller avtagende ved & se pa fortegnet til den deriverte, rokker ikke ved disse
innvendingene; det er slett ikke uvanlig i matematikken at man supplerer den teoretisk
«riktige» definisjonen med kriterierer som er lettere a kontrollere i praksis. A opphgye
disse praktiske kriteriene til definisjoner er ofte uheldig fordi de ikke dekker alle til-
feller man er interessert i, eller ikke lar seg generalisere til andre situasjoner. En mer
subtil grunn til at det ikke er lurt & knytte begrepet «voksende» direkte til den deriver-
te, ser du i oppgave 23. Der finner du en funksjon g som har ¢’(0) = 1/2, men som
ikke er voksende i noe intervall rundt 0!

Ser vi pa figur 6.2.1, kan middelverdisetningen virke som en geometrisk selvfglgelig-
het, men i likhet med skjeringssetningen og ekstremalverdisetningen, stikker resulta-
tet dypere enn det kan se ut til ved fgrste gyekast.

6.2.6 Eksempel
La oss late som vi bare har de rasjonale tallene a regne med, og la

flx) =2 — 9z.

Daer f(0) = f(3) = 0, men siden f’(z) bare er null nir z = ++/3, finnes det ikke
noe rasjonalt tall mellom 0 og 3 hvor den deriverte er 0. Fglgelig er ikke Rolles teorem
og middelverdisetningen sanne dersom vi holder oss til det rasjonale tallsystemet.
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Men hvor er det beviset for middelverdisetningen bryter samme i det rasjonale
tilfellet? Jo, da vi beviste Rolles teorem, brukte vi ekstremalverdisetningen til a finne
et ekstremalpunkt i det indre av intervallet, og ekstremalverdisetningen gjelder ikke i
det rasjonale tilfellet. |

Nar du leser videre i denne boken, vil du oppdage at middelverdisetningen dukker
opp om og om igjen i mange forskjellige sammenhenger. Kanskje er denne setningen
det resultatet i hele boken som oftest brukes til & bevise nye ting. Det er ikke lett &
si hvorfor middelverdisetningen er sa nyttig, men her er i hvert fall ett poeng som er
verd a ta med seg: Nar man arbeider med en funksjon, er man ofte interessert i a se
hvordan den varierer i nzrheten av et punkt a — man vil undersgke hvordan f(a + h)
er sammenlignet med f(a). Tenker vi litt uformelt, far vi ofte mye informasjon av &
tilnzerme differensen f(a + h) — f(a) med differensialet f'(a)h. Disse uttrykkene er
ikke helt like, men f’(a)h gir oss ofte et godt inntrykk av hva som skjer. I anvendelser
er et slikt overslag ofte tilstrekkelig, men nar man skal bevise ting strengt matematisk,
er tilneermingen f(a+h)—f(a) = f'(a)h ikke bestandig nok; vi mangler informasjon
om hvor like de to uttrykkene er. Bruker vi middelverdisetningen, ser vi at f(a+ h) —
f(a) = f'(c)h for en ¢ mellom a og a + h. Dette er en eksaks likhet (selv om vi ikke
har full kontroll pa hvor punktet c er) og den gir oss ofte den informasjonen vi trenger.
En ekstra fordel er at likheten f(a + h) — f(a) = f’(c)h holder ogsé nar h er stor,
mens tilnermimgen f(a + h) — f(a) ~ f'(a)h da som regel er ubrukelig.

Oppgaver i seksjon 6.2

1. Avgjgr pa hvilke intervaller funksjonene er voksende og avtagende.
a) f(z) =2? — 6z
b) fla)=1-2*/?

2

¢) f(z) =sinz

2. Bruk skjeringssetningen og korollar 6.2.5 til a vise at funksjonene har ngyaktig ett
nullpunkt i det angitte intervallet.

a) f(x) = cosz — xiintervallet [0, 7 /4]
L.

b) f(z) =Inxz — — iintervallet [1, €]
T

c) f(z) = e?® — 2¢” i intervallet [0, 1]

3. Vis at grafene til funksjonene f(z) = 2 — 2 og g(2) = In(2 + ) har ngyaktig ett
skjeringspunkt i intervallet [0, 1].

4. Vis atligningen 2 = tan « har ngyaktig en lgsning i hvert intervall ((n—1/2)7, (n+
1/2)7) der n er et helt tall.

5. La f(z) = « — 4/z. Vis at f(—1) = f(4), men at det ikke finnes noe punkt
¢ € (—1,4) slik at f'(c) = 0. Hvorfor strider ikke dette mot Rolles teorem?
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6. La f(x) = 1 — 2%/3. Vis at f(—1) = f(1), men at det ikke finnes noe punkt i
(=1,1) der f’ er lik null. Hvorfor strider ikke dette mot Rolles teorem?

7. Vis at det mellom 0 og et tall z alltid finnes en c slik at sin z = z cos c. Bruk dette
til 4 vise at |sin z| < |z| for alle .

8. Anta x > —1. Vis at det alltid finnes et tall ¢ mellom 0 og « slik at In(1 + z) =
z/(14+¢). Visatln(l + z) < z.

9. Alglcta x > —1. Vis at det finnes et tall ¢ mellom 0 og = slik at /1+2 — 1 =
———. Visat

(2vI+e) \/1+x§1+g.
10. Antaataeretreelttall, 0 < a < 1. Vis at
14+2)*<1l+4azx for x> —1.

11. a) Visat|sinz —siny| < |z — y| for alle z, y.

b) Visat |[tanz — tany| > |z — y| foralle z,y € (—7/2,7/2).

12. (UiO) Vis at ’ < |z — y| foralle z,y € R.

N
Vitaz? 142

13. (UiO) Anta at f er kontinuerlig i [a, b], to ganger deriverbari (a,b), og at f(a) =
f(d) = f(b) forend € (a,b). Vis at det finnes en ¢ € (a, b) slik at f”/(c) = 0.

14. (UiB) La f veare funksjon som er to ganger deriverbar pa intervallet I. Anta at f”/
har ngyaktig ett nullpunkt i /. Vis at f kan ha hgyst tre nullpunkteri /.

15. (UiO) La f veare deriverbar pa hele R. Anta at det finnes et tall r slik at

lim f(z)= lim f(z)=r.

T—00 T——00
Vis at det finnes et tall ¢ slik at f'(¢) = 0.

16. (UiO) La f og g veere to funksjoner som er kontinuerlige pa det lukkede intervallet
[a, b] og deriverbare pa det dpne intervallet (a,b). Anta videre at f(a) = g(a) og
f(b) = g(b). Vis at det finnes et tall ¢ € (a, b) slik at f'(c) = ¢(¢).

17. (UiO) Den deriverbare funksjonen f : R — R skjerer linjen y = ax + b tre
steder. Vis at det finnes minst to punkter z der f/(z) = a.

18. (UiO) Bevis at fglgende ulikhet gjelder for alle naturlige tall n:

IRE I U S Ry
p— — o .. —_— n
273 n "

19. (UiO) Anta at funksjonen f er definert for alle x, og at den tilfredsstiller
|f(b) — f(a)] < K(b—a)>  foralle a,beR

der K er en positiv konstant. Vis at f er konstant.
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20. a) (UiO) Anta at f’ er kontinuerlig pa [a, b]. Vis at det finnes et tall K slik at

|f(x) = f(y)l < K|z —y|
for alle z,y € [a,b).

b) La f(x) = /z. Vis at det ikke finnes en konstant K slik at |f(z) — f(y)| <
K|x — y|. Hvorfor strider ikke dette mot a)?

21. a) (UiO) Vis at

(n+1) lln(n +7) < Ieln(+ 1] = Infln()] < :

nlnn
nar n er et naturlig tall stgrre enn 1.
b) Vis at fglgen {s,,} der

1 1 1
“om2 3m3 Tt i r D)

Sn

ikke konvergerer.

c) Vis at fglgen {t,} der t,, = s,, — In[Iln(n + 1)] konvergerer mot et tall ¢, og at

—In(ln2) <t < —1In(In2) +

2ln2°

22. a) Antaat f er kontinuerlig i ¢ og at lim,_,, f'(x) = L. Vis at f er deriverbar
iaogat f'(a) = L.

b) Vis at det finnes en funksjon g slik at lim,_,o ¢’ (x) ikke eksisterer, men g likevel
er deriverbar i 0. Hint: Prgv

1

2gin =
g(x):{x sin — forx #£ 0
0 for z = 0.

¢) Visatdersom de ensidige grensene lim,_,,+ ¢’(z) oglim,_,,- ¢’(x) eksisterer,
men ikke er like, sa kan ikke g vere deriverbar i a.

d) Bruk resultatene ovenfor til & avgjgre om funksjonene er deriverbare i 0

_[e*—1 forxz >0
h(z) = {sinx forx <0

h(z) = tan x forz >0
)= In(z? +1) forz <0

23. Funksjonen f er definert for alle reelle tall x ved

1
2 . .
f(x):{x sin — hvis z # 0
0 hvisz =0
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a) Vis at
1 1
f(z) = {szinx—cosx hv?sx;«éo
0 hvisz =0

b) La g(x) = f(x) + 5. Vis at g’(0) = 1/2, men at det ikke finnes noe intervall
(—a,a),a > 0, der g er voksende. Hvorfor strider ikke dette mot korollar 6.2.5?

24. 1 denne oppgaven skal vi vise et resultat som kalles Darboux’ teorem eller skjeerings-
setningen for deriverte. Det sier: «Anta at pa intervallet [a, b] er f den deriverte til en
funksjon F. Anta videre at f(a) < a < f(b). Da finnes det en ¢ € (a,b) slik at
f(e) = a.» (Legg merke til at vi ikke krever at f er kontinuerlig.)

a) La G(z) = F(x) — a(x — a). Forklar hvorfor G ma ha et minimumspunkt c pa
[a, b].

b) Vis at minimumspunktet c ikke kan vere a eller b.

¢) Visat f(c) = a.
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6.3 LHopitals regel og ubestemte uttrykk

I denne seksjonen skal vi bruke fglgende variant av middelverdisetningen til a skaffe
oss et kraftig redskap til beregning av grenseverdier.

6.3.1 Cauchys middelverdisetning Anta at f, g : [a,b] — R er to konti-
nuerlige funksjoner som er deriverbare i alle indre punkter 2 € (a, b). Da finnes
deten c € (a,b) slik at

at

Altsa er

Bemerkning
Vi burde ha skrevet konklusjonen i Cauchys middelverdisetning pa formen

[£(b) = f(a)lg'(c) = [9(b) — g(a)lf(c)

for & unnga (trivielle) tolkningsproblemer nér g(b) = g(a), men formen vi har valgt
er langt oversiktligere.

L'Hépitals regel for «0/0»-uttrykk

Vi har tidligere nevnt at det ikke finnes noen generell regel for hva grenseverdien til
brgken f(x)/g(x) er, dersom f(z) og g(z) begge gar mot null. I noen tilfeller vil en
slik grense vere oo, i andre 0, i atter andre et tall forskjellig fra null, og sa videre.
Siden det ikke finnes en generell regel, ma hvert enkelt tilfelle behandles individuelt,
og L’ Hopitals regel er et effektivt verktgy for slike undersgkelser av «0/0»-uttrykk.
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6.3.2 L’Hopitals regel for «0/0» Anta at lim,,_,, f(z) = lim,_,, g(z) = 0 og
at g(z) # 0 for alle « tilstrekkelig neer a. Anta videre at grenseverdien

f'(=)
v—a g'(z)

eksisterer (vi tillater at den er lik co eller —oo). Da eksisterer ogsa grenseverdien
lim, o f(2)/9(x) og

Bevis: Dersom f og g ikke er definert i a (eller er definert, men ikke kontinuerlige),
kan vi utvide f og ¢ til kontinuerlige funksjoner i a ved 4 sette f(a) = g(a) = 0.
Ifglge Cauchys middelverdisetning finnes det en ¢ mellom x og a slik at

Nar 2 gar mot a, ma ¢ ogsa ga mot a, og dermed er

@) _ 10

lim ——+% = lim .
S g@) e g0

Bemerkning
Legg merke til at beviset fungerer like godt for ensidige grenser, og at vi derfor kan
bruke L’ Hépitals regel ogsa i det ensidige tilfellet.

6.3.3 Eksempel

I uttrykket
. Inz
lim
z—=1x —1

gér bade teller og nevner mot null. Deriverer vi over og under brgkstreken, far vi

Ifglge L' Hopitals regel er dermed

I noen tilfeller ma vi bruke L' Hopitals regel flere ganger fgr vi kommer frem til et
svar:
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6.3.4 Eksempel

La oss beregne
. 1—cosx
lim ———.
z—0 xT

Deriverer vi oppe og nede, skulle vi ifglge L’Hopitals regel ha
1—-cosz I sinx

lim = lim
0 22 =0 21

forutsatt at den siste grensen eksisterer. Dette er igjen et «0/0»-uttrykk, og deriverer
vi oppe og nede pa nytt, far vi

. . 1—coszx
Altsa er lim — =
x—0 x€X

DN | =

I beviset for L’Hopitals regel antok vi at a var et tall, men regelen gjelder like godt for
grenseproblemer hvor x gar mot +-oo:

6.3.5 Korollar
L’Hopitals regel gjelder ogsa nar a = 0o og a = —o0.

Bevis: Ved a substituere = 1/t kan vi tilbakefgre problemet til den formen vi
allerede kjenner:

o @) SO /(R
o3 glw) s g(1f1) 0k ¢ (1/D(—1/8)
Py 1)

T g(1/1)  ameo g'(a)

Det er et par feller ved bruken av L’Hopitals regel som det er verdt & merke seg. Den
fgrste er at regelen forutsetter at grenseverdiene til f(x) og g(x) er O (eller, som vi
snart skal se, +00). Bruker vi regelen uten at denne forutsetningen er oppfylt, blir
svaret galt! Denne fellen burde veare enkel a unnga, men selv rutinerte brukere faller
av og til i den — spesielt i problemer hvor man ma bruke L"Hopitals regel mange ganger
etter hverandre.

Den neste fellen er mer subtil, og det er best a forklare den gjennom et eksempel.

6.3.6 Eksempel
Sett f(z) = 2?sin(1/z) og g(x) = z. Daer lim, o f(z) = lim,_0g(z) = 0, og
(uten bruk av L’Hopital!)

2.1
T°sin = 1

limM:hm L = limxsin— =0
z—0 g(;c) z—0 T z—0 T
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siden den fgrste faktoren gar mot null og den andre ligger mellom —1 og 1.
La oss na prgve a lgse det samme problemet ved hjelp av L’ Hopitals regel:

I () 5 2msin%—cos% ) ( o1 1)
i =lim —% ¢ )

m = = lim | 2z sin — — cos —
=0 g'(x)  =—0 1 z—0 T T
I dette uttrykket gér det fgrste leddet mot null mens det andre svinger hurtigere og hur-
tigere mellom ytterpunktene 1 og —1. Grenseverdien til f'(x)/g’(x) eksisterer derfor
ikke. Men sier ikke da L’Hopitals regel at grenseverdien til f(x)/g(z) heller ikke ek-
sisterer — i strid med det vi viste innledningsvis? Nei, den gjgr nok ikke det. Leser
vi formuleringen av regelen grundig, ser vi at den kun uttaler seg om tilfellet hvor
lim,_,o f'(x)/g’ () eksisterer. Det er derfor fullt mulig at lim,_,q f(z)/g(z) eksis-
terer selv om lim, o f'(z)/¢'(x) ikke gjgr det. [ |

Advarsel
Dersom man bruker L'Hdpitals regel og finner at grenseverdien hm g g ikke eksis-

terer, sa kan man ikke trekke den slutningen at hn}) g 8 ikke eks1sterer

L'Hopitals regel for «oo /co»-uttrykk

En nyttig variant av L’Hopitals regel har vi nar telleren og nevneren gér mot uendelig
istedenfor null. Bevisideen er den samme som for «0/0»-uttrykk, men gjennomfgrin-
gen er litt mer komplisert, og mange vil nok foretrekke a hoppe over dette beviset.

6.3.7 L’Hopitals regel for «oo/oo» Anta at lim,_,, f(z) = lim,_,, g(z) = oo
og at grenseverdien
f'(x)

im
z—a g'(x)
eksisterer (vi tillater at den er lik co eller —oo). Da eksisterer ogsa grenseverdien

limg ., f(2)/9(x) og

og lim, ..+ £@) pyer

*Bevis: Vi skal beregne de ensidige grensene lim,, ,,- ! ( ) e
for seg. Siden argumentene er helt like i de to tilfellene, skrlver vi bare ned hva som
skjernarx — a~.

Gitt en x < a, definerer vi

x’zsup{z<a|f(Z)S\/T0gg \/7}

(2’ vil ikke ngdvendigvis finnes for alle z, men siden lim,_,,, f(z) = lim,_,, g(z) =
00, vil den finnes for alle z tilstrekkelig ner a, og det er alt vi behgver). Siden f og
g er kontinuerlige, ma f(z') < /f(x) og g(z') < \/g(x) med likhet i minst ett av
tilfellene. Av dette folger det at 2’ gar mot a nedenfra nar x gjor det. Ifglge Cauchys
middelverdisetning finnes det et tall ¢ mellom 2’ og x slik at

fl@) - f@) _ f(o)
g(z) —g(z')  g'(c)
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og fglgelig er
o fl@) = f@@) L f(e)
xlggf g(x) —g(z") clﬁlrgi g'(e)

Pa den annen side er

@)
lim M: lim @ﬂ: m f(z)
e—a- g(x) —g(a')  w—a g(z) L 9) e g9(z)
g(z)

siden f(2') < \/f(z) og g(2’) < y/g(x). Kombinerer vi disse to likhetene, far vi

f@) @)

oa- gz) oa- g'(x)

og beviset er ferdig. |

I beviset ovenfor antok vi at a var et tall, men resultatet gjelder like godt nar a =
+00 (husk argumentet for korollar 6.3.5). Regelen gjelder ogséa dersom en eller begge
funksjonene f, g gar mot —oo istedenfor oco; vi kan rett og slett sette det som er av
minuser utenfor grensetegnet.

Her er et eksempel pa bruk av L’Hdpitals regel for «oo/co»-uttrykk:

6.3.8 Eksempel
Beregn

Siden teller og nevner gar mot co, deriverer vi oppe og nede:

x X

lim — = lim —.
T—00 .1:2 T—00 2$

Teller og nevner gar fortsatt mot uendelig, sd vi prgver pa nytt:

xT x

. e e
lim — = lim — = co.
z—00 20 z—00 2

Ifplge L' Hopitals regel er dermed lim,, o, €* /2% = oc. ]

Andre ubestemte uttrykk

Etter en enkel algebraisk omforming kan L"Hopitals regel ofte brukes til & beregne
grenseverdier som i utgangspunktet ikke er pa formen «0/0» eller «co/oo», men pa
en av de andre ubestemte formene «0 - co», «00 — 0o», «1P», «0% eller «oa®». Det
er lettest a leere disse omformingene gjennom eksempler.

6.3.9 Eksempel

Finn grenseverdien lim,_,g+ zIn .
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Siden x gar mot 0 og Inz gar mot —oo, er dette et ubestemt uttrykk av typen

«0 - co». Vi kan omforme det til et «oo/oco»-uttrykk pa fglgende mate
1
lim xlnz = lim ﬂ.
-0+ =0+ 1/

Bruker vi L’Hopitals regel pa dette uttrykket, far vi

1 1
lim zlnz = lim — = lim i: lim —z =0.
z—0+ e—0t+ 1/x zm0t —1/22 20+
[ |
Bemerkning

Vi kunne ogsa ha prgvd & omforme uttrykket lim,, o+ « In x pa en annen méte, nemlig
ved & gjgre det om til «0/0»-uttrykket

lim —
11m .
z—0+ 1/Inz

Deriverer vi oppe og nede i dette uttrykket, ender vi imidlertid opp med noe som
er verre enn det vi begynte med (prgv!). Man ma altsa tenke seg litt om nar man
omformer «0 - co»-uttrykk og velge den varianten som gir de peneste derivasjonene.

La oss prgve et «co — oo»-uttrykk. Her gjelder det som regel a finne en felles faktor
som man kan sette utenfor, slik at uttrykket kommer over pa formen «0 - co».

6.3.10 Eksempel
Beregn

lim (ze'/* — ).
T—00

Vi omformer fgrst dette til «oco - O»-uttrykket limg oo x(el/ * — 1), og sa til «0/0»-
uttrykket

1/z _ 1 1/x -1 2
lim S 1 g YT
T—00 l/x T—00 —1/.1:2
Altsé er lim,_, o (ze'/* — x) = 1. [ ]

Eksponentialformene «1%°», «0%» og «co®»kan alle behandles ved hjelp av et enkelt
triks. Her er et typisk eksempel.

6.3.11 Eksempel
Finn

2 xr
lim (1 + > .
T —00 €T

Knepet er a bruke logaritmer til a flytte hele z-avhengigheten opp i eksponenten. Vi
observerer forst at

<1 + 2>I _ (eln(l+2/x))m — eacln(1+2/x)-
x
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Siden eksponentialfunksjonen f(x) = e er kontinuerlig, sd er

lim e* In(14+2/x) _ elimmﬂwxln(1+2/x)-
T—00

Det er derfor nok a regne ut lim,_, 2 In(1 + 2/z). Dette er et «oo - O»-uttrykk som
kan gjgres om til et «0/0»-uttrykk:

lim xln(l + i) = lim M = lim (—2/:(:2)/(1 +2/2) =2.

T—00 l/x T—00 —1/x2

Tr—r00

Altséd er .
lim (1 + 2) — elimzﬁxxln(l-&&/w) — 62.
T

T—00

Utfyllende eksempler

Vi er na ferdige med den grunnleggende gjennomgaelsen av L’Hopitals regel. I de
neste eksemplene skal vi se pa noen teknikker som ofte er nyttige nar vi bruker me-
toden pa mer kompliserte uttrykk. For selv om L’ Hopitals regel er en meget effektiv
metode til a beregne grenseverdier, fungerer den ikke bestandig problemfritt — dersom
de deriverte f’(z) og ¢’(z) er mer kompliserte enn de opprinnelige funksjonene f(z)
og g(x), fgrer regelen oss bare over i et mer uoversiktlig grenseproblem. I slike til-
feller ma vi enten bruke andre teknikker eller skrive om uttrykket slik at vi far andre
funksjoner & derivere. Vi skal se pa et enkelt eksempel.

6.3.12 Eksempel
Finn ,
) efl/w
lim
x—0 €T
Dette er et «0/0»-uttrykk, og deriverer vi oppe og nede, far vi

2 2

) e—l/r ) 26—1/z
lim = lim -
z—=0 x z—0 3

)

som er verre enn det vi startet med. Prgver vi en derivasjon til, ender vi opp med

de~ 1/x?
lim
x—0 3.135

Det er na klart hvor det barer hen; jo mer vi deriverer, dess styggere uttrykk far vi i
nevneren. Istedenfor & fortsette, gar vi tilbake til det opprinnelige uttrykket og skriver
litt om pa det:

e /e .1z
lim = lim ——
20 X z—0 el/=
som er et «oo/oo»-uttrykk. Deriverer vi oppe og nede, far vi
1z . —1/22 x

lim ——— = = li —
220 €1/~ 520 e1/e7 (—2/23) | am0 261/

Dette eksemplet viser at det ikke alltid er det peneste uttrykket som gir det beste re-
sultatet nar vi bruker L’ Hopitals regel. |
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Det neste eksemplet viser hvordan vi av og til kan forenkle regningene ved & splitte
opp uttrykket.

6.3.13 Eksempel
Beregn

. sinz- (1 —cosz)

im

=0 z(l4+z—e?)

Pa grunn av produktene far vi ganske lange uttrykk i teller og nevner dersom vi bruker
L Hopitals regel direkte. Husker vi at lim,_,¢ sin 2/ = 1, kan vi imidlertid forenkle
regningene:

. sinz- (1 —cosx) . sinz . 1l—cosx
lim = [ lim - lim —m——
z—0 x(1+1’761) z—0 X z—=01+4+x —e®

Z 1l L COST
z—=0 14+ —e®

Bruker vi na L’Hopitals regel pa det siste uttrykket, far vi

. 1 —cosx . sinx . Ccosx
lim —— = lim = lim = —1.
z—=01+4+x —e® z—01 — e® z—0 —e®

Altsa er
lim Se - (Lmcose) gy )
z=0 (1l 4z —e®)

I Igpet av denne boken skal vi fa anledning til a bruke L'Hopitals regel til & lgse
problemer av mange forskjellige slag. Forelgpig skal vi bare se pa én anvendelse —
derivasjon i punkter hvor de vanlige derivasjonsreglene ikke virker:

6.3.14 Eksempel
La funksjonen f vare definert for alle z > 0 ved

f(sc):{ lnxl hvis z # 1

T —
1 hvis z = 1.
Finn f/(1).
Siden f ikke er gitt ved det samme formeluttrykket i punktet x = 1 som ellers,
kan vi ikke bruke de vanlige derivasjonsreglene. Vi gar derfor tilbake til definisjonen
av derivert som forteller oss at

— =1
— f1 _ Inx —(x—1
I O (O By o (@-1)
z—1 rz—1 z—=1 x—1 z—1 (x—1)2
Bruker vi L’Hdpitals regel to ganger pa det siste uttrykket, ser vi at
1/x—1 —1/x? 1

Inz—(z—1)
! I I —_ _
PO =ln—r— s =y = —— =3
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Vekst av potenser, logaritmer og eksponentialfunksjoner

Man har ofte bruk for 8 sammenligne veksten av potensfunksjoner, eksponentialfunk-
sjoner og logaritmer nar = gar mot uendelig. Populart sagt vokser enhver eksponen-
tialfunksjon hurtigere enn enhver potens som igjen vokser hurtigere enn enhver loga-
ritme. Mer presist har vi:

6.3.15 Setning

2 lim %)
r—0o0 I

= foralle a,b >0

zb
b) lim — =0 foralle a,b>0

r—00 4T

Bevis: a) Siden (Inz)?/2" = [In(x)/2%%]% og a > 0, er det nok 4 vise at
lim, 0 Inz/2%/® = 0. Ved L’ Hopitals regel far vi

y Inz 1/x _ a _o
Lglgo pbla xi)H;o (b/a)xb/a*1 o zi)H;o byb/a

b) Siden 2°/e?® = (x/e®®/b)b, er det nok & vise at lim, o, x/e%*/® = 0. Ved
L’Hopitals regel har vi

lim —— = lim ———— =
acggo ear/b acgrolo (a/b)eax/b o

Vi har et tilsvarende resultat nar = nermer seg null — enhver potens gar hurtigere mot
null enn noen logaritme gar mot uendelig. Mer presist:

6.3.16 Setning

For alle a,b > 0 er lim,_,o+ | Inz|® = 0.

Bevis: Siden 2%|Inz|® = (z%/°|Inz|)® og b > 0, er det nok a vise at
lim, o+ %% Inz = 0. Ved L’Hopitals regel far vi

. . Inz . 1/x b
lim 2%°Inz = lim — = lim %al = lim ——2%* =0
z—0+ z—0+ x—a/ z—0+t 7@12_3_ z—0t a

Problemer av denne typen dukker opp sa ofte at reglene ovenfor kan vere bryet verd
a lere seg.
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Oppgaver i seksjon 6.3
1. Bruk L’Hopitals regel til & finne grenseverdiene:

. sin2x
a) lim
x—0 x

x

1

b) lim &
x—0 x

¢) lim
) z—0 tan 3z

COS T

d lim ——
) z—lgl/z /2 —x

. 1—cosx
e) lim ————
x—0 $3

2. Bruk L’Hopitals regel til & finne grenseverdiene:
) i x2 +x
=S P

Inz
b) lim ———
) ] sin(z — 1)

) tan(1/2?)
O BT cos(1/a)

3. Finn grenseverdiene:

a) lim z?lnz
z—0Tt

b) lirngx(\/l +1/z 1)

T
c) lim (x — 7) tan x
z—(m/2)~ 2

d) lim 2”
z—0t

1 xr
e) lim (1 + sin )
T —00 €T

f) lim (\/x2 + 3x —x)

Tr—r00
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1
g) lim ro_ -
z—1\z—1 Inz

Inzx
4. (UiO) Fi lim ——
(Ui0) Finn a8 21n(tan )

5. (NTNU) Finn lim (cos )"/ v
T—

6. (UiO) Finn lim z(e!/* — 1)
T—r00

7. (UiB) Finn lim (COS:” Smx)
x—0

22 a8
. . . Tx sinx
8. (UITQ)) Finn iﬂl{)l}) m

9. (NTNU) Finn lim (e® + sinz)l/®
xTr—r

2
10. (IH) Finn  lim (tan v— —22 )
v—(mw/2)~ T COSV

37° 1
LC2

11. (IH) Finn lim
z—0
12. (UiB) Finn lim [Inz —In(1 — e~ %*)] der a > 0.
z—0t
13. (NTNU) Finn lim z5™%
r—0t

”“"J”Z) dera,b € R.

14. (NTNU) Finn lim (
z—oo \ T +

n? 45 "
15. (UiO) Finn li e
5. (UiO) Finn Jim ((n 3t 2))

16. (IH) Bestem a slik at
o 2r—+Vr+a
lim —————
rz—1 xr — \/.E

eksisterer og finn grensen.

17. (UiTg) Finn tallet a slik at

18. (UiO) For hvilke verdier av p og q eksisterer

. ecosx +px +q
lim —————
=0 zln(l+x)

Finn grenseverdien.
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19. (UiO) Finn et eksempel pa en funksjon f slik at
lim —— =0
)

for allen € N.

20. (UiTg) Grenseverdien

. 1 1

11m —

a—0 \sin(pz) /2 -1

eksisterer for en verdi av p. Finn p og den tilhgrende grenseverdien.
21. (IH) En funksjon f er definert ved

f(x){esmhl narz # 0

x
0 nar x = 0.
Undersgk om f er kontinuerlig i 0.

22. Funksjonen f er definert ved

forxz >0

3324—5 for x < 0.

Vis at f er kontinuerlig og deriverbar i 0.

23. (UiO) Funksjonen g er gitt ved

sinx
g(:c):{ - forxz #£ 0
1 for x = 0.

Vis at g er to ganger deriverbar i 0 og finn den fgrste- og annenderiverte.

24. Vis at funksjonen
_Je VT forz>0
f(m)_{o forxz <0

er kontinuerlig og deriverbar i 0.

25. Anta at f” eksisterer og er kontinuerlig i et omrade rundt a. Vis at

L flata) = 2f(a) + fo— )

x—0 1‘2

= f"(a).
26. 1 denne oppgaven skal vi se pa en geometrisk tolkning av L’Hopitals regel. Vi ser
pa tilfellet der lim, oo f(z) = lim, 00 g(x) = o0.

a) Antaat (g(x), f(x)) angir posisjonen til en partikkel ved tiden x. Forklar hvor-
for f(x)/g(z) er stigningstallet til linjen fra origo til partikkelen ved tiden z.

b) Forklar hvorfor (¢'(x), f'(x)) er hastighetsvektoren til partikkelen ved tiden z.
Forklar hva f'(x)/g’(x) sier om hastighetens retning.
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c)

d)

Overbevis deg selv (uten a gi et strengt bevis) om at dersom

limg oo f/(2)/g'(x) = k, s& mé ogsd lim,_,~ f(z)/g(x) = k. Kan du tenke
deg en kurve der lim,_, ., f(x)/g(x) = k, men der lim,_, o, f'(x)/g¢'(x) ikke
nermer seg noen grense (det er nok a skissere en slik kurve uten a finne en
formel for den)?

La f(z) = x + sin(2?)/x og g(x) = =, og vis uten & bruke L 'Hopitals re-

gel at lim f(xz)/g(x) = 1. Vis deretter at lim,_,~, f'(x)/g’(x) ikke eksiste-
T—0o0

rer. Bruk en datamaskin eller grafisk lommeregner til a tegne grafen til kurven

(g9(x), f(x)). Bruk fgrst et vindu der bade z og y gér fra 0 til 1 000, og deretter

et vindu der bade x og y gar fra 999.99 til 1000 (husk & justere tettheten av

punktene pa grafen).

6.4 Kurvedrofting

I denne seksjonen skal vi se litt pa hvordan vi kan bruke fgrste- og annenderiverte til
a analysere kurver. Mye av stoffet vil vaere kjent fra videregéende skole, men noe vil
nok vere nytt. Sprakbruken er ogsa litt annerledes. Vi begynner med maksimums- og
minimumspunkter, som du kanskje er mer vant til & tenke pa som topp- og bunnpunk-

Intuitivt er et maksimumspunkt et punkt der funksjonen har en verdi som er stgrre
enn (eller lik) verdien i alle andre punkter, mens et lokalt maksimumspunkt er et punkt
der funksjonen har en verdi som er stgrre enn (eller lik) verdien i alle nerliggende
punkter. Mer presist har vi:

6.4.1 Definisjon

Anta at f er en funksjon med definisjonsomrade D. Et punkt ¢ € Dy kalles et
lokalt maksimum for f dersom det finnes et tall 6 > Oslik at f(c) > f(«) for alle
x € Dy N (c—6,c+0). Vikaller c et (globalt) maksimum dersom f(c) > f(x)
for alle x € Dy. Tilsvarende sier vi at c € Dy er et lokalt minimum for f dersom
det finnes et tall 6 > O slik at f(c) < f(z) forallex € DyN(c—J,c+0), og Vi
kaller c et (globalt) minimum dersom f(c) < f(z) for alle x € Dy.Inoen bgker
brukes betegnelsene relativt maksimum istedenfor lokalt maksimum, og absolutt
maksimum istedenfor globalt maksimum (og tilsvarende for minimumspunkter).
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globalt ma‘ksimumspunkl
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lokale maksimumspunkter

Figur 6.4.1

Pa figur 6.4.1 ser du at de lokale maksimumspunktene svarer til «fjelltopper» pa funk-
sjonsgrafen og at det globale maksimumspunktet svarer til den hgyeste toppen. Jeg
skriver «svarer til» siden slik vi har definert dem, er minimums- og maksimumspunk-
tene punkter pa x-aksen og ikke pa funksjonsgrafen. Dette kan virke litt merkelig,
men det viser seg a vere den mest praktiske sprakbruken. Legg i tillegg merke til at
et globalt maksimum ogsa regnes som et lokalt maksimum — mange tror at de globale
ekstremalpunktene ikke regnes med blant de lokale, men det ville vaere en uhensikts-
messig terminologi.

Ifglge ekstremalverdisetningen 5.3.5 har en kontinuerlig funksjon som er definert
pa et lukket, begrenset intervall, alltid maksimums- og minimumspunkter. Fglgende
setning hjelper oss & finne dem.

6.4.2 Setning
Anta at funksjonen f : [a,b] — R har et lokalt maksimum eller minimum i c.
Da er enten

(i) cet av endepunktene a og b eller
(i) f'(c) =0eller

(iii) f ikke deriverbari c.

Bevis: Det er nok a vise at dersom c er et indre punkt hvor f er deriverbar, sa kan
ikke f’(c) # 0. Men det viste vi i beviset for setning 6.2.1. [ ]

Vi skal kalle c et kritisk punkt for funksjonen f dersom det faller i en av de tre katego-
riene (i)—(iii) ovenfor. Nar vi leter etter eventuelle maksimums- og minimumspunkter,
er det altsa nok a lete blant de kritiske punktene. For a avgjgre om et kritisk punkt ¢
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virkelig er et lokalt ekstremalpunkt — og om det i sa fall er et lokalt minimum eller et
lokalt maksimum — lgnner det seg a se pa fortegnet til den deriverte i nerheten av c:

6.4.3 Setning

Anta at f er kontinuerlig i ¢ og deriverbar i alle punkter i en omegn (¢ — 4, ¢+ 9)
unntatt muligens i ¢ selv. Dersom f’(x) > 0 for alle x € (¢ — d,¢) og f'(z) <0
for alle € (c,c+ d), sa er c et lokalt maksimum. Dersom f’(x) < 0 for alle
x € (¢c—d,¢) og f'(z) > 0foralle z € (c,c+ 9), sa er c et lokalt minimum.
Dersom f’ har samme fortegn i begge intervallene (¢ — d, ¢) og (¢, c + 0), sd er
c hverken et lokalt maksimum eller et lokalt minimum.

Bevis: Siden alle argumentene er av samme type, viser vi bare den fgrste delen som
et eksempel. Ifglge korollar 6.2.5 er f voksende i (¢ — 4, ¢], sd f(z) < f(c) for alle x
i dette intervallet. Tilsvarende er f avtagende i [c,c + §), sd f(c) > f(z) for alle x i
dette intervallet. Altsd er f(c) > f(z) for alle z € (¢ — d,c + J), og falgelig er c et
lokalt maksimum. |

Det er pa tide a se pa et eksempel. Vi tar et som er litt mer komplisert enn det du er
vant til fra skolematematikken.

6.4.4 Eksempel
Finn maksimums- og minimumspunktene til funksjonen

fl@)=2*@@-1)%*3,  zel-1,2
og avgjgr hvor den vokser og hvor den avtar.
Vi starter med 4 derivere:

, 9 9 2 1 22(9(z — 1) +22)  2%(1lz —9)
fi(x) =3a"(z —1) /3+§J33($_1) /3= 3(x—1)1/3 = 3(z —1)1/3"

Viserat f'(x) = 0forx =0o0gx =9/11. Dessuten er f'(x) ikke definert for z = 1.
De kritiske punktene er altsd 0, 9/11 og 1, samt endepunktene —1 og 2. Ser vi pa
fortegnet til f”, far vi fglgende skjema.

|

2

c—D7V3 L -

Mx—9 -
o ]

Dette viser at f er voksende pa intervallene [—1,9/11] og [1, 2], mens den er avtagen-
de pa [9/11, 1]. Vi har et lokalt maksimum i 9/11 og et lokalt minimum i 1. I tillegg
har vi et lokalt minimum i endepunktet —1 og et lokalt maksimum i endepunktet 2.
For & finne ut hvilke av disse lokale ekstremalpunktene som gir globale maksimal-
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og minimalpunkter, ma vi sammenligne funksjonsverdiene. Siden f(—1) = —922/3,
f(1) =0, f(9/11) = (9/11)3(2/11)%/% og f(2) = 8, s& er maksimumspunktet
r = 2, mens minimumspunktet er x = —1. Figur 6.4.1 viser grafen til figuren. (Vi
skal regne videre pa dette eksemplet i slutten av seksjonen.)

by
fO) =20 = 1

A\

!
-
Zlet---
-1
(3]
=

Figur 6.4.1.

Bemerkning

Et par punkter i dette eksemplet fortjener en kommentar. Til tross for at funksjonen
har derivert lik null for x = 0, er dette hverken et maksimal- eller et mimimalpunkt
fordi den deriverte ikke skifter fortegn. Derimot er x = 1 et lokalt minimum selv om
den deriverte ikke er null — isteden er den deriverte ikke definert («kurven er uendelig
bratt»), og fortegnet til den deriverte skifter fra minus til pluss. Legg ogsa merke til at
selv om funksjonen er voksende i intervallene [—1,9/11] og [1, 2], sé er det galt & si at
den er voksende i unionen A = [—1,9/11] U [1, 2]. Dette ville nemlig bety at dersom
vi velger to punkter z1 og 2 i A med 21 < xo, sd vil alltid f(x1) < f(x2) —noe som
slett ikke er sant (velg for eksempel ;1 = 9/11 og z2 = 1).

Konvekse og konkave funksjoner

Hittil har vi studert hvor funksjonene vare vokser og avtar, men i skolematematikken
har du sett at det ogsa er nyttig a vite hvor den hule siden til grafen vender opp og hvor
den vender ned. I matematisk faglitteratur sier man heller at funksjonene er konvekse
eller konkave. En geometrisk definisjon av disse begrepene (som ikke forutsetter at
funksjonene er deriverbare) kan vi gi pa denne maten:
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6.4.5 Definisjon

Funksjonen f kalles konveks pa intervallet I dersom hver gang vi velger to punk-
ter a,b € I, sa vil ikke noe punkt pa linjestykket mellom (a, f(a)) og (b, f(b))
ligge nedenfor grafen til y = f(z) (se figur 6.4.2). Vi sier at f er konkav pa I
dersom hver gang vi velger punkter a, b € I, sa vil ingen punkter pa linjestykket
mellom (a, f(a)) og (b, f(b)) ligge ovenfor funksjonsgrafen (se figur 6.4.3).

Intuitivt er det lett & overbevise seg om at en konveks funksjon har den hule siden opp,
mens en konkav funksjon har den hule siden ned. Ved hjelp av middelverdisetningen
skal vi na se at dersom f er to ganger deriverbar, sa er hulningen knyttet til fortegnet
pé den dobbeltderiverte slik vi kjenner fra skolematematikken.

HY konveks J ikke konveks
(a, f(a))
(b, f(b))
(@, f(a) linjestykket
nedenfor grafen
(b, f(b))
X X
a b
Figur 6.4.2.
4y ) y :
konkav (a, f(@) ikke konkav
&.7®) linjestykket
ovenfor grafen
/
(a, f(a)) (b, f(b))
a b
Figur 6.4.3.

Vi skal begynne med en hjelpesetning som gir en praktisk beskrivelse av konveksitet
og konkavitet. For & forsta hva lemmaet sier, kan det vare lurt & lage en figur.
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6.4.6 Lemma
En funksjon f er konveks i et intervall I hvis og bare hvis fglgende gjelder. For
alle punkter a, b, c € [ slikata < ¢ < b, sa er

HO—fle) SO J0) 0
Tilsvarende er f konkav i I hvis og bare hvis
GRS QI (VRS (C]) -

for alle a,b,c € Imeda < ¢ < b.

Bevis: De to utsagnene bevises pa akkurat samme mate, og vi skal bare ta for oss
konveksitetsdelen. Anta fgrst at f er konveks, da kan ikke punktet (¢, f(c)) ligge
over linjestykket som forbinder (a, f(a)) og (b, f(b)), og vi ma ha situasjonen pa
figur 6.4.4.

—

(b, f(b))

(e, f(©)

A\

S b
NS
=

Figur 6.4.4.

Sammenligner vi stigningstallene k, k1 og ks til de tre linjestykkene pa figuren,
serviatk; < k < ko, det vil si

f(e) = fla) _ f0) — f(a) _ f(B) = f(o)

c—a b—a b—c

Slgyfer vi den midterste delen, far vi (1).

Anta nd at f ikke er konveks. Vi ma vise at (1) ikke holder. Siden f ikke er konveks,
kan vi finne punkter a, b, ¢ € I slik at a < ¢ < b og f(c) ligger over linjestykket som
forbinder (a, f(a)) og (b, f(b)); det vil si at vi har situasjonen pa figur 6.4.5. Vi ser at
forholdet mellom stigningstallene na er k; > k > ko — med andre ord

fle)=fla) _ f(b) = fla) _ f(b) = f(c)

> >
c—a b—a b—c
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Slgyfer vi den midterste delen, far vi den omvendte ulikheten av (1).

(¢, f(©)

(b, f(b))

(@, f(a)

Q 4+ ——=
IS Y A

Med dette lemmaet som redskap er det lett & vise setningen vi er pa jakt etter.

6.4.7 Setning

Anta at f er kontinuerlig i et intervall I og at f”(«) > 0 for alle indre punkter
x € I.Daer f konveks i I. Dersom isteden f”(z) < 0 for alle indre punkter
x € I,saer f konkaviI.

Bevis: Vi viser konveksitetsdelen. Velg tre punkter a,b,c € I slikata < ¢ < b.
Ifglge lemma 6.4.6 er det nok a vise at

fe) = fla) _ f(b) = f(e)

c—a - b—c

Ved middelverdisetningen finnes det to tall ¢; € (a,c) og ¢z € (¢, b) slik at

JO—S@) _ iy oy IO =IO

c—a b—c

= f'(e2).

Siden f”(xz) > 0, ma f’ vare voksende, og fglgelig er f'(c2) > f'(c1) (fordi ¢; <
c < c2). Men dermed er

f(ci:g(a) — f/(cl) < fl(CZ) _ f(bl)):f(c)

og beviset er ferdig. |

6.4.8 Eksempel
Hvor er funksjonen
f@)=1-a%?
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konveks?
Deriverer vi to ganger far vi

(a, f(a))

/////////411

Figur 6.4.6.

Den dobbeltderiverte er positiv unntatt i punktet z = 0, der den ikke er definert. Ifglge
setningen er da f konveks pa intervallene (—oo, 0] og [0, o). Det er fristende & tro
at funksjonen ogsé er konveks pa hele R, men det er ikke riktig; figur 6.4.6 viser at
linjestykket som forbinder to punkter pa hver sin side av null, slett ikke ligger over
funksjonsgrafen slik som det skal. Vi ma altsa vare forsiktige med betingelsene i

setning 6.4.7 — ryker de i ett eneste punkt, risikerer vi at konklusjonen ogsa ryker!
|

La oss avslutte denne seksjonen med a regne videre pa eksempel 6.4.4 for a finne ut
hvor funksjonen f(z) = °(z — 1)%/3 er konveks og hvor den er konkav.

Eksempel (6.4.4 fortsatt)
Vi har allerede regnet ut at

, z2(11x — 9)

Deriverer vi en gang til, far vi (etter litt opprydning)

2(8822 — 144z + 54)
1) =4 .
9(x — 1)
Annengradsligningen 8822 — 144x + 54 = 0 har de to rgttene
9 3V3 9 3V3
rL=- — rg=—+ —.
T 22 T 22
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Fglgelig kan f”(z) skrives som

_ 88x(x —r)(z — 7o)
- 9(x —1)4/3

f(x)

Fortegnskjemaet nedenfor viser at f er konveks i intervallene [0, r1] og [rz, 2] (husk at
funksjonen bare er definert opp til = 2), og konkav i intervallene [—1, 0], [r1, 1] og
[1,72] (men ikke i hele intervallet [rq,72]!). Siden 1 og r9 er henholdsvis litt mindre
og litt stgrre enn 1, er dette i god overensstemmelse med grafen pa figur 6.4.1.

-1 0 I8 1 r 2
X F———==== <
X—7r F=———====- —— ==
X—T1) F=—=——— === —— == —— ==
(x—1)*3
F') b i il

Steder der en funksjon gar over fra & veere konveks til & vaere konkav eller omvendt,
kalles gjerne vendepunkter. Mer presist sier vi at a er et vendepunkt for f dersom f er
kontinuerlig i a, og det finnes en € > 0 slik at f er konveks i det ene av intervallene
(a — €,a), (a,a + €) og konkav i det andre. I praksis finner vi vendepunkter ved &
sjekke hvor den dobbeltderiverte skifter fortegn. Ser du pa fortegnsskjemaet for [ ()
i eksempelet ovenfor, ser du at f har vendepunkter i 0, r; og ro. Legg forgvrig merke
til at med vére definisjoner er alle punkter pa en rett linje vendepunkter (fordi ethvert
linjestykke er bade konvekst og konkavt!). Vi kunne ha unngatt dette ved & innfgre be-
grepene strengt konkav og strengt konveks og krevd at funksjonen skulle vere strengt
konveks/konkav pa i hvert fall den ene siden av vendepunktet, men det er neppe bryet
verdt.

Oppgaver i seksjon 6.4

1. Finn de kritiske punktene til funksjonen og bestem maksimums- og minimumsver-
diene.



Kapittel 6  Deriverbare funksjoner 319

2. Finn de kritiske punktene til funksjonen og bestem maksimums- og minimumsver-
diene.

= ”;—3 — 2x + 17 pé intervallet [—1, 2]

z) = tanz — 8sinx pa intervallet [0, 3]

)

) = zIn z pé intervallet [%, 1]
) 12
)

3. Avgjgr hvor funksjonen er konveks og hvor den er konkav.

a) f(x) =a* — 62 +23

4
b) f(z) = % — 243 4 322 + 10

4. (UiB) La f(z) = x|z — 1].

a) Bestem de intervallene der f er konveks og konkav. Angi ogsa eventuelle vende-
punkter.

b) Bestem funksjonens lokale maksima og minima. Skisser grafen.
5. (UiB) La f(z) = |z — 1]e®.
a) Finn funksjonens lokale maksimums- og minimumspunkter.

b) Avgjgr hvor funksjonen er konveks og hvor den er konkav.

6. (UiTp) La f(z) = 2z + 3/x for z # 0.

a) Finn de kritiske punktene til f og undersgk om det finnes lokale maksimums-
eller minimumspunkter.

b) Bestem de omradene der f er konveks eller konkav. Skisser grafen.

7. (UiO) La f(z) veere definert for alle > 0 ved

1
flz)=lnz+ o

a) Undersgk hvor f er voksende og hvor den er avtagende og bestem eventuelle
ekstremalpunkter.

b) Bestem de intervallene hvor f er konveks og konkav.

¢) Undersgk lim,_.q+ f(x) og skisser grafen til f.
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d) Drgft hvor mange lgsninger ligningen f(x) = a har for forskjellige verdier av
konstanten a.

. (UiTg) La funksjonen f vere gitt ved

f(z) = In(2® + 2?).
a) Bestem definisjonsomradet til f.
b) Avgjgr hvor f vokser og avtar. Finn eventuelle ekstremalpunkter.
¢) Avgjer hvor f er konkav og hvor den er konveks.

d) Visat f har et nullpunkt i intervallet (1/2, 1) og at dette er det eneste nullpunktet
til f. Skisser grafen til f.

. (Ui0) Gitt funksjonen

x

f(l’):m~

a) Finn definisjonsomradet og avgjgr hvor f er positiv og hvor den er negativ.

b) Avgjgr hvor f er voksende og avtagende. Finn eventuelle ekstremalpunkter og
ekstremalverdier.

c¢) Avgjgr hvor f er konkav og hvor den er konveks.

d) Skisser grafen til f.

10. (NTNU) Funksjonen f er definert pa hele R ved

fla) = @ = 1),
a) Bestem f’ og " og angi definisjonsomradet for disse funksjonene.
b) Har f noen symmetriegenskaper? Bestem kritiske punkter til f.
c) Avgjgr hvor f vokser og avtar, og hvor den er konveks og konkav.

d) Tegn grafen til f.

11. (UiO) La funksjonen f vere definert ved f(x) = 2e(1=7)/2 for alle reelle tall .

12.

a) Finn eventuelle nullpunkter for f.

b) Bestem hvor f er voksende og hvor den er avtagende. Finn eventuelle ekstre-
malpunkter.

¢) Bestem hvor f er konveks og hvor den er konkav.
d) Beregn lim,_, 1 f(x) og tegn grafen til f.

a) (UiO) Finn eventuelle symmetriegenskaper for funksjonen definert for —2 <
xr < 2ved

fl@) = eViel _3,

Avgjgr hvor funksjonen er voksende og hvor den er avtagende og finn den stgrs-
te og minste verdien.
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b) Avgjgr hvor funksjonen er konveks og hvor den er konkav. Skisser grafen.
¢) Vis at f har et nullpunkt mellom x = 1 og x = 2.
13. Bevis konkavitetsdelen av lemma 6.4.6.

14. Bevis konkavitetsdelen av setning 6.4.7.
x

15.  a) (UiO) Finn definisjonsomradet til funksjonen g(z) = e
nx

b) Regnut ¢'(z).

¢) Visattanx < —%— nar0 < x < 7. Bruk dette til 4 vise at g er avtagende i
intervallet (0, % ).

I resten av denne oppgaven er f : (—m, 7) — R funksjonen definert ved:
1 hvisx =0
f(.’l?) — 0 hViSLL‘:ﬂ:g
hvisz # 0, £5

tanx
d) Tegn grafen til f (bruk gjerne lommeregner som hjelpemiddel).
e) Vis at f er kontinuerlig.

f) Avgjgr om f er deriverbar i punktene x = 0, =7, og finn i sd fall den deriverte
i disse punktene.

16. (UiO) Anta at f : [0, 00) — R er en kontinuerlig funksjon slik at f’(x) vokser og
£(0) = 0. Definer

Tt
F(x):/ @dt for x> 0.
0
Uttrykk F"'(z) ved hjelp av f(z) og f'(z), og vis at F' er en konveks funksjon.
17. La f : [a,b] — R veere kontinuerlig og anta at a < ¢ < b.

a) Vis at dersom f er voksende pa hvert av intervallene [a,c] og [c,b], s& er f
voksende pa [a, b].

b) Vis a