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Opprinnelsen til sannsynlighetsregninga 

er knytta til gamblingspill på 1600-tallet.
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❑ Enkle spill som bygger på tilfeldighet (myntkast, terningspill,..) 

er fortsatt gode illustrasjoner på prinsippene for sannsynlighet.

❑ Etter mer nøyaktige målinger innen astronomi og 

landskapsmåling ble teorien utvidet på 17- og 1800-tallet til å 

inkludere fordelinger av tilfeldige variable. 

❑ Sannsynlighet brukes i dag i flerfoldige fagfelt blant annet 

▪ Trafikkflyt på veier

▪ Trafikk på Internett

▪ Gensammensetningen i en befolkning 

▪ Energitilstanden til elementærpartikler

▪ Spredningen av epidemier og Twitter-meldinger

▪ Avkastning på finansinvesteringer 

▪ Statistiske metoder



Tilfeldigheter er umulig å forutsi på kort 

sikt, men har et regulært og forutsigbart 

mønster i det lange løp.
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Vi kaller et fenomen tilfeldig hvis de enkelte utfallene er usikre, men 

det er likevel en regelmessig fordeling av utfall når vi har et større 

antall repetisjoner.

Sannsynligheten for et utfall av et tilfeldig fenomen er andelen dette 

utfallet inntreffer når vi har mange repetisjoner.

Eksempel: Myntkast- det regulære mønsteret sees etter mange kast. (Statistical Applets: Probability)



Hvordan tenke rundt tilfeldighet 4

Resultatet av ett enkelt myntkast er tilfeldig.

Men resultatet over flere kast er forutsigbart, så lenge kastene er 

uavhengige (utfallet til et nytt kast blir ikke påvirka av resultatet i 

forrige kast).

Sannsynligheten 

for mynt er 0.5, og 

dette er lik andelen 

mynt i en lang nok 

rekke av myntkast.

Første rekke av kast

Andre rekke



4.2 Sannsynlighetsmodeller

▪ Utfallsrom

▪ Sannsynlighetsregler

▪ Tildeling av sannsynlighet: endelige utfall

▪ Tildeling av sannsynlighet: like stor 

sannsynlighet for utfall

▪ Uavhengighet og produktregelen

▪ Bruk av reglene
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Sannsynlighetsmodell: S og p(s) 6

Beskrivelsen av tilfeldigheter inneholder to deler: en liste med mulige 

utfall og en sannsynlighet for hvert utfall.

Utfallsrommet S av et tilfeldig fenomen er mengden av alle 

mulige utfall.

En sannsynlighetsmodell er en beskrivelse av et tilfeldig 

fenomen, og består av to deler: et utfallsrom S og 

sannsynligheten p(s) for hvert utfall s.

Eksempel: Kasting av en mynt. Kan ikke si på forhånd helt sikkert hva et spesifikt 

utfall av ett kast vil være. Men vi kan si noe om mulige utfall (kron (K) eller mynt 

(M)), og hvis vi antar en balansert mynt er det rimelig å tro at sannsynligheten for 

hvert utfall er 1/2. Dette er et eksempel på en sannsynlighetsmodell

S={K,M}, P(K) = P(M) = 1/2



Sannsynlighetsmodell for 2 terningkast 7

Eksempel: Beskriv en sannsynlighetsmodell for kast av to sekssidede terninger, 

en rød og en grønn. Ingen av dem jukseterninger.

Utfallsrom

36 utfall

Med at terningene ikke er jukseterninger, menes det at alle 

utfallene like sannsynlige (slik det skal være).

Det vil si: Hvert av utfallene har sannsynlighet 1/36.

(Dette er andelen etter mange repetisjoner)



Utfallsrommet S må inneholde alle 

mulige utfall av fenomenet

8

-Men vi har ofte valgmuligheter ved spesifisering av utfallsrommet S, avhengig av 

hvilket detaljnivå som er av interesse.

Eksempel: Kast av mynt 3 ganger, hvert kast resulterer i kron (K) eller mynt (M). 

Kanskje er man interessert i hvilken side av mynten som kommer opp i hvert 

kast, da er utfallsrommet alle mulige utfall av dette fenomenet:

S = {KKK,KKM,KMK,MKK,KMM,MKM,MMK,MMM}

Antall elementer i utfallsrommet er 8.

Alternativt kan man være interessert i for eksempel antall kron i hvert kast. Da er 

utfallsrommet alle mulige utfall av dette fenomenet:

S={0,1,2,3}

Antall elementer i utfallsrommet er 4.



En hendelse er et utfall eller en 

samling utfall av et tilfeldig fenomen. 
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Vi har et tilfeldig fenomen med utfallsrom S.

Ofte ønsker vi å se på sannsynligheten ikke bare for et enkelt 

utfall, men for en samling av utfall.

En hendelse er en del (undermengde) av hele utfallsrommet.



Hendelser for 2 terningkast 10

Eksempel: Kast av to sekssidede terninger, en rød og en grønn. Ingen av dem 

jukseterninger. Vi er interesserte i følgende hendelse: En femmer og en 

sekser. 

Utfallsrom

36 utfall

Hendelsen vi er interesserte i er altså A={56,65}

Sannsynligheten for hendelsen blir 2/36 



Hva kan sannsynligheten være?
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1. Alle sannsynligheter er et tall mellom 0 og 1 (som en andel).

2. Alle mulige utfall må tilsammen ha sannsynlighet lik 1.

3. Hvis to hendelser ikke har noen utfall felles (disjunkte), er 

sannsynligheten for at den ene eller den andre skjer, lik summen 

av de individuelle sannsynlighetene.

4. Sannsynligheten for at en hendelse ikke inntreffer er 1 minus 

sannsynligheten for at hendelsen inntreffer.
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1 flervalgsspørsmål



Et Venn-diagram viser utfallsrommet S 

som et rektangulært område, og hendelser 

i S som områder inne i rektangelet. 
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Et bilde som viser forholdet mellom to eller flere hendelser.

To hendelser A og B er disjunkte hvis de ikke har noen felles utfall. Sagt 

på en annen måte: De kan ikke begge inntreffe samtidig.

Disjunkte hendelser:                               Ikke-disjunkte hendelser:



Hvis ikke A, så komplimentet til A: AC 14

La A være en begivenhet i utfallsrommet S. Komplementet til A, som vi 

kaller AC , er den begivenhet som ikke inntreffer hvis A inntreffer.

Sagt på en annen måte: AC er den mengden av elementer i S som ikke er 

med i A.

Enten skjer A, eller så skjer AC



Regler for sannsynligheter for hendelser 15

Regel 1. Sannsynligheten P(A) for en hendelse A: 0 ≤ P(A) ≤ 1.

Regel 2. Hvis S er utfallsrommet i en sannsynlighetsmodell, 

så er  P(S) = 1.

Rule 3. Hvis A og B er disjunkte, P(A eller B) = P(A) + P(B).

Dette er addisjonsregelen for disjunkte hendelser.

Rule 4: Vi har at  P(AC) = 1 – P(A).



Regneeksempel: Sannsynlighetsregler 16

Eksempel: Favorittfarge på bil. Forskjellige personer har gjerne ulike 

preferanser, blant annet hvilken farge de vil ha på bilen sin. Her er en 

sannsynlighetsmodell for dette:

Farge Hvit Svart Sølvfarget Grå

Sannsynlighet 0.24 0.19 0.16 0.15

Farge Rød Blå Brun Annen

Sannsynlighet 0.10 0.07 0.05 0.04

(a) Vis at dette er en sannsynlighetsmodell.

For at det skal være en sannsynlighetsmodell, må hele utfallsrommet S være 

beskrevet, med tilhørende sannsynligheter. For å sjekke dette kan vi sjekke at 

P(S)=1: 0.24 + 0.19 + 0.16 + 0.15 + 0.10 + 0.07 + 0.05 + 0.04 = 1 

(b) Hva er sannsynligheten for at en person har svart eller rød som favorittfarge?

P(svart eller rød) = P(svart) + P(rød) 

= 0.19 + 0.10 = 0.29

(c) Finn sannsynligheten for at favorittfargen ikke er blå.

P(ikke blå) = 1 – P(blå) = 1 – 0.07 = 0.93



Sannsynligheten til en hendelse i 
endelige sannsynlighetsmodeller
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En sannsynlighetsmodell med et endelig utfallsrom kalles endelig.

For å tildele sannsynligheter til hendelser i en endelig modell, list 

opp sannsynlighetene til alle utfallene. Disse sannsynlighetene må 

være tall mellom 0 og 1, som summerer seg til nøyaktig 1.

Sannsynligheten til en hendelse er summen av 

sannsynlighetene til utfallene som er en del av hendelsen.



Eksempel: Benfords lov

• Første siffer i reelle tall som rapporteres inn (skattemelding,

regnskap, utgiftsrefusjon etc) følger ofte en regelmessighet som 

kalles Benfords lov. Den sier at første siffer i slike tall har 

følgende sannsynlighetsmodell:

• For å oppdage juks med innrapporteringer, kan myndighetene 

sammenligne første siffer med disse sannsynlighetene. Dersom 

andelene for de første sifrene i innrapporterte tall er veldig 

forskjellig fra sannsynlighetene fra Benfords lov, kan det være 

antydning til juks, og gi grunnlag til videre undersøkelser.

Første tall 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sannsyn-

lighet

0.301 0.176 0.125 0.097 0.079 0.067 0.058 0.051 0.046
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• Hendelse A={første tall er 1}

• P(A)=P(1)=0.301, P(Ac)=1-0.301=0.699

• Hendelse B={første tall er ≥6}

• P(B)=P(6)+P(7)+P(8)+P(9)=0.222

• P(A eller B)=P(A)+P(B)=0.523

• Hendelse C={første tall er odde}

• P(C)=P(1)+P(3)+P(5)+P(7)+P(9)=0.609

• P(B eller C) 

=P(1)+P(3)+P(5)+P(6)+P(7)+P(8)+P(9)=0.727

≠P(B)+P(C)=0.831

(fordi B og C er ikke disjunkte)

Eksempel: Benfords lov

Første tall 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sannsyn-

lighet

0.301 0.176 0.125 0.097 0.079 0.067 0.058 0.051 0.046

Dersom en kriminell lager 

oppkonstruerte data med 

tilfeldige tall ved at alle 

muligheter for første siffer er 

like sannsynlige

(P(1)=P(2)=...=P(9)=1/9), blir 

P(B)=1/9+1/9+1/9+1/9=0.444
≠0.222
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I noen tilfeller kan vi med rimelighet anta 
at de ulike utfallene er like sannsynlige. 

20

Dette er fordi det er balanse i fenomenet i seg selv. Eksempler på 

dette kan være myntkast eller terningkast.

Like stor sannsynlighet for utfall

Hvis et tilfeldig fenomen har k utfall, som alle er like sannsynlige, 

så har hvert enkelt utfall sannsynlighet 1/k. Sannsynligheten for 

en hendelse A er da

𝑃 𝐴 =
𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙𝑙 𝑢𝑡𝑓𝑎𝑙𝑙 𝑖 𝐴

𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙𝑙 𝑢𝑡𝑓𝑎𝑙𝑙 𝑖 𝑆

=
𝑎𝑛𝑡𝑎𝑙𝑙 𝑢𝑡𝑓𝑎𝑙𝑙 𝑖 𝐴

𝑘

• Dersom alle første siffer 1-9 er like sannsynlige, kunne vi på forrige slide 

alternativt skrevet rett ned at P(B)= P(første tall er ≥6)=4/9 (i stedet for å 

regne ut P(B)=1/9+1/9+1/9+1/9)



Uavhengighet og produktregelen
21

Hvis to utfall A og B ikke påvirker hverandre, og sannsynligheten for det 

ene ikke endres av at vi vet utfallet på det andre, er utfallene 

uavhengige av hverandre.

Regel 5: Produktregelen for 

uavhengige utfall 

To utfall A og B er uavhengige hvis 

sannsynligheten for det ene ikke 

påvirkes av kunnskap om utfallet til 

det andre. Hvis A og B er 

uavhengige har vi at

P(A og B) = P(A)  P(B)
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Myntkast: Uavhengighet og produktregel
23

• Anta vi har en rettferdig mynt, dvs P(mynt)=P(kron)=1/2

• Se på hendelsene 

A=«første kast gir kron»

B=«andre kast gir kron»

• A og B er ikke disjunkte- de kan begge inntreffe

• A og B er uavhengige: dersom vi vet hva som er utfallet av første 

kast (om A skjer eller ikke), endrer det ikke sannsynligheten for om B 

skjer

• Sannsynligheten for at både A og B inntreffer, fås fra produktregelen:

P(A og B) = P(A)  P(B) = 1/2  1/2 = 1/4



Mendels lov: Uavhengighet og produktregel

24

Arv er en tilfeldig mekanisme:

• Erter kan være grønne eller gule, og hver 

plante bærer to gener for frøfarge

–Hvert gen: G (green) eller Y (yellow)

–Gul (Y) er dominant: GY, YG eller YY gir gule erter, 

mens kun GG gir grønne erter

• Arver ett gen fra hver foreldreplante, uavhengig av hverandre

• Anta «far» = GY og «mor» = GY, sannsynlighet 0.5 for G fra mor, 

sannsynlighet 0.5 for G fra far

• M={G fra «far»}, F={G fra «mor»}

• Sannsynlighet for grønt frø (uavhengighet): 

P(M og F)=P(M)P(F)=0.5*0.5=0.25

• Kan se at P(Grønn)=0.25 etter å ha observert mange generasjoner



Utdeling av kort fra kortstokk: Avhengighet
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• 52 kort i en kortstokk

• 26 røde, 26 svarte

• P(første kort rødt) = 26/52 = 0.5
• P(andre kort rødt hvis første rødt)=25/51 < 0.5

• P(andre kort rødt hvis første sort) = 26/51 >  0.5

• Ikke uavhengighet mellom

A=første kort rødt og

B=andre kort rødt hvis første rødt.

Å vite om A skjer påvirker sannsynligheten for 

om B skjer



(!) Produktregelen gjelder 

bare ved uavhengighet
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• Krybbedød: 1 av 8500 dør uforklarlig, sannsynlighet 0,000118

• Sannsynligheten for at to barn dør av krybbedød i samme familie

• Ved å anta uavhengighet beregnes 

P(To barn dør)=0.000118*0.000118=1/72 250 000

• Men det er urimelig å anta uavhengighet!!! Og dermed blir tallet 

over for lavt

• Både genetiske og miljø-faktorer kan øke sannsynligheten i en 

familie, noe som gjør at sannsynligheten for at et nytt barn dør av 

krybbedød er høyere dersom man vet at det allerede har vært en 

krybbedød i samme familie



Addisjonsregelen og produktregelen 27

• Addisjonsregelen: Hvis A og B er disjunkte

P(A eller B) = P(A) + P(B)

• Produktregelen: Hvis A og B er uavhengige

P(A og B) = P(A) x P(B)

• Observer: Disjunkte hendelser A og B kan ikke være uavhengige!



- Og uavhengige hendelser 

kan ikke være disjunkte!
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• Hvis A og B er disjunkte kan de ikke være uavhengige: Hvis du vet at A 

skjer, kan ikke B skje. Kunnskap om A skjer eller ikke påvirker altså 

sannsynligheten for om B skjer.

• Vi kan se det matematisk fra produktregelen for hendelser A og B med 

P(A) > 0 og P(B) > 0 :

• Hvis A og B er disjunkte kan de ikke begge inntreffe, og dermed 

P(A og B) = 0

• Men P(A) x P(B)>0 når både P(A) > 0 og P(B) > 0, dermed kan ikke 

produktregelen gjelde, og A og B er ikke uavhengige



4.3 Tilfeldige variable

▪ Tilfeldige variable

▪ Diskrete tilfeldige variable

▪ Kontinuerlige tilfeldige variable

▪ Normalfordelinger som 

sannsynlighetsfordelinger

29



En numerisk variabel som beskriver 

utfallene til en tilfeldig prosess 

kalles en tilfeldig variabel
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En sannsynlighetsmodell beskriver både de mulige utfallene av en 

tilfeldig  prosess, og sannsynligheten for at hver av disse vil inntreffe

Utfallsrom består ikke nødvendigvis består av tall, for eksempel ved kast 

av tre mynter:

S = {KKK,KKM,KMK,MKK,KMM,MKM,MMK,MMM}

Men i statistikk er vi er oftest interesserte i numeriske størrelser, for 

eksempel den tilfeldige variabelen ‘antall kron i de tre myntkastene’. 

Utfallsrommet for den tilfeldige variabelen blir S={0,1,2,3}.



Sannsynlighetsmodellen til en tilfeldig

variabel er sannsynlighetsfordelinga dens
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En sannsynlighetsmodell beskriver de mulige utfallene av en tilfeldig  

prosess og sannsynligheten for at hver av disse vil inntreffe.

En tilfeldig variabel er en numeriske variabel som beskriver utfallene 

av en tilfeldig prosess. 

Sannsynlighetsfordelinga til en tilfeldig variabel angir mulige verdier 

og deres sannsynligheter.

Eksempel: En mynt kastes tre ganger.

Definer X = antall mynt

X = 0: KKK

X = 1: MKK KMK KKM

X = 2: MMK MKM KMM

X = 3: MMM 

Verdi 0 1 2 3

Sannsynlighet 1/8 3/8 3/8 1/8



Notasjon for tilfeldige variable 32

• Tilfeldige variable betegnes vanligvis med store bokstaver som X

og Y. 

• De tilsvarende små bokstavene, x og y, betegner de faktiske 

(observerte) utfallene

• Unntak: 

- ҧ𝑥 for gjennomsnitt

- s for standardavvik

- Ƹ𝑝 for andel

For disse unntakene brukes betydningene (tilfeldig variabel 

eller utfallet av den) om hverandre, selv om små bokstaver 

brukes.



En diskret tilfeldig variabel X har et 

antall mulige verdier.

33

Det finnes to hovedtyper av tilfeldige variable: diskrete og kontinuerlige. 

Hvis vi kan liste opp alle mulige utfall til en tilfeldig variabel og gi 

sannsynligheten til hver av dem, har vi en diskret tilfeldig variabel.

Sannsynlighetsfordelinga til en diskret tilfeldig variabel X gir verdiene xi

og deres sannsynligheter pi:

Verdi: x1 x2 x3 …

Sannsynlighet: p1 p2 p3 …

Sannsynlighetene pi  må tilfredsstille to krav:

1. Hver sannsynlighet pi er et tall mellom 0 and 1.

2. Summen av sannsynlighetene er 1.

For å finne sannsynlighetene for en hendelse, summer sannsynlighetene pi

for de verdiene xi som er med i hendelsen.



Vi kan fremstille diskrete sannsynlighets-

fordelinger grafisk med sannsynlighets-

histogrammer. 

34

Eksempler: Diskret tilfeldig variabel X

beskriver første siffer i et tall. 

(a) Sannsynlighetene er like for alle 

verdier

(b) Sannsynlighetene følger Benfords

lov



Eksempel: Antall kron i 4 myntkast 35

Antar: (1) kron (H) og mynt (T) er like sannsynlige utfall i hvert kast, og 

(2) kastene er uavhengige.

La X være antall kron i fire myntkast. Utfallsrommet er S={0,1,2,3,4}

Resultatet etter fire kast er en sekvens av kron og mynt som for 

eksempel HHTH. Det er i alt 16 mulige slike sekvenser, og 

sannsynligheten for hver sekvens er antall gunstige/antall mulige=1/16

Sannsynligheten for hvert av utfallene til X er ikke like sannsynlige



36
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Eksempel: Antall kron i fire myntkast. 37

Antar (1) kron (H) og mynt (T) er like sannsynlige utfall i hvert kast og (2) 

kastene er uavhengige.

La X være antall kron i fire myntkast. Utfallsrommet er S={0,1,2,3,4}

Sannsynligheten for hvert av utfallene til X er ikke like sannsynlige

• P(X=0) = P(X=4) = antall gunstige/antall mulige = 1/16 = 0.0625

• P(X=2) = antall gunstige/antall mulige = 6/16 = 0.375

• P(X=1) = P(X=3) = antall gunstige/antall mulige = 4/16 = 0.25



Bokstavkarakterer kan angi tilfeldig variabel38

Eksempel

Anta at fordelingen til karakterene i STK1000 er: 

32% får A, 42% får B, 18% får C, 3% får D, 1% får E og 4% 

stryker (F).

Utfallsrommet av bokstavkarakterer S={A,B,C,D,E,F} kan lett 

skrives om til en tilfeldig variabel X med et numerisk utfallsrom 

S={5,4,3,2,1,0}, hvor 5 tilsvarer A, 4 tilsvarer B

Her er sannsynlighetsfordelingen til den diskrete tilfeldige 

variabelen X, hvor 5 tilsvarer karakteren A, 4 tilsvarer karakteren B, 

osv.:

Verdi: 0 1 2 3 4 5

Sannsynlighet: 0.04 0.01 0.03 0.18 0.42 0.32

Hva er sannsynligheten for hendelsen at en tilfeldig valgt student får 

B eller bedre?

P(X ≥ 4) = P(X = 4) + P(X = 5)

= 0.42 + 0.32 = 0.74.



En kontinuerlig tilfeldig variabel Y tar 

verdier i et intervall av tall. 
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Diskrete tilfeldige variabler kommer vanligvis fra situasjoner hvor man 

teller noe. Situasjoner der man måler noe resulterer ofte i en 

kontinuerlig tilfeldig variabel.

Sannsynlighetsfordelingen til en tilfeldige variabel Y blir ofte omtalt 

som en tetthetsfunksjon. Sannsynligheten for en hendelse er her 

arealet under tetthetsfunksjonen i det aktuelle området. 

Sannsynlighetsmodellen til en diskret tilfeldig variabel X gir en 

sannsynlighet mellom 0 og 1 til hver mulig verdi X kan ha.

En kontinuerlig tilfeldig variabel Y har uendelig mange mulige verdier. 

Enkeltutfall har sannsynlighet 0 i alle kontinuerlige 

sannsynlighetsmodeller. Det er kun intervaller av verdier som har 

sannsynlighet større enn 0.



Kontinuerlige sannsynlighetsmodeller 40

La oss si at vi vil velge et tilfeldig tall mellom 0 og 1. Siden vi kan ta 

absolutt hvilket som helst reelt tall, kan vi ikke ta sannsynligheten til ett 

enkelt tall. Hvis hvert enkelt tall hadde en sannsynlighet, og det er 

uendelig mange tall, ville summen av sannsynlighetene deres bli 

uendelig stor og ikke 1. Derfor må vi heller regne med intervaller.

En kontinuerlig sannsynlighetsmodell gir sannsynligheter som 

arealer under en tetthetsfunksjon. Sannsynligheten for en 

hendelse er arealet under tetthetsfunksjonen over verdiene som 

utgjør hendelsen.

P(X ≤ 0.5 eller X > 0.8)

= P(X ≤ 0.5) + P(X > 0.8)

= 0.5 + 0.2

= 0.7

Uniform

fordeling

Eksempel: Uniform fordeling 

mellom 0 og 1. Hva er 

sannsynligheten for å få et tilfeldig 

tall som er mindre enn eller lik 0.5 

eller større enn 0.8.



Kontinuerlige sannsynlighetsmodeller 2 41

En kontinuerlig sannsynlighetsmodell gir sannsynligheter 

som arealer under en tetthetsfunksjon. Sannsynligheten for en 

hendelse er arealet under tetthetsfunksjonen over verdiene som 

utgjør hendelsen.



42

1 flervalgsspørsmål



Normalfordelinger er 

sannsynlighetsfordelinger

43

Vi har sett i kapittel 1 hvordan vi finner arealer under en normalkurve, og 
det representerte andelen observasjoner i det tilsvarende verdiområdet.

Nå vil vi snakke om disse arealene som sannsynligheter for at en 
normalfordelt tilfeldig variabel X ligger innenfor det spesifiserte 
verdiområdet.

Vi kan finne sannsynlighetene til intervaller av utfall ved å bruke standard 
normal-sannsynligheter fra Tabell A (eller ved å bruke R).

Vi standardiserer en N(m,s)-fordelt tilfeldig variabel X ved å standardisere

𝑍 =
𝑋 − 𝜇

𝜎

Da er Z standard normalfordelt (N(0,1)-fordelt)



Normalfordelinga angir sannsynligheter 

til intervaller av verdier

44

Kvinners høyde er normalfordelt med gjennomsnitt på 164.0 cm og 

standardavvik på 6.35 cm. Hvis vi velger en kvinne tilfeldig, hva er da 

sannsynligheten for at høyden hennes (som vi kaller X) er mellom 172.9 

og 178.0? Dette vil si hva er P(172.9 < X < 178.0)? Siden kvinnen blir 

valgt tilfeldig, er X en tilfeldig variabel.  

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
Vi regner ut z-scoren for 172.9 og 

178.0. 

For x = 172.9 cm, 𝑧 =
172.9−164

6.35
= 1.4

For x = 178.0 cm, 𝑧 =
178.0−164

6.35
= 2.2

P(173 < X < 178) = P(1.4 < Z < 2.2)

= P(Z < 2.2) - P(Z < 1.4) = (se tabell 

neste side) 
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Kvinners høyde er normalfordelt med gjennomsnitt på 164.0 cm og 

standardavvik på 6.35 cm. Hvis vi velger en kvinne tilfeldig, hva er da 

sannsynligheten for at høyden hennes (som vi kaller X) er mellom 172.9 

og 178.0? Dette vil si hva er P(172.9 < X < 178.0)? Siden kvinnen blir 

valgt tilfeldig, er X en tilfeldig variabel.  

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
Vi regner ut z-scoren for 172.9 og 

178.0. 

For x = 172.9 cm, 𝑧 =
172.9−164

6.35
= 1.4

For x = 178.0 cm, 𝑧 =
178.0−164

6.35
= 2.2

P(173 < X < 178) = P(1.4 < Z < 2.2)

= P(Z < 2.2) - P(Z < 1.4) = (se tabell 

neste side) 

0.9861-0.9192 = 0.0669

Normalfordelinga angir sannsynligheter 

til intervaller av verdier



4.4 Forventningsverdi og 

varians til tilfeldige variabler

▪ Forventningsverdien til en tilfeldig variabel

▪ Statistisk estimering og store talls lov

▪ Regler for forventning

▪ Variansen til en tilfeldig variabel

▪ Regler for varians og standardavvik
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Form, senter og spredning for en 

diskret tilfeldig variabel
48

Når vi analyserer sannsynlighetsfordelingen til diskrete tilfeldige variable, 

gjør vi det samme som med kvantitative data:

Vi beskriver formen, og angir sentralmål og spredning.

Forventningsverdien til en diskret tilfeldig variabel er et vektet gjennomsnitt 

av mulige utfall; hvert utfall er vektet med sin sannsynlighet.

Forventningsverdien til en diskret tilfeldig variabel

La oss si at X er en diskret tilfeldig variabel med 

sannsynlighetsfordeling lik 

Verdi: x1 x2 x3 …

Sannsynlighet: p1 p2 p3 …

For å finne forventningsverdien til X, multipliser hver mulig verdi med 

sin sannsynlighet og summer produktene:

𝜇𝑥 = 𝐸 𝑋 = 𝑥1𝑝1 + 𝑥2𝑝2 + 𝑥3𝑝3 +⋯
= σ𝑥𝑖𝑝𝑖



Eksempel: Helsa til nyfødte

49

Sannsynlighetsfordelingen til X = Apgar-score for nyfødte er vist nedenfor:

a. Vis at sannsynlighetsfordelingen til X er en legitim sannsynlighetsfordeling.

b. Lag et histogram av sannsynlighetsfordelingen. Beskriv hva vi ser. 

c. Apgar-score på 7 eller høyere indikerer et friskt barn. Hva er P(X ≥ 7)?

Value: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Probability: 0.001 0.006 0.007 0.008 0.012 0.020 0.038 0.099 0.319 0.437 0.053

(a) Alle 

sannsynligheter er 

mellom 0 og 1, samt at 

de summeres til 1. 

Dette gjør den til en 

legitim sannsynlighets-

fordeling. 

(b) den venstreskjeve formen på fordelingen antyder at en tilfeldig valgt nyfødt 

kommer til å ha en Apgar-score i den høye enden av skalaen. Det er bare en 

liten sannsynlighet for å få en baby med score på 5 eller lavere.

(c) P(X ≥ 7) = .908.

Det er 91% 

sannsynlighet for at en 

tilfeldig valgt baby er 

frisk.



Hva er typisk Apgar-score? 50

La oss se på den tilfeldige variabelen X = Apgar-score.

Regn ut forventninga til den tilfeldige variabelen X og tolk den i sin 

kontekst.

Verdi: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sannsynlighet: 0.001 0.006 0.007 0.008 0.012 0.020 0.038 0.099 0.319 0.437 0.053

𝜇𝑥 = 𝐸 𝑋 =෍𝑥𝑖𝑝𝑖

= 0 0.001 + 1 0.006 + 2 0.007 +⋯+ (10)(0.053)

= 8.128

Forventet Apgar-score for en tilfeldig valgt nyfødt er 8.128. Dette er det 

gjennomsnittet Apgar-scoren får i det lange løp når vi tar Apgar-scoren av 

veldig mange tilfeldig valgte babyer.

Merk: Forventningsverdien trenger ikke å være en mulig verdi av X eller et 

heltall! Det er gjennomsnittet i det lange løp etter mange repetisjoner.



Forventningsverdien til en 

kontinuerlig tilfeldig variabel
51

For kontinuerlig tilfeldige variable defineres forventninga ved bruk 

av tetthetskurven. Den kan beskrives som balansepunktet.

Eksakt beregning av forventningsverdien gjøres matematisk ved et 

integral. Hvis tettheten til den kontinuerlig tilfeldige variabelen X

beskrives av funksjonen f(x), gis forventninga til X av

𝜇 = 𝜇𝑥 = න
−∞

∞

𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥



Regneregler for forventning 52

Regel 1: Hvis X er en tilfeldig variabel og a og b er gitte tall, så er

µa+bX = a + bµX.

Regel 2: Hvis X og Y er tilfeldige variabler, så er

µX+Y = µX + µY.

Regel 3: Hvis X og Y er tilfeldige variabler, så er

µX-Y = µX - µY.

Eksempel: Noen gresshopper som lever på en åker har forventa lengde på 

1.2 tommer. Hva er forventninga i centimeter?

Det er 2.54 cm i en tomme, så forventninga i tommer må ganges med 

2.54: 1.2 x 2.54 = 3.05 cm.

(Merk at vi brukte regel 1 med b = 1.2 og a = 0 her.)



Variansen til en tilfeldig variabel 53

Siden vi bruker forventninga som sentralmål for en diskret tilfeldig 

variabel, bruker vi standardavvik som mål på spredning.

Variansen til en diskret tilfeldig variabel

La oss si at X er en diskret tilfeldig variabel med sannsynlighetsfordeling

Verdi: x1 x2 x3 …

Sannsynlighet: p1 p2 p3 …

og µX er forventninga til X.

Variansen til X er da

𝜎𝑋
2 = 𝑥1 − 𝜇𝑋

2 𝑝1+ 𝑥2 − 𝜇𝑋
2 𝑝2 + 𝑥3 − 𝜇𝑋

2 𝑝3 +⋯
= σ 𝑥𝑖 − 𝜇𝑋

2 𝑝𝑖

For å få standardavviket til en tilfeldig variabel, ta kvadratroten av 

variansen.

For en kontinuerlig tilfeldig variabel må vi igjen bruke integralregning for å 

finne variansen



Eksempel: Hvor variable er 

Apgar-scorene?

54

Vi har den tilfeldige variabelen X = Apgar-score

Regn ut standardavviket til den tilfeldige variabelen X og tolk dette inn i 

konteksten til variabelen.

Verdi: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sannsynlig-

het:

0.001 0.006 0.007 0.008 0.012 0.020 0.038 0.099 0.319 0.437 0.053

Varians

𝜎𝑋
2 =෍ 𝑥𝑖 − 𝜇𝑋

2 𝑝𝑖

= 0 − 8.128 2 0.001 + 1 − 8.128 2 0.006 + ⋯+ 10 − 8.128 2 0.053

= 2.066

𝜎𝑋 = 2.066 = 1.437

Standardavviket til X er 1.437. Dette vil da si noe om hvor mye vi regner med 

at Apgar-score for en tilfeldig nyfødt er forskjellig fra forventningsverdien.



Regneregler for varians 55

Regler for varianser og standardavvik

Regel 1: Hvis X er en tilfeldig variabel og a og b er gitte tall, så er

σ2
a+bX = b2σ2

X.

Regel 2: Hvis X og Y er uavhengige tilfeldige variable, så er

σ2
X+Y = σ2

X + σ2
Y,

σ2
X-Y = σ2

X + σ2
Y.

Regel 3: Hvis X og Y har korrelasjon ρ, så er

σ2
X+Y = σ2

X + σ2
Y  + 2ρσXσY ,

σ2
X-Y = σ2

X + σ2
Y   ̶ 2ρσXσY . 



Verdien til observatoren vil variere når 

vi gjentar trekning av tilfeldige utvalg

56

Vi vil prøve å estimere en ukjent forventningsverdi µ. Vi kan trekke et 

tilfeldig utvalg og basere estimatet på utvalgsgjennomsnittet. Men da vil 

forskjellige utvalg antageligvis gi oss forskjellige utvalgsgjennomsnitt.

Dette kalles utvalgsvariabilitet: Verdien til observatoren vil variere når vi 

gjentar tilfeldige utvalg.

Hva ville skjedd dersom vi tok mange utvalg?

Populasjon

Utvalg

Utvalg

Utvalg

Utvalg

Utvalg

Utvalg

Utvalg

Utvalg



Store talls lov 57

Trekk uavhengige observasjoner tilfeldig fra en populasjon med 

forventning µ. Store talls lov sier da at, når antallet observasjoner 

øker, vil utvalgsgjennomsnittet av observasjonene nærme seg mer 

og mer forventninga µ til populasjonen.

Hvordan kan ҧ𝑥 være et godt estimat for 𝜇? Man vil jo få ulike verdier på ҧ𝑥 av 

forskjellige tilfeldige utvalg.

Hvis vi tar større og større utvalg, vil observatoren ҧ𝑥 garantert komme 

nærmere og nærmere parameteren 𝜇.



4.5 Generelle sannsynlighetsregler

▪ Sannsynlighetsregler

▪ Generelle addisjonsregler

▪ Betinga sannsynlighet

▪ Generelle produktregler

▪ Trediagrammer

▪ Bayes’ regel

▪ Uavhengighet 
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Lovene som styrer 

sannsynlighetsregninga

59

Til nå har vi konsentrert oss om tilfeldige variable og deres fordelinger. 

Lover og regler for sannsynlighetsregning:

Regel 1. Sannsynligheten P(A) for hendelse A tilfredsstiller 0 ≤ P(A) ≤ 1.

Regel 2. Hvis S er utvalgsrommet i en sannsynlighetsmodell, så er 

P(S) = 1.

Regel 3. Hvis A og B er disjunkte, P(A eller B) = P(A) + P(B).

Regel 4. For enhver hendelse A, P(AC) = 1 – P(A).

Regel 5. Hvis A og B er uavhengige, P(A og B) = P(A)P(B).



Et intuitivt verktøy: Venn-diagram 60

To disjunkte hendelser:

Vi kan utvide addisjonsregelen for disjunkte hendelser

Hvis A, B, og C er disjunkte slik at ingen av dem har noen felles utfall, så 

er 

P(en eller flere av A, B, C) = P(A) + P(B) + P(C).



Den generelle addisjonsregelen 61

Addisjonsregelen for unioner 

av to hendelser

For to hendelser A og B:

P(A eller B) =

P(A) + P(B) – P(A og B)

Merk: Dersom A og B er disjunkte 

er siste leddet P(A og B)=0, og 

dermed følger addisjonsregelen 

for disjunkte hendelser

To hendelser som ikke er disjunkte, 

og hendelsen “A og B” som 

inneholder utfall de har felles:



Den generelle addisjonsregelen, eks:
62

Eksempel: Anta at 40% av voksne får nok søvn, 46% trener jevnlig, og 

24% både får nok søvn og trener jevnlig. Hva er sannsynligheten for at 

en voksen person får nok søvn og/eller trener regelmessig?

La A=«nok søvn», B=«trener jevnlig». Vi vet 

P(A)=0.4, P(B)=0.46 og P(A og B)=0.24. 

Da er

P(A eller B)=P(A)+P(B)-P(A og B)

= 0.40+0.46-0.24=0.62

Hvis vi tegner opp det vi vet i Venn-diagrammet, 

ser vi at P(A og Bc)=0.4-0.24=0.16 og P(B og Ac)=0.46-0.24=0.22

Dessuten er sannsynligheten for (A eller B)c (dvs verken nok søvn eller 

trener jevnlig) = 1-0.62=0.38



Betinga sannsynlighet 63

Sannsynligheten for en hendelse kan endre seg hvis vi vet at en annen 

hendelse har skjedd. Dette er et viktig aspekt i mange situasjoner der 

man bruker sannsynlighetsregning 

Når vi skal prøve å finne sannsynligheten for en hendelse på bakgrunn 

av at en annen hendelse har skjedd, prøver vi å finne ut en betinga 

sannsynlighet.

Sannsynligheten for en hendelse skjer gitt at en annen hendelse har 

allerede skjedd kalles en betinga sannsynlighet.

Når P(A) > 0, så finner vi sannsynligheten for at hendelsen B skjer gitt 

at hendelsen A har skjedd, ved formelen

𝑃 𝐵 𝐴 =
𝑃(𝐴 𝑜𝑔 𝐵)

𝑃(𝐴)



Alle sannsynligheter, også betinga, 
kan bli funnet fra tildelinga av 
sannsynligheter for hendelser

64

Definisjonen av betinga sannsynlighet kan skrives om til en regel for 

sannsynligheten for at begge hendelsene skjer.

Sannsynligheten for at begge hendelsene A og B skjer kan finnes ved hjelp av 

den generelle produktregelen:

P(A og B) = P(A) • P(B | A)

hvor P(B | A) er den betingede sannsynligheten for at hendelsen B skjer gitt at 

hendelsen A allerede har skjedd.



Eksempel: Den generelle produktregelen
65

Eksempel: 

• Kortspill med en vanlig kortstokk (52 kort, av dem 13 hjerter, 13 

ruter, 13 kløver og 13 spar)

• 11 kort er allerede trukket fra kortstokken, hvorav 4 ruter

• To kort til skal trekkes. Hva er sannsynligheten for at begge disse er 

ruter?

• Definerer 

• hendelse A: «første kort er ruter»

• hendelse B: «andre kort er ruter»

• P(A) = gunstige/mulige = (13-4)/(52-11) = 9/41

• P(B | A) = gunstige/mulige = (13-5)/(52-12) = 8/40

• P(A og B) = P(A) x P(B | A) = (9/41) x (8/40) = 0.044



Den utvida produktregelen

66

Snittet (‘intersection’ på engelsk) til en samling hendelser er 

hendelsen at alle hendelsene inntreffer.

For å utvide produktregelen til sannsynligheten at alle av mange 

hendelser inntreffer, er nøkkelen å bruke produktregelen flere ganger, 

ved først å betinge en hendelse på at alle de andre hendelsene 

inntreffer, osv. 

For eksempel, for snittet av tre hendelser blir produktregelen

P(A og B og C) = P(A og B) • P(C | A og B)

= P(A ) • P(B | A) • P(C | A og B)



Trediagram 67

Oppgaver i sannsynlighet krever ofte at vi må kombinere to eller flere av de 

grunnleggende reglene til mer innfløkte utregninger. Én måte å modellere 

tilfeldigheter som skjer etter hverandre, er å lage et trediagram.

Vi kaster en mynt to 

ganger

Hva er da 

sannsynligheten for å 

få to mynt?

Utfallsrom

MM  MK   KM   KK

Så, P(to mynt) = P(MM) = 1/4



Eksempel med trediagram 68

En amerikansk studie fra 2010 viste at 93% av alle ungdommer mellom 

12 og 17 brukte internett. Av disse hadde 55% en profil på en eller 

annen form for sosiale medier. 

Hvor stor andel brukte internett og var på sosiale medier?

 

= (0.93)(0.55)

= 0.5115

51.15% av ungdommene brukte 

internett og hadde en profil.

P(internett) = 0.93

P(profil | internett) = 0.55

P(internett og profil) = 

P(internett)∙P(profil | internett)



Bayes’ regel: enkleste utgave 69

Et viktig bruksområde for betinga sannsynlighet er Bayes’ regel. Den er en 

viktig byggestein i mange statistiske problemstillinger, også i mer avanserte 

modeller som er utenfor pensum i STK1000.

 Først skal vi se på den enkleste formen for to hendelser A og B slik at 

0<P(A)<1 og 0<P(B)<1  

 Utledning av Bayes’ regel for to hendelser: Fra den generelle 

produktregelen har vi at 

𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃(𝐴 𝑜𝑔 𝐵)

𝑃(𝐵)

 Vi kan skrive telleren:  𝑃 𝐴 𝑜𝑔 𝐵 = 𝑃 𝐵 𝐴 𝑃 𝐴 , og nevneren (fordi   

B=((A og B) eller (Ac og B)) ): 𝑃 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑜𝑔 𝐵 + 𝑃 𝐴𝑐𝑜𝑔 𝐵 =
𝑃 𝐵|𝐴 𝑃(𝐴) + 𝑃 𝐵 𝐴𝑐 𝑃(𝐴𝑐)

 Da får vi Bayes’ regel:

𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐵 𝐴 𝑃(𝐴)

𝑃 𝐵|𝐴 𝑃(𝐴) + 𝑃 𝐵 𝐴𝑐 𝑃(𝐴𝑐)



Bayes’ regel: Generell form 70

Generell form

 Anta at et utfallsrom er delt inn i k disjunkte hendelser A1, A2, … , Ak —

slik at P(A1) + P(A2) + … + P(Ak) = 1, og at ingen av hendelsene har 

sannsynlighet lik 0 

 La C være en annen hendelse slik at P(C) ikke er 0 eller 1. Da er

𝑃 𝐴𝑖|𝐶 =
𝑃 𝐶|𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖

𝑃 𝐶 𝐴1 𝑃 𝐴1 + 𝑃 𝐶 𝐴2 𝑃 𝐴2 +⋯+ 𝑃 𝐶 𝐴𝑘 𝑃(𝐴𝑘)

Det er ofte intuitivt enklere å finne ut svarene ved å bruke et trediagram 

enn å bruke denne lange formelen.



Bayes’ regel eksempel 71

Hvis en kvinne i tjueårene blir scannet for brystkreft og testene viser positivt 

testresultat, hva er da sannsynligheten for at hun da faktisk har brystkreft?

Kreft

Ikke kreft

Mammografi

Positiv

Negativ

Positiv

Negativ

Sannsynlig-

het for kreft

Diagnose-

sensitivitet

Diagnose-

spesifisitet

Falsk negativ

Falsk positiv

0.0004

0.9996

0.8

0.2

0.1

0.9

Forekomst av bryst-

kreft blant kvinner i  

alderen 20–30 Mammografi

2A

1A

𝐴1 er kreft, 𝐴2 er ikke kreft, og C er positivt testresultat.  

𝑃 𝑘𝑟𝑒𝑓𝑡 𝑝𝑜𝑠 =
𝑃 𝑝𝑜𝑠 𝑘𝑟𝑒𝑓𝑡 𝑃(𝑘𝑟𝑒𝑓𝑡)

𝑃 𝑝𝑜𝑠 𝑘𝑟𝑒𝑓𝑡 𝑃 𝑘𝑟𝑒𝑓𝑡 + 𝑃 𝑝𝑜𝑠 𝑖𝑘𝑘𝑒 𝑘𝑟𝑒𝑓𝑡 𝑃(𝑖𝑘𝑘𝑒 𝑘𝑟𝑒𝑓𝑡)

=
0.8 ∗ 0.0004

0.8 ∗ 0.0004 + 0.1 ∗ 0.9996
≈ 0.003 = 0.3%



Uavhengighet 72

Hvis to hendelser A og B ikke påvirker hverandre, og sannsynligheten for 

det ene ikke endres av at vi vet utfallet på det andre, er hendelsene 

uavhengige av hverandre.

Vi ser nå at produktregelen for uavhengige hendelser 

P(A og B) = P(A)  P(B)

er et spesialtilfelle av den generelle produktregelen

P(A og B) = P(A)  P(B | A)

To hendelser A og B som begge har positiv sannsynlighet er  

uavhengige hvis:

P(B|A) = P(B)



Kapittel 4

Sannsynlighet: Studiet av 

tilfeldighet (tilbakeblikk)

4.1 Tilfeldighet

4.2 Sannsynlighetsmodeller
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4.4 Forventningsverdi og varians til 

tilfeldige variabler
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