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Oppgave 1

a) Den momentgenererende funksjonen til X er (for t < 1/05)
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Her har vi substituert u = (1 — ft)x og brukt at integralet av Gamma(c, 5)-tettheten
er lik én.

b) Vi kan skrive Mx(t) = (1 — St)~®. Vi deriverer to ganger med hensyn pa t og
finner

Mi(t) = —a(l = )™ (=B) = aB(l - Bt) ",

My (t) = (—a = 1)af(l = pt) (=) = (a + Daf*(1 - ft) 2.
Dermed er

E(X) = Mx(0) = a5,
0g

V(X) = E(X?) = (B(X))* = M%(0) — (aB)’ = (a + 1)af® - *5% = af®,
¢) Siden X; og X, er uavhengige, har vi at

Myiix,(t) = E (/) = B (e0e%2) = B (") B (¢72) = My, ()Mo, (1)

1



Na har vi fra resultatet i punkt a at

1 1
My, (t) = =g %8 M, (t) = A= fiyr

Den momentgenererende funksjonen til X; + X5 blir dermed

1 1 1
M t) = . = )
X1+X2( ) (1 _ ﬁf})al (1 _ 5@“2 (1 _ 5t>al+a2
Av resultatet i punkt a ser vi at dette er den momentgenererende funksjonen til
gamma-fordelingen med formparameter o; + a5 og skalaparameter (. Siden den
momentgenererende funksjonen bestemmer fordelingen entydig, har vi at

X; + Xy ~ Gamma(ay + az, ), (A)
slik vi skulle vise.

Anta sa at X, Xo, ..., X, er uavhengige og at X; ~ Gamma(q;, §) fori =1,2,... n.
Vi vil vise at

i X; ~ Gamma (i a, 5) : (B)
i=1 i=1

Av (A) folger det at (B) holder for n = 2. Anta sa at (B) holder for n = k — 1, altsa
at

k—1 k-1
ZXi ~ Gamma (Z ozi,ﬂ> .
i=1 i=1

Sett Y = z;:ll X;. Da har vi at Zle X; =Y + X;, der Y ~ Gamma (Zi:ll o, B)
og Xy ~ Gamma(ag, 3). Av (A) har vi da at

k—1
Y + X, ~ Gamma (Zai —i—ak,ﬁ) )

i=1

Dermed holder (B) ogsa for n = k, og det folger ved induksjon at (B) holder for
vilkarlig verdi av n.

Oppgave 2

a) Den kumulative fordelingsfunksjonen til 7" er gitt ved

Rl = [ et



For t < 0er fr(t) =0, og da er Frp(t) = 0. For ¢t > 0 blir den kumulative fordelings-
funksjonen

¢
Fr(t) = / e Mdu = [—6_)‘”]2 =1—eM
0

Altsa har vi at

Fr() 0 fort <0,
e 1—e ™M fort>D0.

b) Median tid til tilbakefall m er gitt ved

1
Fr(m)=P(T <m)=1—¢" = 5
Det gir

e—Am — 1

2
—Am = —In(2)

In(2)

A

Vi har at P(T' < m) = P(T' < m) =0.50 og P(T" > m) =1— P(T <m) = 0.50.
Det er like sannsynlig at tid til tilbakefall er mindre enn medianen som at tid til
tilbakefall er stgrre enn medianen.

c¢) Eksponentialfordelingen er et spesialtilfelle av gamma-fordelingen der formpara-
meteren er én og skalaparameteren er 1/\, dvs. T; ~ Gamma(1,1/)). Av resultatet i
oppgave 1b har vi dermed at E(T}) =1-(1/A\) =1/XA og V(T;) =1- (1/))* = 1/)2.

Vi finner dermed at

sa m er forventningsrett. Videre har vi at

1=

sa standardfeilen blir

B —  In(2)
Um—\/V(m)—\/ﬁX




Av Chebyshevs ulikhet har vi at for enhver ¢ > 0 er

_ _ N V(m) _ (In(2))? o
P(lm—m|>¢e)=P(lm—E(m)| >¢) < 2 =y — 0 nar n — oo.

Derfor er m konsistent.

d) Vi setter X; = 2A\T; for i = 1,2,...,n. For x > 0 blir den kumulative fordelingen
til X;-ene (jf. punkt a):

Fx(#) = P(X; <o) = P@AT; <2) = P (T: < 1)

— (%) =1 M&E) =1 o2,

For x <0, er Fx(z) = 0. Det folger at sannsynlighetstettheten til X; er

le=#/2 for x > 0,

fx(z) = Fx(x) = { .

0 ellers.

Hvis vi sammenholder denne tettheten med gamma-tettheten gitt i oppgave 1, og
bruker at I'(1) = 1, ser vi at X; er gamma-fordelt med formparameter 1 og skalapa-
rameter 2. Av resultatet (B) i oppgave 1, folger det da at 2A> " T, = > X, er
gamma-fordelt med formparameter 1 + 1+ --- + 1 = n og skalaparameter 2.

e) Av resultatet i forrige punkt har vi at
P<ag2Aanb> =1—a.
i=1

Siden m = In(2)/X (punkt b) og m = (In(2)/n) >, T; (punkt ¢), er A = 1In(2)/m og
Yo T; = nm/In(2). Det folger at

P(a§2n<m>§b>:1—a.
m

Vi omformer ulikhetene og far at

2 2
P(—nfﬁgmg—nr/ﬁ)zl—a.
b a

Et 100(1 — )% konfidensinterval for medianen m er dermed gitt ved

{QnA 2n A]
—m, —m|.
b a



f) Vilar ¢y, o, ..., ta veere de observerte tidene til tilbakefall for de 21 kreftpasientene.
Da har viat -1, t; = 182. Bt estimat for median tid til tilbakefall er dermed (i uker):

. In(2) & 0.693
= ti=——182=06.0.
ey Zl 21

Et 95% konfidensintervall for medianen er

—— 6.0, ——6.0

2-21 2-21
61.8 26.0 ’

dvs.
[4.1,9.7].

g) Hvis vi ikke antar at tilbakefallstidene er eksponentialfordelte, kan vi estimere
medianen med den empiriske medianen ¢, dvs. observasjon nummer 11 nar tilbake-
fallstidene er skrevet i stigende rekkefplge. Vi finner at ¢ = 8.

For & bestemme standardfeilen til ¢ gar vi fram pa folgende mate:

For b=1,2,..., B (for eksempel med B = 1000):

e Trekk 21 ganger med tilbakelegging fra mengden {t1,ts, ..., t2}, og kall de ut-
trukne verdiene ¢7,%5,...,15,.

e Bestem den empiriske medianen av 5,5, ..., t5, og kall den t**.

Estimer standardfeilen til £ ved

der t* = % f:ﬁ?’*.

Oppgave 3
a) Vi har at

MSEx (0) = E{(0 — X)*} = E{[(6 — p) — (X — p)]*}
= E{(0 — p)* = 2(0 — p)(X — p) + (X — p)*}
— (0= )? — 200 — WE(X — 1) + B{(X — )%}

= (0 — p)* + V(X). (©)



I )(C) avhenger ikke V(X) av 6§, mens (6 — u)? blir minst mulig nar 6 = u. Dermed
blir MSE x (#) minst mulig for 6 = p.

b) Vi har at
E(Y)=E (pX + Mz) — pE(X)+/1—p?E(Z) =0,
der den siste likeheten gjelder siden E(X) = E(Z) = 0. Videre har vi at
V) =V (pX +VT=22) = PV(X) + (L= ) V(Z) = 2+ (1= p) = 1,
der den siste likeheten gjelder siden V(X) =V (Z) = 1.
¢) Vi har at

Cov(X,Y) = Cov (X,pX + /1 —p? Z)

= pCov(X,X)+ /1 —p?Cov(X, Z)
=pV(X).

Her har vi brukt at Cov(X,X) = V(X) og at siden X og Z er uavhengige, er
Cov(X,Z)=0.Naer V(X)=V(Z) =1 og det folger at

_ Cov(X)Y)  p-1
Corr(X, ') = Vv Vil D

d) Siden X og Z er uavhengige og E(Z) = 0, har vi at

E(Y|X:x0):E<pX+\/1—p2Z|X:xO)
:E(px0+\/1—p2Z|X=m0)

=pro+V1—pPE(Z|X = x)

= pro+/1—p?E(Z) = pxo.
Tilsvarende finner vi siden V(7)) =1 at

V(Y|X:x0):V<pX+\/1—p2Z|X:xO>
=V (o + V1= 2 Z| X = o)
=1 -p)V(Z]X =)

=(1-p)V(2)=1-p"



e) Pa tilsvarende mate som i punkt a, har vi at
MSEy| x_o(0) = {0 — E(Y | X = 20)}2 + V(Y | X = zp). (D)

Her avhenger ikke V(Y | X = x¢) av 6, mens {6 — E(Y | X = x4)}? blir minst mulig
for 6 = E(Y | X = xg). Vart beste gjett pa Y hvis vi har observert X = xg, er den
betingede forventningen E(Y | X = xy) = pzo.

Nar vi bruker anslaget E(Y | X = zg) = pxo, gir (D) at betinget forventet kvadratisk
avvik er V(Y |X = z9) = 1 — p? Hvis vi bruker forventningsverdien til Y, blir
forventet kvadratiske avvik sterre. For da gir (C) at det er lik V(Y) = 1.



