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Oppgave 1.

(a) Siden fordelingen er symmetrisk om µ, er P (X ≤ µ) = P (X ≥ µ) = 0.5
som viser at µ er medianen. Vi har at

RX(t) = ln(MX(t)) = µt− ln[1− b2t2]

R′X(t) =µ− −2b2t

1− b2t2
= µ+

2b2t

1− b2t2
E(X) =R′X(0) = µ

(b) Vi har

R′′X(t) =
2b2[1− b2t2]− 2b2t[−2b2t]

[1− b2t2]2

V (X) =R′′X(0) = 2b2

(c) Vi har fra formelsamling at MZi
(t) = λ/(λ− t). Dermed er

MY (t) =E[e(µ+Z1−Z2)t] = eµtE[eZ1t]E[e−Z2t]

=eµt
λ

λ− t
λ

λ+ t
= eµt

λ2

λ2 − t2
=

eµt

1− t2/λ2
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som svarer til den momentgenererende funksjon til Laplace fordelingen
med b = 1/λ.

(d) For den eksponensielle fordeling har vi at FZ(z) = 1− e−λz som gir at
man kan generere Zi = − ln(1 − Ui)/λ der Ui ∼ Uniform[0, 1]. Ved å
velge λ = 1/b kan vi s̊a sette X = µ+ Z1 − Z2.

Alternativt kan en beregne

FX(t) =

{
1
2
e(x−µ)/b x < µ;

1− 1
2
e−(x−µ)/b x ≥ µ

som gir ved inversjonsmetoden

X =

{
µ+ b ln(2 · U) U < 0.5

µ− b ln(2(1− U)) U ≥ 0.5

(e) Prosedyre for ikke-parametrisk Bootstrapping (for µ̂):

(a) Trekk x∗1, ..., x
∗
n med tilbakelegging fra {x1, ...xn}

(b) Beregn µ̂∗ fra x∗1, ..., x
∗
n

Etter å ha gjentatt B ganger har man s̊a Bootstrap sampler µ̂∗1, ..., µ̂
∗
B

og standard feil estimeres ved

σ̂µ̂ =

√√√√ 1
B−1

B∑
b=1

(µ̂∗b − µ̂
∗
)2

(f) Med z0.025 lik den øvre 2.5% kvantilen i standard normal fordelingen
har vi at

P (−z0.025 <
µ̂− µ
σ̂µ̂

< z0.025) ≈0.95

P (−z0.025σ̂µ̂ < µ̂− µ < z0.025)σ̂µ̂ ≈0.95

P (−µ̂− z0.025σ̂µ̂ < −µ < −µ̂+ z0.025)σ̂µ̂ ≈0.95

P (µ̂− z0.025σ̂µ̂ < µ < µ̂− z0.025σ̂µ̂) ≈0.95

som gir at [µ̂− z0.025σ̂µ̂, µ̂ + z0.025σ̂µ̂] er et tilnærmet 95% konfidensin-
tervall for µ.

Tilsvarende beregninger kan gjøres basert p̊a µ̃ som gir [µ̃−z0.025σ̂µ̃, µ̃+
z0.025σ̂µ̃] er et tilnærmet 95% konfidensintervall for µ.

(g) Gjennomsnittet vil være tilnærmet normalfordelt ifølge sentralgrense-
teoremet. Histogrammet av Bootstrap simuleringene indikerer ogs̊a at
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normalfordelingen er rimelig. Vi vet at forventning er forventningsrett,
noe ogs̊a likheten mellom µ̂ og µ̂

∗
indikerer.

For medianen, s̊a ser vi at siden µ̂
∗ − µ̃ = 1.9155 − 1.895 =

0.0206 er s̊apass liten, s̊a kan vi anta at medianen er tilnærmet
forventingsrett. Vi har ikke noe tilsvarende resultat om normalfordeling
for medianen, men vi har generelt snakket om at mange estimatorer
er tilnærmet normalfordelt. Fra histogrammet ser det dog ut som
normaltilnærmingen kan være noe tvilsom. Vi bør derfor ikke stole
for mye p̊a konfidensintervallet basert p̊a µ̃.

Oppgave 2.

(a) La A være begivenheten at studenten svarer riktig. Da er P (A) =
r + (1− r) · 0.2 = 0.6 + 0.4 · 0.2 = 0.68.

La B være begivenheten at kandidaten visste svaret. Bayes setning:

P (B|A) =
P (B)P (A|B)

P (A)
=

r · 1
r + (1− r) · 0.2

=
0.6

0.68
= 0.88

(b) Estimat: p̂ = x/n = 2433/3570 = 0.682

Estimert standard feil σ̂p̂ =
√
p̂(1− p̂)/n = 0.0080

99% konfidensintervall:

p̂± 2.576σ̂p̂ = [0.661, 0.701]

(c) Binært utfall ok. Samme sannsynlighet: Noe tvilsomt da vanskelighets-
graden p̊a de ulike punkter er forskjellige. Uavhengighet: Tvilsomt da
en flink student nok vil svare korrekt p̊a mange oppgaver.

(d) Vi har at q = 0.8r + 0.2 slik at hvis P (L < q < U) = 0.99 s̊a er
P (L < 0.8r+0.2 < U) = 0.99 og P ((L−0.2)/0.8 < r < (U−0.2)/0.8) =
0.99. Dermed blir [(0.185−0.2)/0.8, (0.117−0.2)/0.8] = [−0.018, 0.117].
Dette kan vi eventuelt gjøre om til [0.000, 0.117] da vi vet at r ikke kan
bli negativ. Siden konfidensintervaller inkluderer 0 som en mulig verdi
er det ikke noen grunn til å tro at studentene kunne denne oppgaven!

Oppgave 3.
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(a) Vi har

fX(x) =

∫
y

f(x, y)dy =

∫ 1

0

(x+ y)dy = [xy + 0.5y2]10 = x+ 0.5

og pga symmetri blir tilsvarende fY (y) = y + 0.5.

(b) Vi har at

P (Y ≥ 0.5) =

∫ 1

0.5

(y + 0.5)dy

=[0.5y2 + 0.5y]10.5
=0.5 + 0.5− 0.125− 0.25 = 0.625

P (X ≥ 0.5, Y ≥ 0.5) =

∫ 1

0.5

∫ 1

0.5

(x+ y)dydx

=

∫ 1

0.5

[xy + 0.5y2]10.5dx

=

∫ 1

0.5

[x+ 0.5− 0.5x− 0.125]dx

=

∫ 1

0.5

[0.5x+ 0.375]dx

=[0.25x2 + 0.375x]10.5
=0.25 + 0.375− 0.0625− 0.1875 = 0.375

P (X ≥ 0.5|Y ≥ 0.5) =
P (X ≥ 0.5, Y ≥ 0.5)

P (Y ≥ 0.5)

=
0.3125

0.625
= 0.6

SLUTT


