FORMELSAMLING TIL STK1100 OG STK1110

(Versjon av 6. mai 2019)

1. Sannsynlighet

La A, B, Ay, Ay, ..., By, By, ... veere begivenheter, dvs. delmengder av et utfallsrom S

a) Aksiomene:

Et sannsynlighetsmal P er en funksjon fra delmengder av utfallsrommet S til de
reelle tall som tilfredsstiller

P(4)>0

P(S) =1

P(GAZ) - iP(Ai) hvis A; N A; =0 for i # j
b) P() =0
¢) P(UL, Ai) = Xhy P(A) bvis 40 Ay =0 for i #
d) P(A)=1— P(A)
e) P(A) <1
e) P(LAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANnB)
f) Betinget sannsynlighet:

paB) = 2405 (];4(;;9 ) wis P(B) > 0

g) Total sannsynlighet:

k k
P(A) =) P(A|B)P(B;) hvis | JBi =8 og BN B; = fori # j

i=1 =1

h) Bayes’ setning:

’ >ii P(A|B)P(B;)

under samme betingelser som i g)

i) A og B er uavhengige begivenheter hvis P(AN B) = P(A)P(B)
j) Ai,..., A, er uavhengige begivenheter dersom

for alle delmengder av indekser 7y, is, ..., i
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k) Produktsetningen:

P(A N---NA)
= P(A)P(As)A))P(As] Ay N A) - P(AL A N As (-1 Ay

2. Kombinatorikk

a) To operasjoner som kan gjgres pa henholdsvis n og m mater kan kombineres pa
n - m mater.

b) Antall ordnete utvalg med tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n”

c) Antall ordnete utvalg uten tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n(n —1)---(n —r+1)

d) Antall mater n elementer kan ordnes i rekkefglge pa (permuteres) er
nl=1-2.3---(n—1)-n

e) Antall ikke-ordete utvalg av r elementer fra en mengde med n elementer er

(n)zn(n—1)~~(n—r+1) n!

r

rl rl(n—r)!

3. Sannsynlighetsfordelinger

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den kumulative fordelings-
funksjonen F(z) = P(X < z)

b) For en diskret stokastisk variabel X som kan anta verdiene x1, x5, x3, . . .
har vi

p(x;) = P(X = ;)
F(z) = p(x;)

zj<zx
Betingelsene for at p(z;) skal veere en punktsannsynlighet er

p(xzj) >0 for alle j

> plzj) =1
J
c¢) For en kontinuerlig stokastisk variabel X har vi

Pla <X <) :/bf(x)dx

F(z) = /CB fluw)du
fx) = F'(x)



Betingelsene for at f(z) skal veere en sannsynlighetstetthet er

flx) >0
/ f(x)dx =1

d) For to stokastiske variabler X og Y (diskrete eller kontinuerlige) er den
simultane kumulative fordelingsfunksjonen F(z,y) = P(X <z,Y <vy)

e) For diskrete stokastiske variabler X og Y som kan anta henholdsvis verdiene
X1,%9,... O Yi,Yo,... har vi

p(rs,y;) = P(X =2, Y = y;)

Flz,y) =YY plaiy;)

<z Y; <y

Betingelsene for at p(z;, y;) skal veere en simultan punktsannsynlighet er analoge
til betingelsene i b)

f) For kontinuerlige stokastiske variabler X og Y har vi

P((X,Y)EA)://Af(u,v)dvdu

F(z,y) = / /y £(u, v)dvdu

O*F(x,y)

flz,y) = 920y

Betingelsene for at f(z,y) skal veere en simultan sannsynlighetstetthet er analoge
til betingelsene i ¢)

g) Marginale punktsannsynligheter:

px () = ZP(%‘, Y;) (for X)

py(y;) = ZM% Yj) (for Y)

h) Marginale sannsynlighetstettheter:

fx(z) = / f( y)dy (for X)
Frly) = / £z, y)da (for Y)



i) Uavhengighet:

De stokastiske variablene X og Y er uavhengige dersom

p(xi,y;) = px (zi)py (y5) (diskret)
f(@,y) = fx (@) fy(y) (kontinuerlig)

j) Betingete punktsannsynligheter:

p(xmyj) .
P Tily;) = ———= for X gitt Y =y,
X\Y( | ]) py(yj) ( J)
p(xi, y;) .
D yilr;) = ——== for Y gitt X = x;
Y|X( ]| ) px(l"i) ( )

Det forutsettes at py(y;) > 0 og px(z;) > 0, henholdsvis. De betingete punkt-
sannsynlighetene kan behandles som vanlige punktsannsynligheter.

k) Betingete sannsynlighetstettheter:

_ flz,y) o X it Y —
_ flx,y) eV o .
frix(ylr) = (@) (for YV gitt X )

Det forutsettes at fy(y) > 0 og fx(x) > 0, henholdsvis. De betingete
sannsynlighetstetthetene kan behandles som vanlige sannsynlighetstettheter.

4. Forventning

a) Forventningsverdien til en stokastisk variabel X er definert ved

E(X) = Z zp(;) (diskret)
E(X) = /_OO xf(x)dx (kontinuerlig)

b) For en reell funksjon g(X) av en stokastisk variabel X er

Elg(X)] = Z 9(x;)p(z;) (diskret)
Elg(X)] = /OO g(x) f(r)dx (kontinuerlig)

¢) E(a+bX) = a+ bE(X)



d) For en reell funksjon g(X,Y’) av to stokastiske variabler X og Y er

Z g xzayj xuyj) (dlskret)
i
E[g(X,Y)] = / /g(x,y)f(x,y)dydx (kontinuerlig)

e) Hvis X og Y er uavhengige er E[g(X)h(Y)] = E[g(X)] - E[h(Y)]
f) Hvis X og Y er uavhengige er E(XY) = E(X) - E(Y)

o) E (a »s biXZ-) —a+ S bEX,)

=1 i=1

h) Betinget forventning:

EY|X =) = Zyij|X(yj|Ii) (diskret)
J
EY[X =1) = /nyX<y’$)dy (kontinuerlig)

5. Varians og standardavvik
a) Variansen og standardavviket til en stokastisk variabel X er definert ved
V(X) = E[(X — p)’]
sd(X) = v/ V(X)
b) V(X) = E(X?) — (E(X))’
c) V(ia+bX) =0 V(X)
d) Hvis Xi,..., X, er uavhengige har vi

\Y% <a - ibiXi) = i b2 V(X;)

=1

1=1 i=1

i=1 j#i

f) Chebyshevs ulikhet:

La X veere en stokastisk variabel med y = E(X) og 02 = V(X).
For alle £ > 0 har vi

1
P(X =yl > ko) <



6. Kovarians og korrelasjon

a) La X og Y vare stokastiske variabler med ux = E(X), 0% = V(X),
py = E(Y) og 6% = V(Y). Da er kovariansen og korrelasjonen til
X og Y definert ved

Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — iy)]
Cov(X,Y)

Ox0y

p = Corr(X,Y) =

b) Cov(X,X) = V(X)

d) X,Y uavhengige = Cov(X,Y) =0

)
¢) Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
)
e)

Cov (CL + i bzX,L , C+ i d]Y;> = i i bideOV(XZ', Y})

i=1 j=1 i=1 j=1
f) =1 < Corr(X,Y) <1 og Corr(X,Y) = +1 hvis og bare hvis det finnes to tall
a,bslik at Y = a + bX (bortsett, eventuelt, pa et omrade med sannsynlighet 0)
7. Momentgenererende funksjoner

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den momentgenererende
funksjonen My (t) = E(e!™)

b) Hvis den momentgenererende funksjonen M (t) eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa bestemmer den entydig fordelingen til X

¢) Hvis den momentgenererende funksjonen My () eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa eksisterer alle momenter til X, og vi kan finne det
r-te momentet ved E(X") = M)(;)(O)

d) Maypx(t) = e Mx(bt)

e) Hvis X og Y er uavhengige er My y(t) = Mx(t) My (t)

8. Noen diskrete sannsynlighetsfordelinger

a) Binomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X =k)= (})p*Q—p* k=0,1,...,n
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = (1 —p+pe")”
Forventning: E(X) =np



Varians : V(X) =np(l —p)
X —np

np(l —p)
nar np og n(1 — p) begge er tilstrekkelig store (minst 10)

Tilnsermelse 1: 7 = er tilnsermet standard normalfordelt

Tilnasermelse 2: X er tilnsermet Poisson fordelt med parameter A = np

nar n er stor og p er liten

Addisjonsregel: X ~ binomisk (n,p), Y ~binomisk (m, p)
og X,Y uavhengige = X + Y ~ binomisk (n + m,p)

b) Geometrisk fordeling:

Punktsannsynlighet:  P(X =k)=(1—-p)*p k=1,2,...

Momentgenererende funksjon :  Mx(t) = e'p/[1 — (1 — p)e']

Forventning: E(X)=1/p

Varians:  V(z) = (1 — p)/p?

Addisjonsregel: Hvis X er geometrisk fordelt med sannsynlighet p sa er
X — 1 negativt binomisk (1, p). Derfor hvis X og Y er

geometrisk fordelte med samme p og uavhengige sa er
X +Y — 2 negativt binomisk (2, p)

¢) Negativ binomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X = k) = (kjf:l)p’”(l —p)¥ k=0,1,2,...
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = {p/[1 — (1 — p)e']}’
Forventning: E(X)=r(1-p)/p
Varians: V(X)=r(1-p)/p?
Addisjonsregel: X ~ negativ binomisk (r1,p),
Y ~ negativt binomisk (73, p)
og X,Y uavhengige
= X +Y ~ negativt binomisk (71 + rq, p)

d) Hypergeometrisk fordeling:

(]VI) (N*I\/I)
Punktsannsynlighet: P(X =k)= '“(T"’k

Forventning: E(X)=n-%
Varians: V(X) = n%(l _ %)%j
Tilnsermelse: X er tilngermet binomisk (n, %) nar n er mye mindre enn NV



)

)

Poisson fordelingen:

Punktsannsynlighet: P(X =k)= ),‘c—l;e_’\ k=0,1,...
Momentgenererende funksjon : Mx (t) = eMe'=D)
Forventning: E(X) =\
Varians: V(X)=A

X =

Tilnsermelse: / = ——— er tilngermet standard normalfordelt

VA

nar A er tilstrekkelig stor (minst 10)

Addisjonsregel: X ~Poisson (A1), Y ~Poisson (\y)
og X,Y uavhengige = X + Y ~ Poisson (A\; + A2)

Multinomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(Ny =ny,..., N, =n,) = m,"—'m,p’fl R
Herer Y pi=1log > ni=n
i=1 i=1

Marginalfordeling:  NV; ~ binomisk (n, p;)

9. Noen kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

2)

Normalfordelingen:
Tetthet: f(z) = \/21?06’(:”’“)2/2"2 —00 <& <00
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = ertes’ /2

Forventning: E(X) = p
Varians: V(X) = o?

Transformasjon: X ~ N(u,0?) = a+ bX ~ N(a+ bu,b*c?)
X ~ N(u,0%) = 7 =%~ N(0,1)

Addisjonsregel: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%
= X+Y ~ N(ux +py,0% +o0

X, Y uavhengige

<o

Eksponentialfordelingen:

Tetthet: f(x) = \e™® x>0

Momentgenererende funksjon : Mx(t) =X /(A—1t) for t < A

Forventning: E(X) =1/A

Varians: V(X) =1/)\?

Addisjonsregel: X ~exp(\), Y ~exp()), X ogY uavhengige
= X +Y ~ gamma(2,1/))
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c)

Gammafordelingen:

Tetthet:  f(x) = mpl( )xo‘_le_l’/ﬁ x>0

Gammafunksjonen: I(a) = [T u
[la+1) = aF( )
['(n) = (n — 1)! nar n er et helt tall
[(1/2) = ym, I'(1)=1

Momentgenererende funksjon : Mx(t) = [1/(1 = pt)]"
Forventning: E(X) = af
Varians: V(X) = af?
Addisjonsregel: X ~ gamma(a, §), Y ~ gamma(d, 3),

X og Y uavhengige = X + Y ~ gamma(a + 9, )

Kji-kvadratfordelingen:
Tetthet: f(v) =

n er antall frihetsgrader

1 n/2)—1,—v
mv( /2) 16 /2 v >0

Forventning: E(V)=mn

Varians: V(V) =2n

Addisjonsregel: U ~ x2 |V ~ x% , U og V uavhengige
SU+V~x2im

Resultat: Z ~ N(0,1) = Z2 ~ x?

Binormal fordeling:

Tetthet:

flz,y) =
1 ! (z—px)?® | (y=py)?
2rox oy y/ 1—p2? exp { 2(1—p?) [ % + oy

_ Qp(mfux)(y*/w)] }

oxOy
Marginalfordeling: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o?)
Korrelasjon:  Corr(X,Y) =p

Betinget fordeling: Gitt X = x er Y normalfordelt med
forventning E(Y'|X = z) = uy + pZ=(z — px)
og varians V(Y |X = z) = 02 (1 — p?)

10. Transformasjoner av kontinuerlige stokatiske variabler

a)

Anta at X har sannsynlighetstetthet f(z) ogla Y = u(X), der u er deriverbar
og strengt monoton (vosende eller avtagende). La v veere den inverse funksjonen
til u, slik at X = v(Y'). Da er sannsynlighetstettheten til Y gitt ved

9(y) = flo(y)[v'(y)]



b) Anta at (X, X3) har simultantetthet f(xq,z2). La
(Y1, Y2) = [un (X1, X), up (X3, X))
veere en en-entydig transformasjon av X;-ene, og uttrykk X;-ene ved Y;-ene som
(X1, Xo) = [v1(Y1, Y2), va(Y7, Ya)]
Da er den simultane tettheten til (Y7, Y5) gitt ved

8(:61, .CIZ'Q)
(Y1, 12)

91, y2) = f(vi(21, 22), va(1, T2)) ’

der
8(x1, .Z’Q) . 8x1 8:62 8.1'2 8:1:1

8(y1,y2) B 0y1 Oy a Oy1 0y

er Jacobi-determinanten
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