Eksamen i STK1100 varen 2022 - lgsningsforslag
Oppgave 1

a

La A veere hendelsen at terningskasteren trekker terning 1 og la B veere
hendelsen at det blir en sekser. Da er P(A) = £, P(B|A) = § og P(B|A') = .
Vi far:

P(B) =P(BNA)+P(BNA)
=P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A')

_P(B|A)P(A) + P(B|A')(1 — P(A)) — % - % + é - <1 - %) _ % ~ 0.183.
b
Vi har:
_P(BA)P(A)
~ 1-P(B)
_(1-P(B|A))P(4)
[ —P(B)
R
=y = g~
Oppgave 2

Her kan en bruke E(X;) = M4 (0), E(X?) = M%(0) og V(X;) = E(X?) —
E(X;)% En lgsning som krever litt mindre regning er 4 bruke kumulantgene-
rerende funksjon i stedet, dvs. Rx(t) = In(Mx(t)) = A(e! — 1). Vi har:

R (t) = e
R (t) = e

Dermed er E(X;) = Ry (0) = X’ = X og V(X;) = R%(0) = X = E(X)).



Vi har: . .
EY)=E() X, = E(X;) =n\
Da Xy,..., X, er uavhengige, far vi:
V) =v(y X)) " ST V(X)) = na
c

Da Xy,..., X, er uavhengige, far vi:
uavh.
My (t) = Msn  x,(t) "= Mx,(t)-... Mx,(t)
_ H e)\(et—l)
=1
:eZ?:l Aet-1) _ en)\(et—l)‘

Vi gjenkjenner My () som den momentgenererende funksjonen til Poisson-
fordelingen med parameter nA. Altsa ma Y veere Poisson-fordelt med para-
meter nA.

d
Likelihood-funksjonen er gitt ved:
L) = plans oz 0) ™ T o) = [[ e — e aiam T
P\ T1y.. ., Tp; .71p i L1 sz' L1 le

Da blir log-likelihood-funksjonen:

n

I(\) = In(L()\) = —nA+In(\) Z:Bi—Zln(xi) = —nA+In(A)nz—> In(x;).

i=1

For & finne maksimum likelihood-estimatet /):mle, ma vi finne den verdien av \
som maksimerer L(\), som ogsa maksimerer [(A). Det gjor vi ved & derivere
[(A) m.h.p. X\ og sette lik 0. Vi har:

nx

I'(\) = — —
(N n+)\



slik at -
—TL—FA—:O—))\mZEZ.’f.

mle

Altsa er maksimum likelihood-estimatoren for A\ gitt ved /):mle = X.

Momentestimatoren Xmom for A finner en ved & avstemme det ’Eeoretiske
forstemomentet E(X;) = A mot det empiriske forstemomentet X og lgse
for A. Da far vi umiddelbart A\,om = X.

e

Vi har: V(X)) \
2 __ v/ _ v\ oA
UX_VAmze_V(X)_ =

Dermed er standardfeilen gitt ved o5 = \/% . Denne kan estimeres med

o5 =1/ X% = \/% Nar vi setter inn observerte tall far vi /):mle = 20.37 og
05 = /20.37/43 ~ 0.69.

f

Fra Oppgave a vet vi at E(X;) = V(X;) = A. Den empiriske variansen s?
til tellingene er imidlertid mye hgyere enn snittet, hvilket passer darlig med
antakelsen om lik forventning og varians. Det tyder pa at Poisson-fordelingen
ikke passer sa godt i dette tilfellet.

Oppgave 3

a
Vi begynner med a finne den kumulative fordelingsfunksjonen til Y, og kon-
staterer at Z = % ~ N(0,1):

Fy(y) =P(Y <y) =P ((X_M)Q §y>

g

_p (—\/gg X;“ s@)
—0(y7) ~ B(—vH) = 2(5) — (1 - (/7)) = 22(,/5) - 1,

der ®(+) er den kumulative fordelingsfunksjonen til standard normalfordeling.
Tettheten til Y finner vi sa ved a derivere Fy(y) m.h.p. y. La ¢(-) veere

3



sannsynlighetstettheten til standard normalfordeling, dvs. fx(-) med p =0
og o = 1. Vi far da:

fr(y) = Fl(y) =26(v/7) - %
-9 1 e (VD . L

1
Y 27Ty
Dette er tettheten for y > 0, mens den er 0 for y < 0, og er altsa gamma (%, 2).

b
Vi har:

ey = Y (KoY =y

o? o?n4 s : o ;

=1 i=1 i=1

Videreer Y7, ..., Y, uavhengige da X, ..., X, er det, med Y; ~ gamma (%, 2)
(fra Oppgave a). Dermed er ng—z en sum av uavhengige gammafordelte variab-
ler med samme skalaparameter 8 = 2, og ma derfor ogsa vaere gammafordelt,
naermere bestemt ng—j ~ gamma (g, 2).
c
Vi vet at n% ~ x2. Dermed har vi

~2
2 g 2
P (Xn,o.975 < ”; < Xn,o.025) =0.95

2 2
n ]' n
_p (X 0975 1 < X ,0.025) — 095

~ - 0
no? — o2 no?
~ n R n
—>P(022 > g% > 52 >_095
Xn,0.975 Xn,0.025

Et 95% konfidensintervall for o2 er dermed gitt ved

) n ) n
(02 pe ) |
2 2
Xn,0.025 Xn,0.975




Oppgave 4

a
Nar p = 0, har vi

fX,Y('r7y) = ! e_%«%)%—(%)z)a (SU,y) € RZ‘

Videre har vi

1 67%<(%)2+(y252)2>7 X e R,y e R

Altsa er fxy(z,y) = fx(z) - fy(y), V(z,y). Dermed ma X og Y veere uav-
hengige.

b

[ den linezre regresjonsmodellen for [Y|X = z], er Y gitt som en lineser
kombinasjon av en normalfordelt variabel ¢ og en konstant £, + 52, og ma
derfor ogsa veere normalfordelt. Videre har vi:

E(Y|X =) =E(fy + frz +¢) = fo + frz + E(e) = fo + frx
—~—

V(YIX = 2) =V(o + frz + ) = V(e) = 4.

c
Den betingede fordelingen til [Y'|X = z] i den binormale fordelingen er en
normalfordeling med en forventning som er en lineser funksjon av x og en
konstant varians, akkurat som i den linesere regresjonsmodellen. For at det
skal bli samme modell, mé forventningen og variansen til [Y|X = x| veere
den samme i de to, dvs.
E(Y|X =) = pa + p2 (2 — ) = iz — popu + p=a = fio + fra
01 01 01
0g
V(V]X = ) = 02(1 — ) = ¥2
Altsa kan den betingede fordelingen til [Y'|X = ] i den binormale fordelingen
sees som en linezer regresjonsmodell med

02 02
Bo=po—p—p Pi=p— P> =o03(1-p°).
(o] (o]



