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Oppgave 1

a
La A være hendelsen at terningskasteren trekker terning 1 og la B være
hendelsen at det blir en sekser. Da er P(A) = 1

2
, P(B|A) = 1

5
og P(B|A′) = 1

6
.

Vi får:

P(B) =P(B ∩ A) + P(B ∩ A′)
=P(B|A)P(A) + P(B|A′)P(A′)

=P(B|A)P(A) + P(B|A′)(1− P(A)) =
1

5
· 1

2
+

1

6
·
(

1− 1

2

)
=

11

60
≈ 0.183.

b
Vi har:

P(A|B′) =
P(A ∩B′)
P(B′)

=
P(B′|A)P(A)

1− P(B)

=
(1− P(B|A))P(A)

1− P(B)

=

(
1− 1

5

)
· 1

2(
1− 11

60

) =
24

49
≈ 0.490.

Oppgave 2

a
Her kan en bruke E(Xi) = M ′

X(0), E(X2
i ) = M ′′

X(0) og V(Xi) = E(X2
i ) −

E(Xi)
2. En løsning som krever litt mindre regning er å bruke kumulantgene-

rerende funksjon i stedet, dvs. RX(t) = ln(MX(t)) = λ(et − 1). Vi har:

R′X(t) = λet

R′′X(t) = λet.

Dermed er E(Xi) = R′X(0) = λe0 = λ og V(Xi) = R′′X(0) = λ = E(Xi).
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b
Vi har:

E(Y ) = E(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

E(Xi)︸ ︷︷ ︸
=λ

= nλ.

Da X1, . . . , Xn er uavhengige, får vi:

V(Y ) = V(
n∑
i=1

Xi)
uavh.
=

n∑
i=1

V(Xi)︸ ︷︷ ︸
=λ

= nλ.

c
Da X1, . . . , Xn er uavhengige, får vi:

MY (t) = M∑n
i=1Xi

(t)
uavh.
= MX1(t) · . . .MXn(t)

=
n∏
i=1

eλ(et−1)

=e
∑n
i=1 λ(et−1) = enλ(et−1).

Vi gjenkjenner MY (t) som den momentgenererende funksjonen til Poisson-
fordelingen med parameter nλ. Altså må Y være Poisson-fordelt med para-
meter nλ.

d
Likelihood-funksjonen er gitt ved:

L(λ) = p(x1, . . . , xn;λ)
uif
=

n∏
i=1

p(xi) =
n∏
i=1

λxi
xi!
e−λ = e−nλ · λ

∑n
i=1 xi

n∏
i=1

1

xi!
.

Da blir log-likelihood-funksjonen:

l(λ) = ln(L(λ)) = −nλ+ln(λ)
n∑
i=1

xi−
n∑
i=1

ln(xi) = −nλ+ln(λ)·nx̄−
n∑
i=1

ln(xi).

For å finne maksimum likelihood-estimatet λ̂mle, må vi finne den verdien av λ
som maksimerer L(λ), som også maksimerer l(λ). Det gjør vi ved å derivere
l(λ) m.h.p. λ og sette lik 0. Vi har:

l′(λ) = −n+
nx̄

λ
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slik at
−n+

nx̄

λ̂mle
= 0→ λ̂mle = x̄.

Altså er maksimum likelihood-estimatoren for λ gitt ved λ̂mle = X̄.

Momentestimatoren λ̂mom for λ finner en ved å avstemme det teoretiske
førstemomentet E(Xi) = λ mot det empiriske førstemomentet X̄ og løse
for λ. Da får vi umiddelbart λ̂mom = X̄.

e
Vi har:

σ2
λ̂

= Vλ̂mle
= V(X̄) =

V(Xi)

n
=
λ

n
.

Dermed er standardfeilen gitt ved σλ̂ =
√

λ
n
. Denne kan estimeres med

σ̂λ̂ =

√
λ̂mle
n

=
√

x̄
n
. Når vi setter inn observerte tall får vi λ̂mle = 20.37 og

σ̂λ̂ =
√

20.37/43 ≈ 0.69.

f
Fra Oppgave a vet vi at E(Xi) = V(Xi) = λ. Den empiriske variansen s2

til tellingene er imidlertid mye høyere enn snittet, hvilket passer dårlig med
antakelsen om lik forventning og varians. Det tyder på at Poisson-fordelingen
ikke passer så godt i dette tilfellet.

Oppgave 3

a
Vi begynner med å finne den kumulative fordelingsfunksjonen til Y , og kon-
staterer at Z = X−µ

σ
∼ N(0, 1):

FY (y) = P(Y ≤ y) =P

((
X − µ
σ

)2

≤ y

)

=P
(
−√y ≤ X − µ

σ
≤ √y

)
=Φ(
√
y)− Φ(−√y) = Φ(

√
y)− (1− Φ(

√
y)) = 2Φ(

√
y)− 1,

der Φ(·) er den kumulative fordelingsfunksjonen til standard normalfordeling.
Tettheten til Y finner vi så ved å derivere FY (y) m.h.p. y. La φ(·) være
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sannsynlighetstettheten til standard normalfordeling, dvs. fX(·) med µ = 0
og σ = 1. Vi får da:

fY (y) = F ′Y (y) =2φ(
√
y) · 1

2
√
y

=2
1√
2π
e−

1
2

(
√
y)2 · 1

2
√
y

=
1√
2π
y−

1
2 e−

y
2 .

Dette er tettheten for y > 0, mens den er 0 for y ≤ 0, og er altså gamma
(

1
2
, 2
)
.

b
Vi har:

n
σ̂2

σ2
=
n

σ2

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(
Xi − µ
σ

)2

=
n∑
i=1

Yi.

Videre er Y1, . . . , Yn uavhengige daX1, . . . , Xn er det, med Yi ∼ gamma
(

1
2
, 2
)

(fra Oppgave a). Dermed er n σ̂2

σ2 en sum av uavhengige gammafordelte variab-
ler med samme skalaparameter β = 2, og må derfor også være gammafordelt,
nærmere bestemt n σ̂2

σ2 ∼ gamma
(
n
2
, 2
)
.

c
Vi vet at n σ̂2

σ2 ∼ χ2
n. Dermed har vi

P
(
χ2
n,0.975 ≤ n

σ̂2

σ2
≤ χ2

n,0.025

)
= 0.95

→P
(
χ2
n,0.975

nσ̂2
≤ 1

σ2
≤
χ2
n,0.025

nσ̂2

)
= 0.95

→P
(
σ̂2 n

χ2
n,0.975

≥ σ2 ≥ σ̂2 n

χ2
n,0.025

)
= 0.95.

Et 95% konfidensintervall for σ2 er dermed gitt ved(
σ̂2 n

χ2
n,0.025

, σ̂2 n

χ2
n,0.975

)
.
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Oppgave 4

a
Når ρ = 0, har vi

fX,Y (x, y) =
1

2πσ1σ2

e
− 1

2

(
(x−µ1

σ1
)
2
+( y−µ2

σ2
)
2
)
, (x, y) ∈ R2.

Videre har vi

fX(x) · fY (y) =
1√

2πσ1

e
− 1

2

(
x−µ1
σ1

)2
· 1√

2πσ2

e
− 1

2

(
y−µ2
σ2

)2

=
1

2σ1σ2

e
− 1

2

(
(x−µ1

σ1
)
2
+( y−µ2

σ2
)
2
)
, x ∈ R, y ∈ R.

Altså er fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y), ∀(x, y). Dermed må X og Y være uav-
hengige.
b
I den lineære regresjonsmodellen for [Y |X = x], er Y gitt som en lineær
kombinasjon av en normalfordelt variabel ε og en konstant β0 + β1x, og må
derfor også være normalfordelt. Videre har vi:

E(Y |X = x) =E(β0 + β1x+ ε) = β0 + β1x+ E(ε)︸︷︷︸
=0

= β0 + β1x

V(Y |X = x) =V(β0 + β1x+ ε) = V(ε) = ψ2.

c
Den betingede fordelingen til [Y |X = x] i den binormale fordelingen er en
normalfordeling med en forventning som er en lineær funksjon av x og en
konstant varians, akkurat som i den lineære regresjonsmodellen. For at det
skal bli samme modell, må forventningen og variansen til [Y |X = x] være
den samme i de to, dvs.

E(Y |X = x) = µ2 + ρ
σ2

σ1

(x− µ1) = µ2 − ρ
σ2

σ1

µ1 + ρ
σ2

σ1

x = β0 + β1x

og
V(Y |X = x) = σ2

2(1− ρ2) = ψ2.

Altså kan den betingede fordelingen til [Y |X = x] i den binormale fordelingen
sees som en lineær regresjonsmodell med

β0 = µ2 − ρ
σ2

σ1

µ1 β1 = ρ
σ2

σ1

ψ2 = σ2
2(1− ρ2).
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