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Forventningsverdi

La X og Y veere diskrete stokastiske variabler med
simultan punktsannsynlighet p(x,y) ogla h(x,y)
veere en reell funksjon. Da er

E[h(X.Y)]= 2. 2. h(xy)-p(x.y)

Hvis X og Y er kontinuerlige stokastiske variabler
med simultan synlighetstetthet , f(x,y) sa har vi

E[h(X,Y)] = ]O Th(x,y)-f(x,y)dxdy

—00 —00



Eksempel — Fordeling av karakterer

La X veere karakteren i norsk og Y karakteren i
matematikk for en tilfeldig valgt elev
Punktsannynligheten p(x,y) er gitt ved tabellen
(sannsynlighetene er gitt som prosent)

y~2|1 2 3 4 5 6
1 |1 4 5 3
2 |1 4 11 6
3 |1 4 8 8 2
4 3 7 6 4
5 1 3 6 5
6 1 2 2

Hva er forventet forskjell | karakterene i1 norsk
og matematikk?



Vi er interessert i forskjellen pa karakterene |
norsk og matematikk, dvs h(X,Y)=| X -Y |

Vi finner (se kommandoer pa neste slide)
E{I X =Y 1} =2 2 Ix=yl-p(x.y)
=|1-1| -p(l,l)i |y2—1| -p(2,)+....+|6-6]-p(6,6)
=0-0.01+1-0.04 +....+ 0-0.01 =1.07

Tilsvarende finner vi
E(X)=3.41 E(Y)=3.22

Merk at vi ogsa kan finne E(X) og E(Y) av de
marginale punktsannsynlighetene



Kommandoer for a beregne forventningsverdiene pa
forrige slide

Python

import numpy as np

Import scipy.stats as stats

import math

tmp = np.arange(1,7)

X = np.tile(tmp,(6,1))

y = X.transpose()

pxy =np.array([[0.01,0.04,0.05,0.03,0.0,0.0],
0.01,0.04,0.11,0.06,0.0,0.0],
0.01,0.04,0.08,0.08,0.02,0.0],
0.0,0.03,0.07,0.06,0.04,0.0],
0.0,0.01,0.03,0.06,0.05,0.01],
0.0,0.0,0.01,0.02,0.02,0.01]))
sum(sum(abs(x-y)*pxy))




Regneregel for forventning

La X og Y veere to stokastiske variabler
(diskrete eller kontinuerlige)

Da har vi (regner for kontinuerlig)

E(@X +bY +c) = j _[(ax+by +c)-f(x,y)dxdy

—00 —00

:ao_f x{ Tf(x,y)dy}dmb? y{ Tf(x,y)dx}dy -I—C]g Tf(x,y)dxdy

—00 —00

=a [ x-f(x)dx+b [ y-f (y)dy +c

=aE(X)+bE(Y)+cC



Eksempel (forts. av 5.4 1 Devore & Berk)
X 0og Y har simultantetthet

fO0y) rg(x+y2) 0<x<1, 0<y<1
X,y ) =

0 ellers

fix.y)

y-akse 0 o

x-akse



De marginale tetthetene er (for 0<x <1, 0<y<1)

fx(x):gXJ“é 0g fY(Y)=gy2+§
Vi har at _ .

6 2 3

0 = [ 2o fx(5x+5) :

Tilsvarende er E(Y) = T

VI finner:

E(1+X+2Y) =1+E(X) + 2E(Y)

1+3+23 1 2.8
= —_ —_— = —_— = 8
5 5 5 '



Uavhengige stokastiske variabler

La X og Y veaere uavhengige stokastiske variabler
Da har vi for alle (X,y) at
P(X,Y) = Py (X)- Py (Y) (diskret)
f(x,y)="1,(x)-f (y) (kontinuerlig)
Vi kan da vise at (Jf. forelesningen)
E{g(X)-h(Y)} =E{g(X)}-E{h(Y)}
Spesielt har vi at
E(X-Y)=E(X)-E(Y)



Kovarians

La X 0g Y veere stokastiske variabler med simultan
ounktsannsynlighet p(x,y) eller simultantetthet f(x,y)

—orventningene er uy =E(X) og 14, =E(Y)
Da er kovariansen mellom X og Y gitt ved
Cov(X,Y) =E{(X ) (Y - 11,)}

( 2,2 (x=u )-(y -4, ) p(x.y) (diskret)

T T (X—=py ) (Y —1,)-f(X,y)dxdy (kontinuerlig)

L —o0 —©

Merk at Cov(X,X)=E{(X - ,)?}=V(X)

Hvis X og Y er uavhengige, sa er Cov(X,Y)=0
(men ikke omvendt) 10



Eksempel — kovarians mellom karakterer

VI vil bestemme kovariansen mellom karakterene
| norsk (X) og matematikk ()

VI har funnet at
u =E(X)=3.41 u, =E(Y)=3.22
Vi far at
Cov(X,Y) = D> D (x=3.41)-(y-3.22)-p(X,y)
=(1-3.41)-(1-3.22) - p(L1) +....
...... +(6-3.41)-(6 —3.22)- p(6,6)
=0.710



Regneregel for kovarians

La X og Y veere to stokastiske variabler
(diskrete eller kontinuerlige)

Forventningene er
1, =E(X) t, =E(Y)
Da har vi
CoV(X,Y) = E{(X — ) (Y ~ 4,)}
=EBE(XY =1, Y — i X+ iy g1y )
=E(XY)— 4 E(Y) — 1, E(X) + 15 14,
=E(XY) =1y - 14,

12



Eksempel (forts. av 5.4 1 Devore & Berk)
X 0g Y har simultan tetthet

fOy) rg(x+y2) 0<x<1, 0<y<1
X, Y )=+

0 ellers

\

3
0g Hy =E(Y) =

3
Viharat uy=EX) = T

5
Na har vi at

E(XY) = H xyf (x,y)dxdy = ff Xy = (X+}’2)dxdy_%

Det gir at

Cov(X,Y) =EXY) —uxlly =——=+=—= ———



Regneregel for kovarians

La X og Y veere to stokastiske variabler med
ux = E(X) 09 puy = E(Y)

Da har vi
Cov(aX +b,cY +d)

=E{[aX +b—(au, +b)]-[cY +d —(cu, +d)]}
=E{ac- (X — ) - (Y — 14,)}

=acE{(X — ) (Y — 14, )}

=ac Cov(X,Y)

14



Korrelasjon

Kovariansen avhenger av hvilken maleenhet vi bruker

Et mal for samvariasjon som ikke avhenger av
maleenhet er korrelasjonskoeffisienten

La o, =SD(X) og o, =SD(Y)

Da er korrelasjonskoeffisienten gitt ved
Cov(X,Y)

Oy Oy

Pyy = Corr(X,Y) =

Merk at

Corr(X,Y):Cov[X_ﬂX ,Y _ﬂY]
Ox Oy

15



Eksempel — Korrelasjon mellom karakterer
VI har funnet at
Cov(X,Y)=0.710

VI har videre at

o, =+ Var(X) =1.06

o, =+ Var(Y) =1.44

Dermed er

_ Cov(X,Y)  0.710

= =0.47
Oy - Oy 1.06-1.44

Px vy

16



Egenskaper til korrelasjonskoeffisienten

For korrelasjonskoeffisienten gjelder faglgende

1) Hvis a og ¢ begge er positive, eller
begge er negative, er
Corr(aX +b,cY +d) =Corr(X,Y)

2) —1<Corr(X,Y)<1
3) Corr(X,Y)=x1 hvis og bare hvis
Y =aX+b dera=0

4) Hvis X og Y er uavhengige, er Corr(X,Y)=0
(det omvendte resultatet gjelder ikke)



