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Normalfordelingen er den viktigste av alle 
sannsynlighetsfordelinger.

Normalfordelingen kan brukes til å beskrive variasjonen 
i numeriske observasjoner (f.eks. vektene til nyfødte 
jenter).

Normalfordelingen kan også brukes som en god 
tilnærmelse til andre fordelinger (jf. Sentralgrense-
setningen i avsnitt 6.2).

Normalfordelingen brukes også for ulike skalaer som 
menneskene selv har lagd (f.eks. IQ).
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Vi har sett at histogrammet til vekten for 20000 nyfødte jenter 
kan tilnærmes med funksjonen 

kalles sannsynlighetstettheten til X og svarer til
histogrammet for «uendelig mange» fødselsvekter
( )f x

2
2

1 ( 3.50)
2 0.481

0.48 2
( )

x
f x e

p

- -
×=

Vi har at ( ) ( )
b

a
P a X b f x dx£ £ = ò



4

2
2
1 ( )
21

2
( ; , ) for

x
f x e x

µ
s

s p
µ s

- -
= -¥ < < ¥

Kort skriver vi: 2( , )X N µ s

Vi sier at en kontinuerlig stokastisk variabel X er 
normalfordelt med forventning µ og standardavvik  𝜎
(varians 𝜎!) hvis den har sannsynlighetstetthet 
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slik det skal være for en sannsynlighetstetthet
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Normaltettheter for ulike verdier av       og  µ s

0 1µ s= =

1 1µ s= =

0 2µ s= =



Normalfordelingen kalles også 
Gaussisk fordeling etter 
Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855)

G
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Eksempel: IQ-score

IQ-skalaen er lagd slik at hvis X er IQ-score til en 
tilfeldig valg person, så er 2(100,15 )X N



2 2 /2( ) ( )tX t t
XM t E e e µ s+= =

Momentgenererende funksjon (vises senere):   

Det gir

2 2( ) ln ( ) / 2X XR t M t t tµ s= = +

Herav følger det at
( ) (0)XE X R µ¢= =

2( ) (0)XV X R s¢¢= =

Forventning og varians
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Kort skriver vi: (0,1)Z N

Hvis en kontinuerlig stokastisk variabel Z er normal-
fordelt med forventning            og standardavvik                  
sier vi at Z er standardnormalfordelt
Sannsynlighetstetthet:

0µ = 1s =

Kumulativ fordeling:  
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Tabell A.3 bak i boka gir          for verdier av z 
fra -3.49 til 3.49 (i trinn på 0.01) 

( )zF

Standardnormalfordelingen



Eksempel:

( 3.02)P Z £ -

( 1.25)P Z > 1 ( 1.25)P Z= - £ 1 0.8944= - 0.1056=

0.0013=



Persentiler

Vi kan finne persentiler ved å bruke tabellen «baklengs»:

Eksempel:
97.5-persentilen 1.96=



12

Kritiske verdier za



Hvis så er2( , )X N µ s (0,1)XZ Nµ
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Bevis:
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Kumulativ fordeling til Z :

Tetthet til Z :
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Vi kan bruke standardnormalfordelingen til å finne
sannsynligheter for                      : 

( )P X x£
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Normalfordeling med Python
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Persentiler: ( ) er gitt ved at ( ( ); , )p F p ph h µ s =

Python:  import scipy.stats as stats
stats.norm.pdf(x,m,s)

Python:  stats.norm.cdf(x,m,s)

Python:  stats.norm.ppf(p,m,s)
Se forøvrig
Jupyter notebook



Anta at 2( , )X N µ s

Da er

( )P k X kµ s µ s- £ £ +

( ) ( )k k= F -F -

Vi finner sannsynlighetene for k = 1, 2 og 3.

Det gir følgende:

( )P k Z k= - £ £

XP k kµ
s
-æ ö= - £ £ç ÷

è ø
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Vi viser først at (jf. forelesningen):

Bruker at hvis så er2( , )X N µ s (0,1)XZ Nµ
s
-

= 

( ) ( )tX
XM t E e=

Vil bestemme den momentgenererende
funksjonen til X.

2 /2( ) t
ZM t e=

Av dette finner vi at:
( )( )t ZE e s µ+= ( )( )t t ZE e eµ s=

( )( )t t Ze E eµ s=
2 2 /2t te µ s+=( )t

Ze M tµ s=

Momentgenererende funksjon



Vi har at                                                    

19

La            og være 100p-persentilene til X og Z( )X ph ( )Z ph

Vi vil finne sammenhengen mellom dem.

( ( )) ( ( ))Z XP Z p p P X ph h£ = = £

( )( ( )) X
X

pP X p P Z h µh
s
-æ ö£ = £ç ÷

è ø

Det gir ( ) ( )X
Z

p ph µ h
s
-

=

Derfor er ( ) ( )X Zp ph µ h s= + ×

Nå er

Persentiler
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Sammenhengen

( ) ( )X Zp ph µ h s= + ×

Normalfordelingsplott

kan brukes til å motivere en metode for å sjekke
om observasjoner er (omtrent) normalfordelte.

Eksempel: 
Hvilepuls til 10 kvinnelige studenter:
67  58  105  97  81  62  73  75  87  68

Er det rimelig å anta at dataene er normalfordelte?

Idé: Plott empiriske persentiler mot persentilene
i standardnormalfordelingen. 
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Empiriske persentiler med n observasjoner:
Skriv observasjonene i stigende rekkefølge fra den 
minste til den største.

Da svarer den i-te minste observasjonen til den

empiriske .  1/ 2100 -persentileni
n

-æ ö
ç ÷
è ø

Når n = 10 svarer observasjonene til følgende
empiriske persentiler:  

5, 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95



Punktene ligger 
omtrent på en rett 
linje, så normal-
fordeling er rimelig.

Python kommandoer:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.stats as stats
x=np.array([67,58,105,97,81,62,73,75 ,87,68])
n=10
ii=np.arange(1,n+1)
pers=(ii-0.50)/n
plt.scatter(stats.norm.ppf(pers,0,1),np.sort(x))



Ferdig-kommandoen stats.probplot(x,plot=plt) i Python 
lager et tilsvarende plott som på forrige slide
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Normalfordeling som tilnærming til 
diskrete fordelinger

Eksempel: IQ: 
IQ-skalen er lagd slik at IQ i en befolking er
normalfordelt med                og
(selv om en ikke regner IQ som desimaltall). 

100µ = 15s =

Hvor stor del av befolkningen har IQ minst 120?

Normalfordelingen brukes mange ganger som en
tilnærming for diskrete fordelinger.
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Sannsynlighets-
histogram for 
diskret IQ-fordeling

Rød kurve gir 
tilsvarende 
normalfordeling
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For å få med hele stolpen som svarer til IQ lik
120 må vi bestemme arelet under 
normalfordelingskurven til høyre for 119.5. 

Det svarer til sannsynlighet 9.7%

Utsnitt av 
nederste figur 
på forrige slide



Normalfordeling som tilnærming til 
binomisk fordeling
La X være binomisk fordelt med n=100 forsøk og
sannsynlighet p=0.30. ( ) 30E X np= =

( ) (1 ) 4.58SD X np p= - =

Figuren viser den binomiske punktsannsynligheten
og normalfordeligstettheten med               og

Da er
og

30µ = 4.58s =
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Den kumulative fordelingen er

Hvis                  og                       , så er   

1/ 2( ; , )
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Anta at X er binomisk fordelt med n forsøk og 
sannsynlighet p.

10np ³ (1 ) 10n p- ³

Generelt har vi følgende resultat:

Senere vil vi se at dette resultatet er et spesial-
tilfelle av sentralgrensesetningen (avsn. 6.2)


