Eksamen i STK1100 varen 2023 - lgsningsforslag

Oppgave 1

Definerer hendelsene O: ‘tilfeldig valgt bakterie overlever’ og M: ‘tilfeldig
valgt bakterie har mutasjonen’. Fra teksten finner vi fglgende sannsynlighe-
ter:

P(M)=0.1 P(O|M) =0.2 P(O|M") =0.01
og det fplger videre at P(M') =1— P(M) = 0.9.
a
Bruker setningen om total sannsynlighet:

P(0) = P(O|M) - P(M) + P(O|M’) - P(M') = 0.2 - 0.1 + 0.01 - 0.9 = 0.029

b
Her kan vi bruke Bayes formel:

_ P(O|M)-P(M) 02-0.1
P(M|0) = 50) = g = 069

C
Vi antar at vi har som for

P(O|M) =02  P(O|M') =0.01

Men i den nye situasjonen er forekomsten av mutasjoner na (fra forrige punkt)
P(M) = 0.69 og dermed P(M') =1 — P(M) = 0.31. Da far vi en overlevel-
sessannsynlighet pa

P(O) = P(O|M)-P(M)+ P(O|M")- P(M") = 0.2-0.69+0.01-0.31 = 0.141
og sannsynligheten for at en av disse har mutasjon, har gkt til

P(O|M)-P(M) _ 0.2-0.69

P(0) = oaar 0%

P(M|0) =

Oppgave 2

a
Vi finner fgrst marginaltettheten til X. Vi har

o o z @ 1 x e &° ]_ x
fx(z) —/ f(z,y)dy —/ Lyete i ay = {——e‘u‘y } — —e k.
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Altsa er marginaltettheten til X gitt ved

Felz) = {ieﬂf, x>0

0, ellers,

som er en eksponentialfordeling med parameter A = l% Videre har vi:

o M 0
Altsa er marginaltettheten til Y gitt ved
a—1_,—y*
CJayre™, y >0
Fr(y) = {O, ellers

b
Nar bade x > 0 og y > 0, har vi

x

« a1 —Z g
fx(@) frly) =y e = f(a,y).
Og dersom enten x < 0 eller y < 0 eller begge, sa er

Ix(@)- fy(y) =0= f(z,y).

Altsa er f(x,y) = fx(z)- fy(y) for alle mulige par (z,y), hvilket betyr at X
og Y er uavhengige.

c
Momentgenererende funksjon for X finner vi ved:

* S
MX(t)ZE(etX)Z/ et””fx(:c)d:cz/ e —e ndr
0

—00




Da gvre gense av integralet bare er denlig dersom (1 —tu)/p > 0, er mgf bare
definert dersom 1 —tu > 0, dvs.dersom t < 1/p.

d
Vi vet at E(X) = M%(0) og E(X?) = M%(0). Vi har:
N S 1
og
" f 241°
MO == 2 0 T ey
Det gir y
ECO) = M(0) = —h— =
og )
2\ " _ % _ 2
E(X)—Mx(o)—m—%,

slik at V(X) = B(X?) — (B(X))? = 2% — 2 = 1i2.

Oppgave 3

a
Vi far oppgitt at X; er eksponensialfordelt. Hvis vi skriver opp tettheten til
eksponensialfordelingen med parameter A, der A = 1/E(X;), og reparamete-
riserer med p = 1/A = E(Xj;), far vi nettopp

1 —Z

0, ellers.

Likelihood-funksjonen finner vi ved

n

[t 1 Zw
L(u):f($17$2a"'7$n;M)ZH_e g :_ne ey
i P H

der f(xq1,x9, - ,xp; p) er simultantettheten til Xy, ..., X,, (her har vi brukt
antakelsen om uavhengighet), og log-likelihood-funksjonen blir dermed

1 n
) = log L(w) = —nlogp — - >
i=1
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b
Vi deriverer [(p) m.h.p. p og setter lik 0:

'(p) = T

Lgser med hensyn pa p og far ML-estimatoren

L S

Hvis vi setter inn tallene fra oppgaven, far vi estimatet
30
Z - 1200 = 40 sekunder.

Momentestimator finner vi ved & sette forste moment E(X) lik gjennom-
snittet, som her gir momentestimatoren ,ﬁ = X, som er det samme som
ML-estimatoren /fi.

c

Fra 2d) vet vi at E(X;) = p og V(X;) = p?. Da far vi

E<ﬂ>=E<X>=E(%ZXi>:%ZE%):%ZM:M,
N o 1 ¢ 1 ¢ Lq~ 2 1o
R £ I ER S EIERS S

der vi har brukt antakelsen om uavhengighet i beregningen av V(). Sen-
tralgrenseteoremet sier at nar n er stor, vil gjennomsnittet X = 1/n Yo X
av et tilfeldig utvalg pa stgrrelse n fra en fordeling med forventning p og
standardavvik o veere asymptotisk normalfordelt med forventning p og stan-
dardavvik o//n. Her er o = pu, og resultatet folger.

Standardfeilen til i er \/V(ii) = p/+/n. Her kan vi sette inn estimatet
for p, og far da estimert standardfeil

SE; = ji/v/n = 40/v/30 = 7.3 sekunder.

d
Vi vet fra 2¢) at My, (¢) = 1/(1 — tp). Vi vil finne MGF for o = £ 37

1=

1Xi7
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som en-entydig identifiserer fordelingen til ji. Bruker ferst regelen for MGF
til en sum av uavhengige variable,

1
1o =a=5 = o=

—.

Bruker deretter regelen for MGF nar vi multipliserer med en konstant, som

gir oss
1
M1 s t) = Msn  x.(t = —_—.
%Zi:1 Xi( ) 2ima Xl( /n) (1 _ tlu/n)n

Fra formelsamlingen finner vi at gamma(n, i/n) har MGF som ovenfor. Der-
for kan vi konkludere med at 4= 3" | X; ~ gammal(n, 11/n).
Oppgave 4

a
Vi begynner med a finne den kumulative fordelingsfunksjonen til Y:

FY(y):P(YSy)ZP(§X§y> ZP(X<%> Fx<“2y>

der Fx(x) er den kumulative fordelingsfunksjonen til eksponentialfordelingen
med parameter A = 1/u, dvs. Fx(z) =1—e #, og vi far

ke

Fy(y) = FX(“y>=1— 1 e

2
Tettheten til Y finner vi sa ved & derivere Fy(y) m.h.p. y:
I _y
frly) = Fyly) = 52

Dette er tettheten for y > 0, mens den er 0 for y < 0, som er tettheten til
gamma (1, 2)-fordelingen.

Da Y er en monoton funksjon av X, kunne en her brukt transformasjons-
formelen til & finne tettheten til Y direkte. En annen mulighet er a bruke
mgf for X.

b
Vi har:

Gox ol Iy by
N R I A I
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slik at 2”“ =", Y, Videre er i, ...,Y, uavhengige da X,..., X, er det,

med Y; ~ gamma(l, 2) (fra Oppgave a) Dermed er u“ en sum av uavhengi-
ge gammafordelte variabler med samme skalaparameter § = 2, og ma derfor
0gsa, veere gammafordelt, narmere bestemt 2”7“ ~ gamma(n,2), som er det

samile som —-— X?n

c
Fra Oppgave b) vet vi at Q—Z’i ~ x3,. Dermed har vi

2nf
P (Xgn,0.975 < 7 < X%n,0.0?E)) =0.95

2
X2n,0. 1 X2n
p 2’0?75§—§ 2 0?25 — 095
2nfi W 2ni
2nfi 2nfi
—P 5 > > — = 0.95.
X2n,0.975 X2n,0.025

Et 95% konfidensintervall for p er dermed gitt ved

( 2nii  2nji )
Xi,0.025’X72z,0.975 '

Med Xgo0.075 = 40.48, XG0.0.025 = 33.30 0g j1 = T = 40 far vi fplgende intervall:

<2~30-40 2-30-40

= (28.8,59.3).
83.30 ' 40.48 ) (28.8,59.3)

d

Nar en har et stort utvalg, kan en benytte seg av a f/\_/‘i, V(X) =
i, er tilngermet standard normalfordelt i henhold til sentralgrenseteoremet.
Dermed er

X —

7= M/\/_




tilneermet standard normalfordelt. Vi far:

P(~1.96 < Z < 1.96) ~ 0.95
X -
—>P( 1.96 < §196)z0.95
/v
P (——1 % _X 1% 96) ~ 0.95
vn T op vn
1-1. 1 1+1.
_p ( ?6/\/_ <> < M) ~ 0.95
X W X
X X
P (——2  su>—2 ) xo0095
(1 106/ ST 1.96/\/5)

Et tilneermet 95% konfidensintervall for y er dermed gitt ved (1 +1_§6 NGL 1_1_56 ; \/ﬁ> .

Alternativt kan en benytte seg av at for store n vil ogsa
X —
g-X-n
S/\/n

med S? = 3" | (X; — X)? ogsé er tilnzermet standard normalfordelt. Da
oppnar en i stedet det tilnsermede konfidensintervallet (i — 1.96\%, x4+ 1.96 \/ﬁ>



