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1. Sannsynlighet
La A, B, Ay, Ay, ..., By, By, ... veere begivenheter, dvs. delmengder av et utfallsrom S

a) Aksiomene:

Et sannsynlighetsmal P er en funksjon fra delmengder av utfallsrommet S til de
reelle tall som tilfredsstiller

P(A) >0
P(S) =1

v

oo o0

P(UAZ) - 1P(AZ-) hvis A; N A; = 0 for i # j

=1 =

b) P(0) =0

0) P(ULy Ai) = Shy P(A) bvis A1 A; =0 for i # j
d) P(A)=1— P(A)

¢) P(A) <1

e) PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

£) Betinget sannsynlighet:

P(ANB)

PUAIB) = =5

hvis P(B) >0

g) Total sannsynlighet:

k k
P(A) =) P(A|B)P(B;) hvis | JBi =8 og BiNB; = fori # j

i=1 =1

h) Bayes’ setning:

__ P(A]B))P(B))
Yoy P(A|B;)P(B;)

P(B;|A) under samme betingelser som i g)

i) A og B er uavhengige begivenheter hvis P(AN B) = P(A)P(B)



j) Ai,..., A, er uavhengige begivenheter dersom
for alle delmengder av indekser iy, s, ..., i

k) Produktsetningen:

P(A, NN A
= P(A)P(As| A1) P(As) A1 N As) - P(An| A1 N As - N Apy)

2. Kombinatorikk

a) To operasjoner som kan gjgres pa henholdsvis n og m mater kan kombineres pa
n - m mater.

b) Antall ordnete utvalg med tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n”

¢) Antall ordnete utvalg uten tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n(n —1)---(n —r+1)

d) Antall mater n elementer kan ordnes i rekkefplge pa (permuteres) er
nl=1-2-3---(n—1)-n

e) Antall ikke-ordete utvalg av r elementer fra en mengde med n elementer er

(n) nn—1)(n—r+1) _ nl

r) r! rl(n—r)!

3. Sannsynlighetsfordelinger

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den kumulative fordelings-
funksjonen F'(z) = P(X < z)

b) For en diskret stokastisk variabel X som kan anta verdiene x1, x5, x3, . ..
har vi

p(fﬁj) P(X = ;)

= plx)

Tj<x
Betingelsene for at p(z;) skal veere en punktsannsynlighet er

p(xzj) >0 for alle j

> plw) =1

J



c¢) For en kontinuerlig stokastisk variabel X har vi
b
Pla< X <b)— / F(x)dz

F(x) = /x f(u)du
f@) = F2)

Betingelsene for at f(z) skal veere en sannsynlighetstetthet er

flx) >0
/ flz)dr =1

d) For to stokastiske variabler X og Y (diskrete eller kontinuerlige) er den
simultane kumulative fordelingsfunksjonen F'(z,y) = P(X < z,Y <y)

e) For diskrete stokastiske variabler X og Y som kan anta henholdsvis verdiene
Z1,T2,... OZ Y1,Y2,... har vi

p(rs,y;) = P(X =2, Y = y;)

Flz,y) =YY plaiy;)

T <x Y; <y

Betingelsene for at p(z;, y;) skal veere en simultan punktsannsynlighet er analoge
til betingelsene i b)

f) For kontinuerlige stokastiske variabler X og Y har vi

P((X,Y)EA)_//Af(u,v)dvdu

F(x,y):]/yf(u,v)dvdu

O*F(x,y)

flz,y) = 920y

Betingelsene for at f(z,y) skal veere en simultan sannsynlighetstetthet er analoge
til betingelsene i ¢)

g) Marginale punktsannsynligheter:

px () = Zp(fﬂi, Y5) (for X)
py(y;) = Zp(fﬂi, Y;) (for Y)



h) Marginale sannsynlighetstettheter:

= /f(x,y)dy (for X)
— /f(g;7y)dx (fOl" Y)

i) Uavhengighet:

De stokastiske variablene X og Y er uavhengige dersom

p(xi,y;) = px (z:)py (¥5) (diskret)
flz,y) = fx(2) fr(y) (kontinuerlig)

4. Forventning

a) Forventningsverdien til en stokastisk variabel X er definert ved

X) = Z xjp(x;) (diskret)
E(X) = /_OO xf(z)dz (kontinuerlig)

b) For en reell funksjon g(X) av en stokastisk variabel X er

= Z g(z;)p(;) (diskret)
E[lg(X)] = /_OO g(x)f(z)dx (kontinuerlig)

¢) E(a+bX) =a+ bE(X)

d) For en reell funksjon g(X,Y) av to stokastiske variabler X og Y er

Z g x’uyj xuyj) (diskret)
i
E[g(X,Y)] = / /g($,y)f(:v,y)dydx (kontinuerlig)

e) Hvis X og Y er uavhengige er E[g(X)h(Y)] = E[g(X)] - E[h(Y)]
f) Hvis X og Y er uavhengige er E(XY) = E(X) - E(Y)

o) E (a ns bin-) —a+ S BEX,)

i=1 i=1



5. Varians og standardavvik

a) Variansen og standardavviket til en stokastisk variabel X er definert ved

b) V(X) = E(X2) — (E(X))’
¢) V(a+0bX) =0 V(X)

d) Hvis X3,..., X, er uavhengige har vi

=1 =1

=1 =1

i=1 j#i
6. Kovarians og korrelasjon

a) La X og Y vere stokastiske variabler med ux = E(X), 0% = V(X),

py = E(Y) og 02 = V(Y). Da er kovariansen og korrelasjonen til
X og Y definert ved

Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)]
Cov(X,Y)

O0x0y

p=Corr(X,Y) =
b) Cov(X,X) = V(X)
¢) Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

)
)
d) X,Y uavhengige = Cov(X,Y) =0
e)

n m

Cov (a + z”: b X;, c+ Zm: de}> = Z Z bid;Cov (X5, Yj)
j=1

i=1 i=1 j=1

f) =1 < Corr(X,Y) < 1 og Corr(X,Y) = +£1 hvis og bare hvis det finnes to tall
a,bslik at Y = a4+ bX (bortsett, eventuelt, pa et omrade med sannsynlighet 0)



7. Momentgenererende funksjoner

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den momentgenererende
funksjonen My (t) = E(e!™)

b) Hvis den momentgenererende funksjonen M (t) eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa bestemmer den entydig fordelingen til X

¢) Hvis den momentgenererende funksjonen My (t) eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa eksisterer alle momenter til X, og vi kan finne det
r-te momentet ved E(X") = M)(;)(O)

d) Ma—i—bX(t) = 6atMX (bt)
e) Hvis X og Y er uavhengige er My vy (t) = Mx (t)My(t)

8. Noen diskrete sannsynlighetsfordelinger
a) Binomisk fordeling:
Punktsannsynlighet: P(X =k)=(})p*(1 —p)* k=0,1,...,n
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = (1 —p+pe")”

Forventning: E(X)=np
Varians : V(X) =np(l —p)
X —np

np(1 —p)
nar np og n(1 — p) begge er tilstrekkelig store (minst 10)

Tilnserming 1: Z = er tilngermet standard normalfordelt

Tilnserming 2: X er tilnsermet Poisson fordelt med parameter A = np

nar n er stor og p er liten

Addisjonsregel: X ~ binomisk (n,p), Y ~binomisk (m, p)
og X, Y uavhengige = X + Y ~ binomisk (n + m,p)

b) Geometrisk fordeling:
Punktsannsynlighet:  P(X =k)=(1—-p)Fp k=1,2,...
Momentgenererende funksjon :  Mx(t) = e'p/[1 — (1 — p)e']
Forventning: E(X)=1/p
Varians:  V(z) = (1 — p)/p?

Addisjonsregel: Hvis X er geometrisk fordelt med sannsynlighet p sa er
X — 1 negativt binomisk (1, p). Derfor hvis X og Y er
geometrisk fordelte med samme p og uavhengige sa er
X +Y — 2 negativt binomisk (2, p)

6



c¢) Poisson-fordelingen:

Punktsannsynlighet: P(X =k)= ),‘c—l;e_’\ k=0,1,...
Momentgenererende funksjon : Mx (t) = eMe'=D)
Forventning: E(X) =\
Varians: V(X)=A

X =

Tilnsermelse: / = ——— er tilngermet standard normalfordelt

VA

nar A er tilstrekkelig stor (minst 10)

Addisjonsregel: X ~Poisson (A1), Y ~Poisson (\y)
og X,Y uavhengige = X + Y ~ Poisson (A1 + A2)



9. Noen kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

a) Normalfordelingen:

Tetthet: f(z) = \/21706*(’3*“)2/2"2 —00 <& <00
Momentgenererende funksjon : My (t) = etle /2

Forventning: E(X) =p
Varians: V(X) = o?

Transformasjon: X ~ N(u,0?) = a+ bX ~ N(a+ bu,b*c?)
X ~N(u,0?) = Z =4~ N(0,1)

Addisjonsregel: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%), X,Y uavhengige
= X +Y ~ N(ux + py, 0% +03)

b) Eksponentialfordelingen:

Tetthet: f(x) = \e™® x>0

Momentgenererende funksjon : Mx(t)=A/(A—1t) fort < A

Forventning: E(X) =1/

Varians: V(X)) =1/)\?

Addisjonsregel: X ~exp(\), Y ~exp(A), X ogY uavhengige
= X +Y ~ gamma(2,1/))

¢) Gammafordelingen:

Tetthet:  f(r) = sai—a" " le™?/P x>0

FoT(a)’
f u®™ 1 udu

(a)
Ia+ )—aF()
(n

) = (n—1)! nar n er et helt tall
I(1/2) =ym, I'(l)=1

Momentgenererende funksjon :  Mx(t) = [1/(1 — 8t)]"

Gammafunksjonen:

Forventning: E(X) = af
Varians: V(X)) = af3?
Addisjonsregel: X ~ gamma(a, $), Y ~ gamma(d, 3),
X og Y uavhengige = X 4+ Y ~ gamma(a + 6, 5)
d) Kji-kvadratfordelingen:
Tetthet: f(v) =

n er antall frihetsgrader

1 n/2)—1,—v
mv( /2) 16 /2 v >0

Forventning: E(V)=mn
Varians: V(V) = 2n



Addisjonsregel: U ~ x2 |V ~ 2 , U og V uavhengige
=U+V~xii,

Resultat: Z ~ N(0,1) = Z% ~ x?

10. Transformasjoner av kontinuerlige stokastiske variabler

Anta at X har sannsynlighetstetthet f(x) og la Y = u(X), der u er deriverbar og
strengt monoton (vosende eller avtagende). La v veere den inverse funksjonen til w,
slik at X = v(Y'). Da er sannsynlighetstettheten til Y gitt ved

9(y) = flo(y)[v'(y)]



