STK1100/STK-FYS1110

Obligatorisk oppgavesett 1 - var 2024.

Innleveringsfrist

Torsdag 7. mars 2024, klokka 14:30 i Canvas (canvas.uio.no).

Instruksjoner

Du velger selv om du skriver besvarelsen for hand og scanner besvarelsen eller om du skriver
lgsningen direkte inn pa datamaskin (for eksempel ved bruk av IXTEX). Besvarelsen skal
leveres som én PDF-fil. Scannede ark ma veere godt lesbare. Besvarelsen skal inneholde
navn, emne og oblignummer.

Det forventes at man har en klar og ryddig besvarelse med tydelige begrunnelser. Husk
a inkludere alle relevante plott og figurer. Veer oppmerksom pa at det ikke er mu-
lighet for a levere en revidert besvarelse dersom den fgrste besvarelsen ikke blir
godkjent. Samarbeid og alle slags hjelpemidler er tillatt, men den innleverte besvarelsen
skal vaere skrevet av deg og reflektere din forstaelse av stoffet. Er vi i tvil om du virkelig
har forstatt det du har levert inn, kan vi be deg om en muntlig redegjgrelse.

I oppgaver der du blir bedt om a programmere, ma du legge programkoden inn i PDF-en
sammen med resten av besvarelsen.

For a fa adgang til avsluttende eksamen i

e STK1100 ma man besta begge de to obligatoriske oppgavesett 1 og 2 dette semesteren;

e STK-FYS1110 ma man besta obligatorisk oppgavesett 1 og ha godkjent 3 laborato-
rierapporter dette semesteret.

Seknad om utsettelse av innleveringsfrist
Hvis du blir syk eller av andre grunner trenger a sgke om utsettelse av innleverings-

fristen, ma du ta kontakt med studieadministrasjonen ved Matematisk institutt (e-post:
studieinfo@math.uio.no) i god tid fgr innleveringsfristen.

For fullstendige retningslinjer for innlevering av obligatoriske oppgaver, se her:

www.uio.no/studier/admin/obligatoriske-aktiviteter/mn-math-oblig.html



https://canvas.uio.no
mailto:studieinfo@math.uio.no
http://www.uio.no/studier/admin/obligatoriske-aktiviteter/mn-math-oblig.html

Spesielt om dette obligatoriske oppgavesettet varen 2024

Hvis du har fatt registrert oppmgte pa gruppesvelsene minst 4 av 7 uker for innleveringsfris-
ten, sa vil du ikke behgve a gjgre oppgavene 1 og 2 i oblig 1. Ansvarlige for gruppegvelsene
vil registrere oppmgte for de som har valgt denne varianten. Husk likevel at det kan veere
god trening a ogsa gjgre disse oppgavene med tilbakemelding fra gruppelaerere!

Det anbefales pa det sterkeste at du bruker Python til a gjgre beregningene i oppgavene 3
og 4. Hvis du bruker et annet programmeringssprak, kan vi ikke hjelpe deg hvis du far
problemer. Det ligger eksempel-kode, som vil veere til stor hjelp, pa semestersiden. Hvis
du trenger hjelp til a lgse oppgavene, kan du fa det pa en av de apne gruppene i STK1100
eller en av de apne gruppene i STK-FYS1110

Krav for godkjenning

e Du har kun ett forsgk.
e Du ma ha gjort et hederlig forsgk pa alle deloppgaver.
— Hvis det er spgrsmal som er vanskelige, bruk gruppelaerere!

e For programmeringsoppgavene ma du angi hvilke kommandoer du har brukt for a
komme fram til svarene dine. Kode ma legges ved.

LYKKE TIL!


https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/STK1100/v24/jupyter.html#GR
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/STK1100/v24/timeplan/index.html#GR
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/STK-FYS1110/v24/timeplan/index.html#%C3%98V-F

OPPGAVE 1

Matematikkbygningen (Niels Henrik Abels hus) har 12 etasjer (vi ser bort fra underetasje
og kjeller). Fem personer gar inn i den samme heisen i 1. etasje, og forlater heisen i de
enkelte etasjene uavhengig av hverandre. Videre antar vi at sannsynlighetene for at en
bestemt person skal ga av i hhv. 2., 3., ... | 12. etasje er like store.

(a) Hva er sannsynligheten for at de 5 personene gar av i hver sin etasje?
(b) Hva er sannsynligheten for at minst 2 av de 5 gar av i samme etasje?

(c) Anta na at akkurat 3 av de 5 gar av i 8. etasje, der statistikk-seksjonen holder til.
Hvor mange mulige ulike grupper pa 3 kan dette vaere?

Heisen har et alarmsystem som bestar av 5 elementer koblet sammen som vist pa figuren
nedenfor. Komponent 1 og 2 er koblet i parallell, slik at denne delen av alarmen virker
dersom enten 1 eller 2 virker. Komponent 3 er koblet i serie med komponent 4 og 5, som
er koblet i parallell. Denne delen av alarmen virker dersom 3 virker samtidig som enten 4
eller 5 virker. De to delene (1,2) og (3,4,5) er til slutt koblet i parallell.

(d) Gitt at alle komponenter virker uavhengig av hverandre, og at sannsynligheten for
at hver komponent virker er 0.9, finn sannsynligheten for at alarmen i heisen virker.
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OPPGAVE 2

Et anti-jukse-program avslgrer at en tekst er Al-generert med sannsynlighet 0.92. Hvis
teksten ikke er Al-generert, vil programmet ta feil og fastsla at teksten er Al-generert med
sannsynlighet 0.07. Det antas videre at sannsynligheten for at en tilfeldig student benytter
AT til a skrive en tekst, er 0.05.

(a) Hvis programmet konkluderer med at studentens tekst er Al-generert, hva er sannsyn-
ligheten for at den faktisk er det?

(b) Hvor liten ma sannsynligheten for at programmet feilaktig fastslar at teksten er Al-
generert, veere, for at sannsynligheten i a) skal bli over 90%7

1



OPPGAVE 3

Pa forelesning har vi sett pa forventet levealder for norske menn. Denne oppgaven vil
forst og fremst ga ut pa a bruke Python for tilsvarende beregninger for kvinner, og a
sammenligne resultatene for kvinner og menn. Du kan ta utgangspunkt i Python-skriptet
doedelighet.ipynb som er tilgjengelig gjennom jupyterhub.uio.no og ogsa pa kursets
hjemmeside. Datasettet er ogsa tilgjengelig i filen doedelighet.txt.

La X veare levealder (i hele ar) for en tilfeldig norsk mann, og tilsvarende, la Y veere
levealder (i hele ar) for en tilfeldig norsk kvinne. Med levealder mener vi tid (i hele ar)
fra fadsel til dgd. Det vi gnsker a regne ut er forventet gjenstaende levealder for menn og
kvinner, ved en gitt alder a, som kan skrives som

E(X —a|lX >a) og EY —dalY >a)

for forskjellige verdier av a. Vi kan da bruke utledningene fra forelesningene til a si at
E(X —a|X > a) = E[h(X)]

der

h(z) =

r—a

1—Fyx(a—1)°

0, hvis x < a
hvis z > a.

Her er Fx(z) = P(X < z), den kumulative fordelingsfunksjonen til X. Vi far ogsa
tilsvarende uttrykk for E(Y —alY > a).

(a) For menn, beregn forventet levealder ved fadsel og forventet gjenstaende levealder
ved alder a = 25, 45 og 85 ar.

(b) Beregn sa tilsvarende forventet levealder ved fgdsel og forventede gjenstaendene lev-
ealder for kvinner. Sammenlign med verdiene du fikk for menn.

(c¢) Lag til slutt et plott med forventet gjenstaende levealder for a = 0,1,2,...,106, for
kvinner og menn i samme plott. Kommentér resultatene du far.

OPPGAVE 4

Vi skal i denne oppgaven se pa bruken av DNA-bevis i forbindelse med kriminalsaker.
Utover ren sannsynlighetsregning vil denne oppgaven ha endel utfordringer med hensyn
pa forstaelse av problemstillinger. Det oppfordres derfor sterkt a bruke gruppetimene til a
diskutere de ulike delspgrsmal med medstudenter og gruppelaerere!

Menneskenes DNA bestar av sekvenser av 4 ulike nukleotider som typisk beskrives ved
bokstavene A,G,C og T. Figuren nedenfor viser et eksempel pa en liten del av en DNA-

sekvens:
AGCTTCTAGTCGACTAGAAGCT
(R R R R R Rt

DNA kan for eksempel trekkes ut fra blodspor pa et asted. Ofte blir DNA-spor frem-
stilt som helt sikre bevis. Dette er basert pa at alle personer har forskjellige DNA. I
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kriminal-saker brukes imidlertid kun sma deler av den fullstendige DN A-sekvensen, og da
kan likheter mellom individer opptre. I slike tilfeller er det viktig a kvantifisere bevisbyrden
som ligger i et DNA-spor. Denne oppgaven vil ta opp noen aspekter ved slik kvantifisering.
Vi vil her gjore en kraftig forenkling ved a anta at alle bokstaver A/G/C/T opptrer med
like stor sannsynlighet og at det er uavhengighet mellom bokstaver som opptrer pa ulike
posisjoner.

Anta vi ser pa p ulike posisjoner (markgrer) langs DNA-sekvensen (typisk ulike posisjoner i
DNA’et som ligger langt fra i hverandre, slik at uavhengighetsantagelsen kan veere rimelig).
La S vaere en spesifikk kombinasjon av nukleotider pa de p posisjonene. I resten av opp-
gaven vil vi betegne settet av nukleotider for de p utvalgte posisjonene, for DNA-profilen
til en person (mens det egentlig bare representerer biter av personens DNA). I figuren
nedenfor viser pilene 5 ulike markgrer der da DNA-profilen beskrevet av disse markgrene
er ACCTG.

CCCTGTTAAACCCATCCCAATCATEGTTECCCOECTATECTCCCAACCECECAACAATCTAAACACTACTCTCAAACTCEGTCTCCTACCCECTATCGAT T

(a) Hvor mange mulige typer profiler er mulig med p markgrer?
Hva er sannsynligheten for at en vilkarlige person har en spesifikk DNA profil §7
Beregn denne sannsynligheten for p = 5,p = 10 og p = 20.

Hvis vi har en populasjon pa N = 5000000 individer, hva blir forventet antall per-
soner som har § for de ulike verdiene av p?

Merk: Rekkefglgen spiller en rolle her, slik at profilene ACCTG og CATGC er
forskjellige.

Anta na at vi jobber med en kriminalsak der vi har observert en DNA-profil S (bestaende
av p nukleotider) pa et asted. Bidragsyter til et DNA-spor pa et asted kan i utgangspunktet
veere hvem som helst innenfor en populasjon pa N personer, der vi antar i utgangspunktet
alle personene i populasjonen like sannsynlige som bidragsytere. Med bidragsyter mener
vi her den som har etterlatt seg DNA-sporet (blod) pa astedet. Vi har ogsa en mistenkt
person.

Definer begivenhetene

A =Mistenkt er bidragsyter;
B =Mistenkt har DNA-profil S.

Vi vil anta at man klarer a lese riktig DNA-profil bade fra sporet pa astedet og fra en
blodprgve av den mistenkte'.

'T praksis kan det veere noe usikkerhet her, men vi ignorerer dette for enkelthetsskyld.



(b) Argumenter hvorfor det er rimelig a anta at P(B|A) = 1.
Beregn ogsa P(B|A').

Hint: Nar A ikke inntreffer sa svarer begivenheten B til at en tilfeldig person har
profil S.

(¢) Uttrykt ved N og p, hva er sannsynligheten for at den mistenkte er bidragsyter,
betinget pa at det er matchende profil (mistenkte har DNA-profil S), dvs P(A|B)?

Beregn spesifikt sannsynligheten for N = 5000000 og p = 5,10 og 20.

Basert pa verdiene du far ut, men ogsa forventningene du beregnet i (a), diskuter
resultatene.

Anta fremdeles et DNA-spor av type S er funnet pa et asted. Vi vil na se pa en situasjon der
vi tkke har noen mistenkte i utgangspunktet. Vi har imidlertid tilgjengelig en database
bestaende av n < N personer der DNA-profilene til disse n individene er kjent. For
enkelthetsskyld vil vi anta at de n personene i databasen er trukket tilfeldig ut av de NV
personene i hele populasjonen®.

Vi vil spesielt se pa en situasjon der vi sgker i databasen og ender opp med a finne kun ett
individ som har samme DNA-profil S som vi fant i blodsporet pa astedet. Vi gnsker da a

kvantifisere bevisbyrden for dette. Dette vil vi gjgre gjennom flere trinn nedenfor.

(d) La X veere antall personer med spor S innen databasen.

Forklar hvorfor en binomisk fordeling kan vaere en rimelig sannsynlighetsfordeling for
X.

Spesifiser spesielt sannsynligheten for at X = 1.
For n = 30000, plott fordelingen for p = 5, 10, 20.

Hint: Hvis du plotter fordelingen for alle mulige z-verdier sa vil det veere vanskelig
a se noe mgnster. Du ber derfor konsentrere plottet mot regioner der det meste av
sannsynlighetsmassen er. Du bgr da velge de z-verdiene du plotter punktsannsyn-
lighetene for, med omhu. Bruk forventet antall som utgangspunkt.

Definer na begivenheten
C = bidragsyter er et av individene i databasen.

(e) Argumentér for at P(C) =
Hva blir P(X = 1]|C)?

Hint: Nar du vet C sa vet du noe om ett av individene 1 databasen men ikke noe om
de gvrige. Hva betyr X = 1 for de gvrige individer?

n
N

2T de fleste land er slike databaser bygget opp av personer som av en eller annen grunn har veert i
kontakt med politiet. Noen av antagelsene som blir gjort i denne oppgaven kan da vaere noe tvilsomme.



(f) Utled et uttrykk P(C|X = 1).

Argumenter med ord for at dette svarer til sannsynligheten for at individet med
matchende DNA-profil innen databasen er bidragsyter til sporet pa astedet.

Se spesielt pa P(C|X = 1) nar n =1 og n = N. Finner du resultatene rimelige?

(9) For n = 30000, beregn P(C|X = 1) for de samme verdier for p = 5, 10, 20.

Diskutér resultatene.



