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I dette notatet vil vi se litt naermere pa konfundering (engelsk: “confounding”) ved bruk av
lineser regresjon. Notatet er et supplement til stoffet om lineser regresjon i avsnittene 12.7 og
12.8 i boka til Devore & Berk (D&B). Nar ikke annet er sagt bruker vi notasjonen i denne boka.

Problemstilling og resultat

Konfundering er en generell problemstilling ved multippel lineser regresjon nar vi har korrelerte
forklaringsvariabler. Men for a ikke gjgre framstillingen mer tekninsk enn ngdvendig, vil vi her
ngye oss med a se pa situasjonen med to forklaringsvariabler. Vi antar derfor i dette notetet at
de stokastiske variablene Y7,...,Y, er gitt ved modellen

Y = Bo + Brxi + Baxio + €, (1)

der ¢;-ene er uavhengige og N (0, o?)-fordelte. Fra side 712 i D&B vet vi at minste kvadraters
estimatorer 81 og B2 er forventningsrette for 51 og [o.

Den problemstillingen vi vil ta for oss her, er hva som skjer hvis vi tilpasser en lineser regresjons-
modell der vi bare tar med den fgrste av de to forklaringsvariablene. Vi antar altsa at modellen
er gitt ved (1), men at vi tilpasser modellen

Y; =0 + 7w + € (2)
Fra side 626 i D&B far vi da estimatoren
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Merk at 712 er (den empiriske) korrelasjonen mellom de to forklaringsvariablene og at kvadrat-
roten i (4) er forholdet mellom de (empiriske) standardavvikene for de to forklaringsvariablene.
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Nar modellen er gitt ved (1), har vi at
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Hvis de to forklaringsvariblene er korrelerte, vil altsa estimatoren (3) ikke estimere den faktiske
effekten av den forste forklaringsvariablen (dvs. 81), men en stgrrelse som avhenger av effekten
av begge forklaringsvariablene. Vi sier da at effekten av den forste forklaringsvariabelen er
konfundert av den andre forklaringsvariabelen. Merk at avhengig av fortegnet til korrelasjonen
r12, kan konfundering fgre bade til at vi overestimeter effekten av den forste forklaringsvariabelen
(dvs. E(41) > 1) og at vi underestimerer effekten (dvs. E(y1) < ().



Et eksempel

Til illustrasjon ser vi pa fglgende eksempel': Ved et computer science institutt ved et amerikansk
universitet har en registrert data om studentenes karakterer de tre forste semestrene, samt karak-
terer fra high school og poeng fra SAT-testen (som kreves ved opptak ved mange amerikanske
universiteter). Formalet var a studere i hvor stor grad karakterene fra high school og poengene
for SAT-testen kan brukes til & forutsi karakterene de tre fgste semestrene ved universitetet. For
hver av de 224 studenter har vi registrert:

e id: Student nummer

kar: Gjennomsnittskarakter for de tre fgrste semestrene.
(Ved beregningen av gjennomsnittet gir A 4 poeng, B 3 poeng, C 2 poeng og D 1 poeng.)

hsm: Gjennomsnittskarakter i matematikk fra high school.
(Ved beregningen av gjennomsnittet gir A 10 poeng, A 9 poeng, B+ 8 poeng, osv.)

hse: Gjennomsnittskarakter i engelsk fra high school.
e satm: poeng fra matematikkdelen av SAT-testen
e satv: poeng fra den verbale delen av SAT-testen

Du kan lese dataene inn i R ved kommandoen:

path="http://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/STK1110/data/karakterer.txt"
karakterer=read.table(path,header=T)

I dette eksempelet vil vi ngye oss med & se pa hvordan gjennomsnittskarakten de tre fgrste
semestrene ved universitetet (Y') avhenger av poengene fra matematikkdelen av SAT-testen
(z1) og gjennomsnittskarakteren i matematikk fra high school (z2).

Vi tilpasser forst en modell der vi bruker poengene fra matematikkdelen av SAT-testen som
eneste forklaringsvariabel:

> fitl.kar=1lm(kar~satm,data=karakterer)
> summary(fitl.kar)

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 1.2835556 0.3524349 3.642 0.000337
satm 0.0022706 0.0005859 3.875 0.000140

Residual standard error: 0.756 on 222 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.06336, Adjusted R-squared: 0.05914
F-statistic: 15.02 on 1 and 222 DF, p-value: 0.0001402

Vi finner da at det er en signifikant effekt av poengene fra matematikkdelen av SAT-testen.

Vi tilpasser sa en modell der vi bruker bade poengene fra matematikkdelen av SAT-testen og
gjennomsnittskarakteren i matematikk fra high school som forklaringsvariabler:

! Appendiks 3 i Moore & McCabe: Introduction to the practice of statistics. 5. utgave. WH Freeman and
Company, New York, 2006



> fit12.kar=1m(kar~satm+hsm,data=karakterer)
> summary(fit12.kar)

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.6657425 0.3434918 1.938 0.0539 .
satm 0.0006105 0.0006112 0.999 0.3190
hsm 0.1930048 0.0322237 5.990 8.45e-09 **x

Residual standard error: 0.7028 on 221 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1942, Adjusted R-squared: 0.1869
F-statistic: 26.63 on 2 and 221 DF, p-value: 4.365e-11

Vi ser na at estimatet for effekten av poengene fra matematikkdelen av SAT-testen er redusert
til mindre enn en tredel av det det vi fikk for den fgrste modellen og effekten ikke lenger er
signifikant. Sa det estimatet vi fikk for effekten av poengene fra matematikkdelen av SAT-
testen i den forste modellen er konfundert av matematikkarakterene fra high school.

Bevis for (4)

For & for a forenkle beviset vil vi anta at forklaringsvariablene er sentreret, dvs. at > " | xj1 =
Yo xio = 0. Dette gir ikke noe tap av generalitet, siden vi alltid kan sentrere forklarings-
variablene (ved a trekke fra gjennomsnittet av dem), og det vil bare endre estimatorene for
kostantleddene i (1) og (2).

Nar vi har sentrert forklaringsvariablene kan vi gi estimatoren (3) pa formen

n
A Zizl zi1Y;
71 - Zn 2 Y
i=1Li1

mens sammenhnegen vi skal vise [dvs. (4)] kan gis som
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der vi na har [jf. (5)]
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For a vise (7) innfgrer vi vektor og matrisenotasjon:
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Vi kan da skrive modellen (1) pa formen Y = X3+ € og minste kvadraters estimator er gitt ved

8= (X'X)"'X'Y. (8)



For a finne eksplisitte uttrykk for Bl og 32 ser vi naermere pa hgyre side av (8). Vi merker oss
fgrst at
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Determinanten til denne matrisen er A = n (311522 — 5122), og den inverse er gitt ved
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Videre har vi at
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Av (8), (9) og (10) finner vi na at

A Y
Bo . .

. . 822> 1 Yi—S12 2 14 T2Y;

B = B = s11522—57, . (11)
B9 s11) g xioYi—s12 > 0 i Ys

s11822—55
Vi har altsd at g =Y og

n n
5 522 ) i1 Ti1Y; — 812 ) 0 q Ti2Y

B - ) ’ (12)
511522 — Sqg
5, — ‘u Do Y — s12 0 i TV _ (13)

511822 — St
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som er det vi ville vise [jf. (7)].



