Obligatorisk gving for STK1110, Hgsten 2023

@ving 1 av 2
Innleveringsfrist

Torsdag 5. oktober 2023, klokken 14:30 i Canvas (canvas.uio.no).

Instruksjoner

Du velger selv om du skriver besvarelsen for hand og scanner besvarelsen
eller om du skriver lgsningen direkte inn pa datamaskin (for eksempel ved
bruk av Latex). Besvarelsen skal leveres som én PDF-fil. Scannede ark ma
veere godt lesbare. Besvarelsen skal inneholde navn, emne og oblignummer.

Det forventes at man har en klar og ryddig besvarelse med tydelige begrun-
nelser. Husk & inkludere alle relevante plott og figurer. Det er kun ett forsgk,
og det er dermed ikke mulighet til & levere en revidert besvarelse dersom en
ikke bestar. Samarbeid og alle slags hjelpemidler er tillatt og det er spesi-
elt mulig & fa hjelp pa gruppene. Den innleverte besvarelsen skal imidlertid
veere skrevet av deg selv og reflektere din forstaelse av stoffet. Er vi i tvil om
du virkelig har forstatt det du har levert inn, kan vi be deg om en muntlig
redegjgrelse. I oppgaver der du blir bedt om & programmere mé du legge ved
programkoden og levere den sammen med resten av besvarelsen.

Sgknad om utsettelse av innleveringsfrist

Hvis du blir syk eller av andre grunner trenger a sgke om utsettelse av
innleveringsfristen, mé du ta kontakt med studieadministrasjonen ved Mate-
matisk institutt (e-post: studieinfo@math.uio.no) i god tid for innleverings-
fristen. For a fa adgang til avsluttende eksamen i dette emnet, mé man besta
alle obligatoriske oppgaver i ett og samme semester.

Spesielt om dette oppgavesettet

Du skal bruke programpakken R til & gjgre beregninger i oppgavene, og
du ma angi hvilke kommandoer du har brukt for 4 komme fram til svarene
dine. For a fa godkjent besvarelsen, ma du ha gjort et hederlig forsgk pa
besvare begge oppgavene (Oppgave 1 og 2).

For fullstendige retningslinjer for innlevering av obligatoriske opp-
gaver, se her:

www.uio.no/studier/admin/obligatoriske-aktiviteter/mn-math-oblig.
html

LYKKE TIL!
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Oppgave 1

Fila https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/STK1110/data/forsikringskrav.txt
inneholder 6377 bilforsikringskrav til et norsk forsikringsselskap et gitt ar.
Figur [I] viser et histogram og et kvantilplott av disse dataene. Vi ser at de
apenbart ikke er normalfordelt.
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Figur 1: Kvantilplott (til venstre) og et histogram (til hgyre) av forsikrings-
kravene x1,...,Tn,.

Siden dataene alltid er positive, er en mer rimelig modell Gamma fordelin-
gen. Anta derfor alle observasjoner er uavhengige og identisk fordelte med
sannsynlighetstetthet

7" 2 e a,y > 0.
F(Oé) Y )

flria,y) =

Merk at denne definisjonen er noe anderledes enn slik den er definert i boka
(likning (4.6)) ved at den er representert ved rate parameteren - istedet for
skala parameteren 3 = 1/7. For denne parametriseringen har man at

(a) Utled moment-estimatorene for « og «y. Gitt moment-estimatorene for
a og B (gitt 1 boka), er disse resultatene rimelige?

Beregn momentestimatorene basert pa forsikringsdataene.

(b) Skriv ned log-likelihood funksjonen og beregn log-likelihood verdien
basert pa dine estimater for a, 7.

(c) La oss na se pa maksimum likelihood estimatorene for «,~. Her ek-
sisterer det ikke noe analytisk uttrykk. Vis imidlertid at for gitt «, s&


https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/STK1110/data/forsikringskrav.txt

er det et analytisk uttrykk for maksimum likelihood estimatoren for ~
(som en funksjon av «).

Utled dette uttrykket. Vis at dette svarer til moment-estimatoren for
v (for gitt «).

For & finne maksimum likelihood estimate for & ma en imidlertid bruke
numerisk optimering. Nedenfor er en funksjon som beregner (negativ)
log-likelihood verdi for en gitt verdi av a der maksimum likelihood
estimatet for v er satt inn.

negloglikgamma = function(logalpha,x=x)

{

n = length(x)

alpha=exp(logalpha)

gamma = alpha/mean(x)

logl = n*alpha*log(gamma)-n*lgamma(alpha)+

(alpha-1)*sum(log(x))-gamma*sum(x)

-logL

X

Selve optimeringen kan gjgres ved kommandoen
fit.ml=optim(log(alphaOl) ,negloglikgamma,x=x,method="BFGS")

der alphaO er en initial verdi for « (f.eks moment-estimatoren). Opsjo-
nen method="BFGS" angir hvilken optimeringsmetode som brukes (se
help(optim)).

Forklar hvorfor en bgr ha log(a) som input til funksjonen og ikke «
selv.

Bruk denne funksjonen til & finne maksimum likelihood estimater for
(v, y). Beregn log-likelihood verdien for dette settet av estimater. Er
denne verdien rimelig i forhold til den verdi du fikk i (b)?

Basert pa ikke-parametrisk bootstrapping, finn anslag pa standard feil
for maksimum likelihood estimatene for a og ~.

Bruk dette til & lage 95% konfidens-intervaller for « og 7.

Hint: Kommandoen quantile(z,c(0.025,0.975)) gir deg nedre og
gvre empiriske 2.5% kvantiler i datavektoren z.

Anta né vi er mer interessert i E[X;] = p = /. Bruk dine bootstrap
simuleringer til & lage et 95% konfidensintervall for p.

Anta vi gnsker & teste hypotesene

Hy:p=25mot H, : p# 25



med et signifikansniva @ = 0.05 Hva blir konklusjonen pa en slik test?
Hvis du endrer signifikansnivaet til « = 0.01, hva blir s& konklusjonen?

Basert pa dette, hva kan du si om P-verdien for testen?

Oppgave 2

En av de viktigste ingrediensene i sdkalt ’supermat’ er blabeer. At blabeerene
regnes som supermat, skyldes at fargestoffet antocyan, som gjgr baerene bla,
er en kraftig antioksidant.

I forbindelse med en studie av antioksidanter og antocyaner, ble innholdet
av antocyan i 15 beger med blabzer malt. De maélte verdiene var (i mg per
100 gram beer):

525 587 547 558 591 531 571 551 566 622 561 502 556 565 562

Vi antar at mélingene kan betraktes som realisasjoner av uavhengige normal-

fordelte variabler med forventning y og varians o2.

(a) Lag et 95% konfidensintervall for forventet antocyaninnhold p basert
pa malingene over.

(b) Pa Wikipedia kan vi lese at forventet antocyaninnhold i blabeer er 558
mg/100g. Na skal du bruke simuleringer til & late som om du maler
antocyan i 15 prgver med blabaer veldig mange ganger. Generér 10 000
datasett, hvert av stgrrelse n = 15, bestdende av observasjoner av de

stokastiske variablene X7, ..., X135 w N(u,0) der = 558 og o = 30.
Du kan bruke rnorm()-funksjonen i R til dette. Selv om du har simulert
fra en fordeling med kjent forventning og varians, skal du late som om
begge disse er ukjent i det fplgende. Lag et 95% konfidensintervall for
w som i punkt a), basert pa hvert av de simulerte datasettene, slik at
du far 10000 intervaller. Tell opp andelen av disse intervallene som
inneholder verdien 558. Kommentér og forklar.

(c) Bruk na i stedet det tilnsermede intervallet for store utvalg, altsa
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og beregn dette for hvert av 10000 datasett, generert som i b). Hvor
stor andel av intervallene inneholder 4 = 5587 Kommentér og forklar
resultatet.



(d)

(e)

Trekk 10000 datasett som i (b) og lag et 95% konfidensintervall for o
for hvert av dem. Hvor stor andel av intervallene inneholder ¢ = 307

Under antakelsen om normalfordeling er Z; = @ ~ N(0,1), 1 =
1,...,n, med u = 558 og o = 30. Anta n& at Zi,..., Zy5 i virkelighe-
ten er t-fordelt med 7 frihetsgrader, altsd Z1,..., 215 w t7. Trekk na
10000 datasett fra denne fordelingen ved a

1. trekke z1, ..., z15 fra t7 med R-funksjonen rt ()
2. laz;=p+oz,i=1,...,n.

Gjenta deretter oppgave b) med de nye datasettene. Hvor robust er
metoden for & lage konfidensintervall for forventningsverdien for anta-
kelsen om normalfordeling?

Trekk datasett som i (e) og lag deretter 95%konfidenintervall for stan-
dardavviket til X; slik som i (d). Merk imidlertid at V(Z;) = =% slik at
variansen til X; na er 62 = V(X;) = V(u + 0Z;) = 0?V(Z;) = 1.40°.
Det er altsd 6 du skal lage konfidensintervall for, og sjekke andelen
intervaller som inneholder . Sammenlign med resultatene fra (d) og
kommentér.



