UNIVERSITETET | OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: STK2100 — Lgsningsforslag
Eksamensdag: Torsdag 14. juni 2018.
Tid for eksamen: 14.30-18.30.

Oppgavesettet er pa 6 sider.

Vedlegg: Ingen

Tillatte hjelpemidler:  Godkjent kalkulator og formelsamlinger

for STK1100/STK1110 og STK2100

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner 3 besvare spgrsmalene.

Oppgave 1

(a)

I modeller med faktorer, sier regresjonskoeffisientene noe om nivaet
til de ulike kategoriene. Imidlertid, nar ogsa et konstantledd er med,
blir det for mange parametre og vi ma begrense/redusere disse til en
dimensjon lavere. Dette kan gjores pa ulike mater, en er a sette den
forste lik null, hvor de resterende koeffisientene maler avvik fra den
forste kategorien.

Vi har

AIC = =2 xlog-lik + 2 *x p
der p er antall parametre i modellen. Her er p = 17 som gir AIC=
—2 % (—308.8) + 2 % 17 = 651.6.
Siden flere av de estimerte koeffisientene har en tilhgrende p-verdi som
er ganske hgy, tyder det pa at vi bgr ta bort noen variable.
Nar vi gjor begrensninger pa modellen, vil vi ha et mindre rom a
optimere likelihooden pa, noe som medfgrer lavere verdi.
Her blir AIC=-2  (—318.0) + 2 x 6 = 648.0. Da denne verdien er noe
mindre enn hva vi fikk tidligere, er den nye modellen a foretrekke.
For GAM har vi at § = Sy og frihetsgrader blir da beregnet ved
trase(S). Vi far et hgyere antall frihetsgrader her pga ikke-linearitet.

Her blir da AIC=—2x%(—312.2)+2%8.4 = 641.2. Vi far da en forbedring
i forhold til tidligere modeller.

Plottene viser ikke en veldig sterk ikke-linearitet, men gitt mengden
data blir den likevel signifikant.
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(h)

Definisjonene av regionene vil vaere kombinasjoner av logiske operatorer
basert pa ulike forklaringsvariable. Dermed kommer interaksjoner inn.

Vi har at hver Y; er binomisk fordelt med ett forsgk. Sannsynlighetene
for a fa 1 kan variere fra observasjon til observasjon. Dette er da
markert ved a ha en indeks 7 pa p;. Ved a i tillegg anta uavhengighet
mellom responsene, far vi da produktet av ledd av typen p?'(1—p;)'~¥.

Siden vi for klassifikasjonstreer antar at sannsynlighetene er like
innenfor hver region, blir da p; = ¢, for x; € R,),.

Det er ikke helt opplagt hvordan en skal telle antall parametre i dette
tilfellet.

Vi har 13 endenoder som gir 13 ¢,, parametre. I mange situasjoner
bruker en dette som antall parametre.

I tillegg har vi imidlertid 12 oppsplittinger. Hver oppsplitting har to
parametre, en som spesifiserer hvilken variabel som skal splittes opp
og en som spesifiserer hvilken verdi oppsplittingen skal skje pa. Totalt
blir det dermed 13 + 2 % 12 = 37 parametre.

(En kan imidlertid argumentere for at Sex ikke har noen ekstra
spesifisering av hvor oppsplitting skal skje slik at en eventuelt ogsa
kunne bruke 36 parametre. Merk at for andre faktorer med mer enn 2
nivaer ma en bestemme et "niva” gjennom hvordan oppsplitting skjer.)

Dette gir en AIC verdi pa
AIC = =2 % (—279.5) 4+ 2 % 37 = 633.0

dvs noe bedre enn vi fikk med de tidligere modeller.

Treer gir ofte overtilpasning. En mulighet er a stoppe oppsplitting
tidligere, men da kan en miste interaksjoner som kommer senere. Det
er derfor vanlig a fgrst lage et stort tre og sa beskjeere dette for a minske
variansen.

I prinsippet blir frihetsgrader her enda vanskeligere a beregne siden vi i
prinsippet bgr ta hensyn til hele prosessen for a generere det beskjeerte
treet. Hvis vi imidlertid kun forholder oss til stgrrelsen pa det endelige
tre, far vi 9+2*8=25 frihetsgrader. Da blir

AIC = —2 % (—287.349) + 2 % 25 = 624.698

som gir en ytterligere reduksjon i forhold til tidligere verdier.
Kombinert med at vi & far et noe enklere tre a forholde oss til er derfor
dette treet a foretrekke.

For a fa et realistisk mal pa hvordan en metode fungerer, ma det
evalueres pa data som ikke er blitt brukt til trening. En mulighet
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er a dele opp i et treningssett og et testsett, men da vil vi fa et mindre
treningssett a estimere modellen med. Kryss-validering utnytter data
bedre ved a ”sirkulere” testsettet.

En gnsker ofte a male metoder ved a se pa hvordan det oppforer seg
pa nye datasett. Slike nye datasett er imidlertid ikke alltid tilgjengelig
AIC (som kun bruker treningsdatasettet) vil ikke alltid gi et realistisk
mal pa hvor god en modell/metode er (baserer seg mye pa modell-
antagelser). Et bedre mal kan veere prediksjonsfeil pa nye data. Hvis
vi imidlertid ikke har for mye data, vil vi tape endel estimeringsstyrke
ved a ta bort en del av dataene til test. Kryss-validering har sin styrke
i at det er en metode som bade oppnar et stort testsett (faktisk hele
datasettet) og samtidig far et treningssett som er ganske stort (en andel
(K —1)/K der K er antall grupper). En ekstra fordel med CV er at
det kan parallelliseres slik at beregningstid ikke ngdvendigvis blir alt
for stor.

Bagging og Random Forest: Begge tar utgangspunkt i at treer kan ha
stor variasjon (egentlig en hvilken som helst metode med stor varians)
og robustifiserer dette ved a istedet kombinere mange prediktorer
basert pa ulike datasett. De ulike datasett blir konstruert ved
bootstrapping. Bagging og Random Forest skiller seg ved at Bagging
benytter alle forklaringsvariable ved hvert splitt mens Random Forest
gjor begrensninger i settet av variable for a oppna mindre korrelasjon
mellom de ulike traer (prediktorer) som blir laget.

Nevrale nett er gitt ved

Zim =h(al x;), m=1,..,.M (1)
T; =0 + Bz (2)
yi =9(T;) + & (3)

der bade h(-) and g(-) er mulige ikke-lineere funktioner. Figur 1
illustrerer modellen. z-ene kan oppfattes som latente variable. Dype
nett oppnas ved a ha flere lag med latente variable.

Resultatene kan tyde pa at interaksjoner likevel ikke er sa viktige
i denne situasjonen (alle de beste modellene er av. GAM typen).
Videre kan det se ut som ikke-lineaeriteter er viktig, men at variabel-
seleksjonen mhp GAM ikke fungerer sa godt.

En mulig metode for a evaluere feilraten er a bruk den verdi man
har fatt pa den valge metode. Merk imidlertid at selv om hver av
feilratene kan veere forventningsrette innenfor hver metode, sa vil vi
na bruke minimum av 10 variable. Et slikt minimum vil ikke lenger
veaere forventningsrett, og vil typisk veere noe for optimistisk. Ideelt
sett burde vi hatt et ekstra test-sett a vurdere den endelige modell pa.
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Figure 1: Visualisation of neural network with one hidden layer.

For det spesifikke problemet vil imidlertid prediksjon pa nye data ikke
vaere sa aktuelt, man er mer interessert i a "leere” sammehenger. Sett
fra dette perspektivet er det bra at en rimelig enkel model blir valgt,
dog kanskje litt negativt at ikke noen av variablene blir valgt bort.

Oppgave 2
(a) Vi har at

Y =80 + Bixin + Bawio + €
=00 + b1Z1 + BaZa + Pr(xi — T1) + Pa(xia — T2) + &
=Po + L1 + BaZiz + €

der

BD =By + S1Z1 + 2T

Ti1 =Ty — 11

Tig =Tj2 — T

[y angir na forventet niva nar begge forklaringsvariable har verdier lik
gjennomsnittsverdiene av de observerte xz-er.

(b) Hvis forklaringsvariablene har veldig ulike skalaer, kan det veere
hensiktsmessig a legge ulike straffeledd pa disse. Et alternativ kunne
veere a skalere z-ene pa forhand. Ikke opplagt hva som er best.

Siden det er en en-til-en korrespondanse mellom (f, 1, 52) og
(Bo, 1, P2) med By = By + B171 + B2Z2 og vi har at

h(Bo, Br, B2) = ;l(ﬂo + B1Z1 + Baa, B, Pa),
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vil de to minimeringsproblemene veere ekvivalente.

Vi har at

—h(ﬁoa B, B2) = —2 Z(yz — Bo — Briir — Bofia)
9fo i=1
—_9 Z(y _
i—1

som hvis vi setter lik null gir optimal verdi 3y = ¥.

Vi har at
7h(507 Br,P2) =— 2 Z(yz — Bo — BiZqa — BoZia)Ti1
7]1(60, B, Ba) = —2 Z BT — Pallin) Tz

som hvis vi setter lik null gir likningssystemet

B [Z 53?1 + M)+ 52 Z Tioly = Z Yilil
i=1 i=1 i=1

B Z Ty + 52[2 ii'?z + X = Z YiTio
i=1 i=1 i=1

Side 5

Hvis Y (2 —Z1) (22 — ZT2) = Y, Tn T2 = 0, forenkler likningssystemet

seg til

Z 5 + M| Z( e

=1
n

Z Tip + Ao Z(yz — §)Ti2

=1
som gir lgsningen
B = Yoy Vil
Yo Tt M
32 _ Z?:1 YiTio
Z?:l 55122 + A2

Vi far da siden 50 = BO - ﬂlfl — Bgi‘g at

By =g — > i 1%5%1 z > iy Yidlia z
SELER AN S it
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(d) Den fgrste metoden svarer til minste kvadraters metode. Den andre
svarer til vanlig Ridge regresjon.

Det ser ut som det er viktigst a straffe §; (svarende til den minst
signifikante variabel), og vanlig Ridge ser da ut til a legge mest vekt pa
denne variabelen. Valg av A blir derfor mest pavirket av hvor mye vi
trenger a straffe 51, og g dermed at \; &~ \ (faktisk lik i dette tilfellet).

Hvis vi skulle bruke denne metoden pa mange forklaringsvariable for
vi iallefall to problemer:
e Et numerisk problem ved at vi ma minimere med hensyn pa mange
Ajer.

e Et statistisk problem ved at vi kan lett fa overtilpasning nar vi na
innfgrer menge nye tuningparametre i metoden.



