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Oppgave 1

Vi skal i denne oppgaven se pa hvordan vi kan estimere paliteligheten til et system ved hjelp av
sakalt Monte Carlo simulering. La (C, ¢) betegne det binare monotone systemet vi er interessert i,
der C={1,..., n} som vanlig er systemets komponentmengde og ¢ er strukturfunksjonen. Innfgr
videre:

(D) X; =1 hvis i-te komponent virker og O ellers, i = 1,..., n.
2) pi = Pr(X; = 1) = Paliteligheten til i-te komponent, i = 1,..., n.
3) h =Pr(¢ = 1) = Paliteligheten til systemet.

Laogsa X = (X1,...,X,) og p = (p1,..., pn). Vi antar at X1,..., X,, er stokastisk uavhengige, og kan
dermed skrive:

) h=h(p)

Vektoren p antas a vaere kjent. Pa grunn av systemets kompleksitet, er det imidlertid ikke uten
videre lett & beregne den eksakte verdien av A. Vi antar dog at vi for enhver gitt X kan beregne ¢(X)
effektivt. Pa en datamaskin genererer vi “kunstig” N uavhengige stokastiske vektorer X1,..., Xy
som alle har samme fordeling som X. Vi kan da estimere 4 med:

o(X;)

=

<]
5 h=—
©) N

[
LN

(a) Vis at estimatorens forventning og varians er gitt ved:
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h(1 - h)
N

6) B(h)=h, Var (h) -
(b) La £>0 veere gitt. Hvor stor ma N veare (uttrykt ved €) for at:
) Var(h)<e, YheEQ1)

Vi innfgrer sa fglgende notasjon:
n
(8) ¢k,n(X)=I(EXi2k), der 1<sk=<n
i=1

(c) Forklar kort hvorfor ¢ , er strukturfunksjon for en k-av-n-struktur.
(d) Vis at vi har:

©) Oncein(X) = 0(X) = 04,(X). VXE{1}"
der:

(10) c = mm{|K| : K kuttmengde for q>}~

(11) d = min {|P| : P stimengde for q>}
¢ er med andre ord antall komponenter i den kuttmengde som har farrest komponenter, mens d er
antall komponenter i den stimengde som har faerrest komponenter. Begge disse stgrrelsene kan
som oftest finnes effektivt uten a matte liste opp samtlige minimale stier og kutt for systemet. Vi
betrakter i var ssmmenheng ¢ og d som kjente tall.
(e) Vis at vi alltid har:

(12) (d+c) < (n+1)

og at likhet 1 (12) holder hvis og bare hvis (C, ¢) er en k-av-n-struktur (for en eller annen k).

Vi antar i resten av oppgaven at (d+c) < (n+1). La sa S veere gitt ved:

n
(13)S = E X; = Antall funksjonerende komponenter
i=1

Vi antar at vi allerede har beregnet sannsynlighetsfordelingen til S, og at denne er gitt ved:

(14) Pr(S=s)=¢q,, s =0,1,...,n.
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[Dette kan i praksis gjgres meget effektivt ved a benytte en bestemt algoritme med beregningstid
proporsjonal med n2. Vi skal imidlertid ikke se neermere pé dette i denne sammenheng, og betrak-
ter derfor qo, q1.,. .., g, som kjente tall.]

(f) Vis at:

n n
(15) qu < h < qu
j=d

j=n-c+1
Vi introduserer sé fglgende notasjon:

(16) h,, =E(¢la< S<b), foralle 0<sas<b=n.

(g) Vis at & kan uttrykkes som:

(17) h = qu + By Cij

Jj=n—-c+1
Pa en datamaskin genererer vi igjen kunstig N uavhengige stokastiske vektorer Y1,..., Yy som alle

har samme fordeling som den betingede fordelingen for X gitt begivenheten {d < S < n-c}. Vi kan
da estimere hg ;. med:

(18) by, =

Ved innsetning i (17) far vi sa en ny estimator for / gitt ved:

(19) h = qu+hdn CEqJ

Jj=n—c+1

(h) Vis den nye estimatorens forventning og varians er:

). v LUt )

(i) La igjen >0 vere gitt. Hvor stor ma na N veare (uttrykt ved € 0g ¢4.. ., gn-c) for at:
@1) Var(it)s e, Vi, . €(0.1)

Sammenlign dette resultatet med det tilsvarende under punkt (b), og gi en kort kommentar.
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I de siste punktene av denne oppgaven skal vi se pa en konkret anvendelse av resultatene over. Vi
betrakter derfor et 2 terminals urettet nettverkssystem illustrert pa Figur 1. Systemet bestar av 13
komponenter svarende til kantene i nettverket, nummerert fra 1 til 13. Nettverket funksjonerer
dersom de to terminalnodene, S og T kan kommunisere via nettverket.

10 13

Figur 1. Et 2-terminals urettet nettverk.
For enkelthets skyld antar vi at alle komponentene i systemet har samme palitelighet, p.

(j) Forklar kort hvorfor vi som fglge av denne antagelsen far at:
13 K 135
(22) Pr(S=5) = pd-p) 7, s=0,1,..,13.
s

Anta spesielt at p = 0.85. De resulterende verdiene for Pr(S=s) er gitt i Tabell 1 nedenfor:

s Pr(S =5s)
0 1.95E-11
1 1.43E-09
2 4 .88E-08
3 1.01E-06
4 1.44E-05
5 0.0001
() 0.0011
7 0.0063
8 0.02606
9 0.0838
10 0.1900
11 0.2937
12 0.2773
13 0.1209

Tabell 1. Sannsynlighetsfordelingen for S dersom p = 0.85

(k) Hvor stor ma N vere for at Var (hA) <0.001 (uansett hva & métte vaere), og hvor stor ma N vare
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for at Var (ﬁ) <0.001 (uansett hva g, matte vere)? Kommentér resultatet.

(I) Under har vi listet opp to datasett, X1,..., X190 (uavhengige vektorer generert fra fordelingen for
X)og Yiq,..., Y0 (uavhengige vektorer generert fra den betingede fordelingen for X gitt
begivenheten {d < § < n-c}). Beregn med utgangspunkt i disse to datasettene henholdsvis h og
h. [Svar: h =09 og h = 0.969]

X = (1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1)
.¢) = ©,1,1,10,1,1,1,1,1,1,1,0)
X3 = (1,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,0,1)
Xy = (1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1)
X5 = ©,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
X6 = (1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1)
X7 = ©,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1)
X3 = (1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1)
X9 = (1,1,1,10,1,1,1,0,1,1,1,1)
X0 = (1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0)
Y| = ©,1,1,10,1,1,1,1,0,1,1,1)
Y, = 0,10,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1)
Y3 = (1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1)
Y4 = (1,10,1,1,1,0,0,1,1,1,0,1)
Y5 = 0,1,0,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1)
Y6 = (1,0,1,10,1,0,1,0,1,1,1,1)
Y7 = (1,1,1,10,1,1,1,1,0,1,0,1)
Yg = (1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1)
Yo = (1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1)
Yio = 0,00,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0)

(m) Beskriv til slutt kort hvordan du ville ga fram dersom du skulle beregne / eksakt for nettverks-
systemet over. [Det er ikke meningen at du skal utfgre beregningen i detalj. Det er tilstrekkelig a gi
en overordnet beskrivelse av metoden. |

Oppgave 2
La (C, ¢) vare et ikke-trivielt binart monotont system av n komponenter, og anta at ingen av kom-

ponentene er i serie eller parallell med resten av systemet. Vi antar at alle komponentene er sto-
kastisk uavhengige og at alle har samme palitelighet p. Péliteligheten til systemet kan da uttrykkes
som h = h(p).

(a) Vis at under de nevnte forutsetninger sa eksisterer det en po&(0, 1) som er slik at i(pg) = po.

[Hint: Vis fgrst at under de nevnte forutsetninger sa er den deriverte av 4 lik O for p lik 0 og 1.]

Du kan i det etterfglgende betrakte fglgende resultat som kjent:
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(23) h“(p) <h(p®). YO<p<l, og YO<a<l.

(b) Vis at dersom pg er som nevnt i punkt (a), sa holder fglgende to ulikheter:
(24) h(p) < p dersom p&(0, po)
(25) h(p) > p dersom p&( po, 1)

(c) Hvilken praktisk nytte kan vi ha av resultatene i (a) og (b)?

Oppgave 3

(a) Hva vil det si at stokastiske variable, T7,..., T}, er assosierte?

(b) Vis at hvis T1,..., T;, er assosierte, og f1,...,fm er ikke-avtagende funksjoner av T1,..., Ty, sa er

ogsa f1(T1,..., Tp),. .., fm(T1,..., T) assosierte.

SLUTT
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