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Forord

Den direkte foranledningen til utgivelsen av dette kompendiet er at et nytt grunnemne i
matematisk statistikk, innfgring i palitelighetsanalyse, ble opprettet ved Universitetet i
Oslo hgsten 1981. Hensikten med emnet er fgrst og fremst & gi det sannsynlighetsteoretiske
grunnlag for & beregne péaliteligheten til et system, dvs. sannsynligheten for at systemet
funksjonerer, nar palitelighetene til enkeltkomponentene systemet bestar av er kjent. Som
motiverende eksempler pa interessante systemer kan nevnes kjernekraftverk og oljerigger.
Det skulle her vere tilstrekkelig & minne om ulykkene i kjernekraftverkene pa Three
Mile Island i 1979 og i Tsjernobyl i 1986, nestenulykken i Barsebackverket i 1992, og
katastrofene i Nordsjgen med oljeriggene Alexander Kielland i 1980 og Piper Alpha i
1988, for & forstd viktigheten av at det bade gis undervisning i palitelighetsanalyse og at
det drives forskning pa dette omradet.

Opprettelsen av dette emnet er en del av utbyggingen av teknologisk orienterte studieveier
ved Universitetet 1 Oslo, og ble gjort mulig ved at Stortinget varen 1981 ekstraordineert
bevilget en amanuensisstilling. Betydningen av fagomradet ble understreket ved at Stor-
tinget fulgte opp med & bevilge et professorat fra 1. juli 1985. Emnet er en innledning til
avanserte studier, men er ogsé passende som stgttekurs i andre fagkretser og som videre-
og etterutdanning for realister og ingenigrer.

I Stortingsmelding nr. 89 1979-80, om hgyere teknisk utdanning i Norge, sies det innled-
ningsvis: “Det er av stor betydning & forsta ikke bare tekniske innretninger, systemer
og prosesser alene, men ogsa deres virkninger pa natur, mennesker og samfunn. Hagre
teknisk utdanning vil derfor & sin innretning bestemt av behovet for slik innsikt.” Disse
tanker er realisert i det nye emnet ved at en viktig del av dette er & se palitelighetsanalyse
i et samfunnsmessig perspektiv. Pensum her er fgrste halvdel “Risikoanalyse og samfunn”
av boken Natvig (1987).

Mye av stoffet i dette kompendiet baserer seg pa de to ferste kapitlene i “klassikeren”
pa omradet Barlow og Proschan (1975a). Vi vil i tillegg forsgke & krydre det mer klas-
siske stoffet med noen nyere synspunkter og forskningsresultater. Lzrebgker av norske
forfattere pa dette omradet er Aven (1994) og Hpyland og Rausand (1994).

Et kapittel i dette kompendiet behandler Bayesianske statistiske metoder i palitelighets-
analyse. Hensikten med slike metoder er & utnytte subjektive erfaringer, f.eks. hos in-
genigrene, pa en formell mate. Utarbeidelsen av dette materialet var ogsa en del av
prosjektet “Feildatainformasjon ved Bayesiansk statistikk” under et fellesnordisk forskn-
ingsprogram TEROTEKNOLOGI. Dette programmet hadde til hensikt & oppna bedre
palitelighet og reduserte vedlikeholdskostnader for industrielt utstyr. Jeg er sveert takknem-
lig for den gkonomiske stgtte Nordisk Industrifond og NTNF ga til dette prosjektet.



Emnet, innfgring i palitelighetsanalyse, som na har betegnelsen ST 105, er gitt ved Univer-
sitetet i Oslo hvert ar siden 1981 med undertegnete som foreleser og med fgrsteamanuensis
Arne Bang Huseby som en svert dyktig medhjelper i de fleste av disse drene. Deler av
stoffet i dette kompendiet er utarbeidet av ham hvilket jeg selvsagt er sveert takknemlig
for. I tillegg vil jeg takke vitenskapelig assistent Thore Egeland for & ha lest ngye gjennom
manuskriptet og kommet med verdifulle kommentarer. Endelig gar en stor takk til Tove
Lieberg for glimrende arbeid med tekstbehandlingen av kompendiet.

August 1989
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Kapittel 1

Palitelighetsanalyse i atomalderen

For vi stuper inn i en verden av matematiske symboler bgr vi ta oss tid til noen motiv-
erende betraktninger. Disse er i stor grad hentet fra Natvig (1987). La oss fgrst sla fast
at med paliteligheten til et system menes sannsynligheten for at systemet funksjonerer et-
ter intensjonene. Som eksempler pa systemer kan nevnes kjernekraftverk, oljerigger samt
utskytningsanlegg og varslingssystemer for kjernefysiske vapen. Dette siste eksemplet
kommenteres kort ved slutten av kapitlet. I palitelighetsanalyse studeres sammenhengen
mellom systemets palitelighet og palitelighetene av systemets komponenter. Et prob-
lem med dagens sikkerhetsanalyser av teknologiske systemer er at de ofte baserer seg pa
foreldete palitelighetsanalytiske metoder. Formalet med dette kompendiet er da ogsa & gi
et innblikk i moderne palitelighetsanalyse.

1.1 Kom Tsjernobyl-ulykken totalt uventet?

Kjernekraftutvalget avga sin innstilling til Olje- og energidepartementet i oktober 1978.
Utvalget hevdet at:

“Risikoen for skade etter en kjernekraftulykke vil ligge et sted mellom risikoen
for henholdsvis dambrudd og meteornedslag.”

Innstillingen ble sendt til hgring til en lang rekke institusjoner, bl.a. til Det matematisk-
naturvitenskapelige fakultet, Universitetet i Oslo. 29. mars 1979 behandlet fakultetsradet
saken og vedtok enstemmig en innstilling fra et sakkyndig utvalg. Her heter det:

“Kjernekraftutvalget har basert sin risikostudie pa den amerikanske risiko-
studie WASH-1400 (Rasmussen-rapporten). Mot denne studien er det fram-
satt sterk kritikk.”

“Fra fakultetets fagstatistikere hevdes det at de innsigelser mot WASH-1400
som bl.a. er framkommet i “Lewis-rapporten” og i en svensk studie, er av en
slik karakter at en person med god kompetanse i sannsynlighetsteori og statis-
tikk kunne ha pavist det samme. Det kan derfor synes som om Kjernekraftut-
valget ikke har benyttet fullgod statistisk ekspertise.”
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“Videre star det strid om de metoder som er benyttet for a ta hensyn til
komponenters avhengighet av hverandre. Fordi systemet dessuten er seerdeles
komplekst og det ikke foreligger nok data, vil derfor de numeriske verdier i
WASH-1400 matte tillegges mindre verdi.

Konklusjonen mé bli at med korrekt bruk av sannsynlighetsteori og statistikk
vil det konfidensintervallet som risikoen kan oppgis innenfor pa bakgrunn av
dagens data, ganske sikkert spenne over verdier fra det helt akseptable til
det fullstendig uakseptable. Et mer presist intervallanslag for risikoen er bare
mulig med et bedret datagrunnlag.”

Samme dag som fakultetsradet behandlet saken, kom de fgrste meldingene om Three
Mile Island ulykken. Delvis ogsa pa grunn av denne stilte norske politikere seg skeptisk
til kjernekraft allerede da. Falgelig kom ikke Tsjernobyl-ulykken totalt uventet.

Jukka Laaksonen, finsk senter for straling og kjernekraftverksikkerhet, har sagt fglgende
om Tsjernobyl-ulykken:

“Den farlige tilstanden i reaktoren ble frembrakt av operatgrer som ikke hadde
tilstrekkelig kunnskaper i reaktorfysikk og som med vilje brgt minst 6 viktige
operasjonsregler. 4 av disse var slik at uten brudd pa denne ene regelen, ville
ulykken veert unngatt. Det som utlgste ulykken var en test av en generator.
Ulykken var av en slik art at den umulig kunne veert forutsett av en risiko-
analyse. De begivenheter som inngar i slike sikkerhetsanalyser av kjernekraft
er blitt standardisert for 15 ar siden!”

Det Tsjernobyl-ulykken gjorde var bl.a. a sette spprsmalstegn ved sikkerhetsanalyser av
store teknologiske systemer.

1.2 Palitelighetsanalyse anvendt pa store teknologiske
systemer

Ved anvendelse av palitelighetsanalyse pa slike systemer star en overfor fglgende proble-
mer:

i) Mangel pa kunnskap om hvordan systemet og dets komponenter funksjonerer
ii) Mangel pa data
iii) Mangel pa kunnskap om paliteligheten av de menneskelige komponenter
iv) Mangel pa kunnskap om kvaliteten av datamaskinprogrammene
v) Mangel pa kunnskap om avhengighetene mellom komponentene.

Dette gjgr at det er vanskelig eller umulig & gi noen gode anslag pa sannsynligheten for
stgrre ulykker for slike systemer. A bruke risiko- og palitelighetsanalyser til & gi rygg-
dekning for politiske avgjgrelser om kontroversielle teknologiske systemer, er derfor ofte



hgyst tvilsomt. Hvis imidlertid den politiske avgjgrelsen er tatt, kan disse disiplinene
bidra helt vesentlig til & forbedre systemenes palitelighet. Dette er nettopp tilfellet for
norsk offshore-virksomhet og svensk kjernekraftindustri.

Vi trenger da mal for den relative betydning av hver komponent for systempaliteligheten.
De amerikanske professorene Barlow og Proschan foreslo i 1975 at den komponent som
har stgrst sannsynlighet for & gi systemet “dadsstgtet”, er viktigst. Vi har siden dette
utviklet en teori som underbygger noe annet. Den komponent, som ved & feile bidrar mest
til & redusere den forventede gjenveerende levetid for systemet, er viktigst. Slike mal vil
bli diskutert neermere i Kapittel 3.

Tsjernobyl-ulykken ga data som en manglet, men som enkelte fryktet. Hva slags teori har
en sa for & utnytte slike data i fremtidige risikoanalyser? Det som er karakteristisk for
teorien her, er at en gnsker & utnytte data bade for systemets komponenter og for systemet
selv. Videre vil en pga. manglende data vaere helt avhengig av & kunne utnytte skjgnn og
erfaringer fra ingenigrer om de teknologiske komponenter, og fra psykologer og sosiologer
om de menneskelige komponenter. Dette leder til at en ma basere seg pa en statistisk
metodelzere som ogsa naturlig utnytter subjektive sannsynligheter. En slik metodeleere
kalles Bayesiansk etter den engelske presten og sannsynlighetsteoretikeren Thomas Bayes
som dgde i 1761.

En starter da ut med fagfolkenes skjgnn og erfaringer om palitelighetene til komponen-
tene. Disse oppdateres sa ut fra eksperimenter og ulykkesstatistikk for komponentene. Ut
fra informasjon pa komponentniva utledes deretter anslag pa systempaliteligheten. Disse
anslag modifiseres ut fra skjgnn og erfaringer pa systemniva. Endelig foretas en oppdater-
ing av systempaliteligheten ut fra ulykkesstatistikk pa systemniva. Ulykkesdata fra f.eks.
Tsjernobyl-ulykken utnyttes derfor bade pa komponent- og systemniva. Teori pa dette
omradet er utviklet ved Universitetet i Oslo. Denne vil vi se neermere pa i Kapittel 4.

I magasinet Nature var det en artikkel 29. mai 1986 om en nestenulykke ved en fransk
kjernefysisk reaktor i Le Bugey. Denne skjedde 14. april 1984. I fokus var et ngdbatteri
som skulle gi 48 volts spenning over en av kontrollkretsene til reaktoren. I stedet for at
spenningen falt momentant til null ved feil, slik det antas i dagens risikoanalyser, falt den
sakte ned til 30 volt over en tretimers periode. Dette ledet til at reaktoren koblet seg
av leveringsnettverket, men fortsatte med full kraftproduksjon. Da sa ngdkjglingen av
reaktorkjernen holdt pa & svikte, var en neer en katastrofe. Nature skriver at “dette viser
at risikoanalyser ikke bare ma ta i betraktning et ja eller nei, funksjons- eller feiltilstand,
for hver komponent i reaktoren, men ogsa muligheten for redusert funksjon.”

Barlow og Proschan initierte i 1978 oppbyggingen av en palitelighetsteori der kompo-
nenter og system nettopp beskrives mer nyansert enn ved bare funksjons- og feiltilstand.
Gjennom attiarene har Universitetet i Oslo statt helt sentralt i videreutviklingen av denne
teorien. En har ogsa pavist hvordan slik teori kan anvendes pa kraftforsyningssystemer og
rgrledningsnettverk offshore. Slik teori blir her presentert pa hovedfagsniva, og vil bare
sa vidt bli bergrt i dette kompendiet i det andre case-studiet i Kapittel 5.



Et viktig felt som bare bergres i dette kompendiet, er konstruksjonspalitelighet. Dette fel-
tet omfatter palitelighet av konstruksjoner som broer og offshore installasjoner. Miljgbelast-
ningene som konstruksjonen utsettes for beskrives ved en stokastisk prosess. Stoffet i dette
kompendiet er viktig bakgrunnsstoff for dette feltet.

En kan kanskje fa inntrykk av at palitelighetsteorien pa sikt vil lgse alle sikkerhetsproble-
mer knyttet til store teknologiske systemer. I Natvig (1987) ser en neermere pa sannsyn-
ligheten for kjernefysisk krig ved uhell. Her argumenteres det sterkt for at dette problemet
ikke har noen ren teknologisk lgsning. Det fins bare en politisk vei 4 ga.



Kapittel 2
Deterministisk systemanalyse

Vi skal i dette kapitlet bare se pa den strukturelle sammenheng mellom komponenter og
system, dvs. vi skal foreta en deterministisk systemanalyse. Det er ngdvendig & bruke
litt tid p& dette fordi mange begreper og en del notasjon innfgres. I Kapittel 3 trekker
vi s& inn paliteligheten av komponenter og system, dvs. vi gjennomfgrer en stokastisk
(sannsynlighetsteoretisk) systemanalyse. I begge tilfeller betraktes fgrst systemet pa et
bestemt tidspunkt. Vi skal imidlertid ogsa se pa dynamiske modeller der utviklingen over
tid trekkes inn.

2.1 Systemer av komponenter

Vi skiller her bare mellom to tilstander bade for systemet og for hver enkelt komponent,
en funksjonerende og en ikke-funksjonerende, pa det bestemte tidspunkt vi betrakter. La
(i=1,---,n)
L= { 1 hvis i-te komponent funksjonerer
’ 0 ellers.

Tilsvarende la )
b= { 1 hvis systemet funksjonerer

0 ellers.
z; og ¢ kalles binere variable.

Anta sé at systemets tilstand er entydig bestemt ved komponentenes tilstander, dvs.
¢ = (b(i) der z = (le’ R axn)-

#(+) kalles strukturfunksjonen til systemet. Antall komponenter, n, 1 systemet kalles
systemets orden.

Eks. 2.1.1
1 2 3 ... n
\J / U
Figur 2.1.1
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En seriestruktur funksjonerer hvis og bare hvis (hviss) alle komponentene funksjonerer,
dvs.

n

p(z) =139+ Ty =i=H1:vi = min z;.

Notasjon 2.1.1

n n

]:Ilaizl—l:[(l—ai)

a1Ha2: 1-— (1—a1)(1~a2)

for 0 <a; <1,i=1,---,n. [] kalles ip-operatoren (pi snudd om).

Eks. 2.1.2

Ov Or

n
)
J

Figur 2.1.2

En parallellstruktur funksjonerer hviss minst en av komponentene funksjonerer, dvs.

¢(z) = max x; = 1—H(1~xi) :Hxi

lsisn i=1 i=1

Eks. 2.1.3
En k-av-n struktur funksjonerer hviss minst k av de n komponentene funksjonerer, dvs.

0 ellers

Legg merke til at en n-av-n struktur rett og slett er en seriestruktur og at en l-av-n
struktur er en parallellstruktur.

Eks. 2.1.4
Betrakt stereoanlegget i Figur 2.1.3
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Forsterker
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\ —
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0 e
A N
Platespiller Hoyttalex
Figur 2.1.3

Systemet funksjonerer hvis vi er i stand til & fa frem “musikk” i en eller annen form.

Fglgelig har vi
o(z) = (z1 [T z2)za(za [T 25)

Notasjon 2.1.2

(11’2) == (3:17 s, L1, luxi+17 T 7337‘1.)
(01>£> = (1:17 T ami—-la0>$i+la e 7:177’7,)
('i)&) = (J;l) oy Ti—1y s Tyl 73:77,)

Lemma 2.1.1
For enhver strukturfunksjon av n-te orden har vi:

o(z) = zip(li, ) + (1 — 2:)¢(05,2)  i=1,---,n (2.1.1)
s)= 3 [Ia%(— ) "6 (212)
ye{0,1}m i=1

Her er 0° = 1. (2.1.1) som er fundamental, gir oss muligheten til & uttrykke en struktur-
funksjon av n-te orden ved hjelp av to strukturfunksjoner av orden n — 1. Dette kalles
pivotdekomposisjon. (2.1.2) fremkommer ved gjentatt bruk av (2.1.1). Legg merke til at
for i fast far vi faktoren z; hvis ; = 1, mens den blir (1 — z;) hvis y; = 0.

Definisjon 2.1.2
Gitt en strukturfunksjon, ¢, sa defineres den duale strukturfunksjon, #P, av den duale
komponentvektor, P, ved

der

&D:(IZT?,"',QZE):(1—I1,~'~,1—$n)=l—£.

Det en kort sagt gjgr her er & se pa systemet fra sabotgrsynspunkt. Dette er nyttig f.eks.
ved analyse av reléstrukturer som har to primeroppgaver. De skal bade kunne lukke seg
og apne seg pd kommando. Dette er nettopp duale oppgaver som analyseres henholdsvis
ved en passende ¢ og ¢P. Det er ikke sa vanskelig & vise at den duale struktur til en k-av-n
struktur er en (n — k + 1)-av-n struktur. Spesielt er dermed serie- og parallellstrukturen
duale.



Ovelser

2.1.1 Bruk at z? = z;,4 = 1,2, 3, til & vise at for en 2-av-3 struktur har vi:

d(z) = z132 [[zrzs [ 2ows

= I1Tox3 + 5615132(1 — 333) + 5171333(1 — 1'2) + $21’3(1 — ZEl)

.2 Bevis Lemma 2.1.1.

2.1
2.1.3 Vis at den duale struktur til en k-av-n struktur er en (n — k + 1)-av-n struktur.

2.2 Koherente og monotone systemer

I et system burde alle komponenter i en viss forstand ha en positiv funksjon. Dette leder
til:

Definisjon 2.2.1
i-te komponent er relevant for strukturen ¢ hviss ¢ ikke er en konstant funksjon av z;,

dvs. at
1=¢(l;,z) > ¢(0;,z) =0 for minst en (-, z).

Hvis ikke, er i-te komponent irrelevant for strukturen.

I tillegg vil det veere naturlig at reparasjon av en komponent ikke gjgr systemet darligere.
Dermed har vi:

Definisjon 2.2.2
Et system av komponenter sies a veere koherent hviss

i) ¢(z) er en ikke-avtagende funksjon av z;, ¢ = 1,---,n
ii) Alle komponenter er relevante.

Ved fgrste gyekast kan det synes som om alle systemer vi mgter i praksis er koherente.
Dette er ikke riktig. Krav i) er f.eks. ofte ikke tilfredsstilt hvis det er uklart hva som
svarer til funksjonstilstanden for noen av komponentene. Betrakt f.eks. et kjglergr og la:

= { 1 hvis det renner vann fra hgyre i rgret
' 0 ellers

— { 1 hvis det renner vann fra venstre i rgret
5 =

0 ellers
/1 hvis det renner vann i rgret
o(z) =
0 ellers

Vi har da:
¢(z) = z1(1 — x2) + 72(1 — 21),

som ikke tilfredsstiller krav i).



Som eksempel pé en irrelevant komponent betrakt den delen av en stor maskin som er
illustrert i Figur 2.2.1.

Kondensator

O
J

Elektrisk enhet

Figur 2.2.1

Kondensatorens oppgave er & forhindre at den elektriske enheten blir gdelagt av hgye
spenninger. Som komponent betraktet, er kondensatoren irrelevant. Men selv om den
er irrelevant, kan den veere sveert viktig idet den kan forlenge levetiden til enheten og
folgelig levetiden til hele maskinen. Det bgr tilfgyes at problemet kan omgas ved & la den
elektriske enheten og kondensatoren sammen utgjgre en komponent.

Ofte trenger vi ikke & kreve at alle komponentene er relevante for & utlede interessante

resultater. Dette leder til:

Definisjon 2.2.3
Et system av komponenter sies & veere monotont hviss

i) ¢(z) er en ikke-avtagende funksjon av z;, i =1,---,n

i) (0) =0, ¢(1) =
Krav ii) sikrer at vi ikke har et helt trivielt system. Det kan vises at hvis i) holder, sa er
ii) ekvivalent med at systemet har minst en relevant komponent. Dermed gjelder:
Teorem 2.2.4

Ethvert koherent system er monotont.

Det fins i alt atte forskjellige koherente systemer av orden til og med tre, hvis en ser bort
fra permutasjoner i selve nummereringen av komponentene. Disse er

¢(z) =1 P(z) = 71" T2 $(z) = 1 [ z2
d(z) =21 -T2 23 d(z) =z [z 173
¢(z) = 71 (wzﬂl’s) d(z) = 21 [1(w2 - 73)

o(z) = sz [ 2173 [ T223

Hvis vi trenger & spesifisere den spesielle mengden, C, av komponenter som inngar i et
system, betegnes dette som (C, ¢).

Notasjon 2.2.1
Betrakt en delmengde A av C. 2= vektoren med komponenter, z;, t€A.

Vi kan lett vise folgende resultat.



Teorem 2.2.5
La (C,¢) veere et monotont system med mengde av irrelevante komponenter A. Da er
(C — A, ¢(14,-)) et koherent system.

Fglgende resultat sier at i klassen av monotone systemer er parallellsystemet “det beste”

og seriesystemet “det darligste”.

Teorem 2.2.6
La ¢ veere et monotont system. Da er:

Beuis:
Hvis H z; = 0, er venstre ulikhet triviell. Hvis pa den annen side H z; =1, maz=1,

slik at gb( ) =¢(1) = 1 pga. ii) i Definisjon 2.2.3. Tilsvarende bev1ses hgyre ulikhet.
La oss na innfgre fglgende notasjon:
1H_y = (21 HyszHyQa s 7anyn>
z-y=(T1 Y, %2 Yo, T Yn),
svarende til henholdsvis komponentvis parallell - og seriekobling av vektorene z og y. Vi

har na:

Teorem 2.2.7
La ¢ veere et monotont system. Da er:

i) ¢(z1ly) > é(z) 1 4(y)
i) ¢(z-y) < (z) - o(y)

Anta i tillegg at ¢ er et koherent system. Likhet holder da i i) (ii)) for alle z og y hviss
vi har en parallellstruktur (seriestruktur).

i) sier at komponentvis parallellkobling gir “bedre” resultat enn systemvis parallellkobling.
ii) sier at det motsatte gjelder for seriekobling. Teoremet er en matematisk presisering av
noe som lenge har veert benyttet av sikkerhetsingenigrer.

Beuwis:

Siden ¢ er ikke-avtagende og z; [{y; > x; for i =1, n, fglger det at
o(z]y) > é(z)

Tilsvarende innsees at
o]y = o)



Dermed folger
¢z ]Ty) > max{g(z). o(y)} = ¢(z) [T o(»)

og i) er bevist. ii) bevises helt analogt.
Anta na at ¢ er en parallellstruktur. Da har vi for alle z og y at

sly) = Iy = max{max(z;, y)}
i=1
= max{maxxz,lrgagcyl} o(z Hgb

Anta omvendt at

o(z[ly) = o(z) [[o(y)  foralle z ogy.

Siden vi na har antatt at ¢ er et koherent system og dermed at alle komponentene er
relevante, fglger det for vilkarligi=1,---,n at

é(li,z) =1, ¢(0;,z) =0 for minst en (-, ).

Dermed har vi for denne (-;, z) at

1 = ¢(1i’£) =¢((1,,Q) H(Oz,QZ_))
= ¢(1;,0) [T ¢(0s, z) = ¢(1;,0) [TO
= ¢(1,,0).

Fglgelig har vi siden ¢(0) = 0, at
¢((ﬂ7i)i,Q)=$i z; =0,1; 1=1,---,n.
Dermed er for alle z

¢(£) = ¢(((z1)170 H $2 27 H H ‘T'n n7
= ¢((z1)1,0 H¢ T2)2,0 H H¢ Tn)n, 0

= xlﬂwgﬂ---ﬂxn=izﬂl$i>

og ¢ er et parallellsystem. Den andre ekvivalensen bevises helt analogt.

Dvelser

2.2.1 Bevis at en strukturfunksjon, ¢, er ikke-avtagende hviss ¢(1;,z) og ¢(0;,z) begge
er ikke-avtagende og at ¢(1;,z) > ¢(0;, z) for alle (;, z).

2.2.2 Bevis at den duale struktur til en monoton struktur selv er monoton.

2.2.3 Bevis at hvis krav i) i Definisjon 2.2.3 holder, sa er ii) ekvivalent med at systemet

har minst en relevant komponent.
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2.2.4 Hvorfor er ikke det koherente systemet
¢(z) = 1179 H T1T3

listet opp blant de atte forskjellige koherente systemer av orden til og med tre?
2.2.5 Bevis Teorem 2.2.5.

2.3 Representasjon av monotone systemer ved stier
og kutt

Notasjon 2.3.1
y <z betyr at y; < z; fori=1,---,n og y; < z; for minst en 7.

Notasjon 2.3.2
Mengden av komponenter C' = {1,2,---,n} kan deles i to delmengder

Colz) = {i 2 =0}, Ciz)={i:z=1}

Definisjon 2.3.1

La ¢ veere et monotont system. En vektor z er en stivektor hviss ¢(x) = 1. Den tilsvarende
stimengde er Ci(z). En minimal stivektor er en stivektor, z, slik at y < z medfgrer at
¢(y) = 0. Den tilsvarende minimale stimengde er Ci(z). En vektor z er en kuttvektor
hviss ¢(z) = 0. Den tilsvarende kuttmengde er Co(z). En minimal kuttvektor er en
kuttvektor, z, slik at y > z medfgrer at ¢(y) = 1. Den tilsvarende minimale kuttmengde
er Co(z).

En minimal stimengde er fglgelig en minimal mengde komponenter som sikrer at systemet
funksjonerer hvis disse funksjonerer. Tilsvarende er en minimal kuttmengde en minimal
mengde komponenter som sikrer at systemet saboteres hvis disse saboteres.

Eks. 2.3.1
Betrakt brostrukturen illustrert i Figur 2.3.1

ZI
W7

Figur 2.3.1

Det er lett & se at de minimale stimengdene er:

P ={1,4}, P,={2,5}, Py={1,3,5}), Pi=1{2,3,4},

12



mens de minimale kuttmengdene er:

Kl = {172}7 KQ = {4a 5}’ K3 = {17375}a K4 = {27374}

Til j-te minimale stimengde, P;, i et monotont system kan vi tilordne fglgende minimale
stiseriestruktur

pj(ﬁpj): Ha:ia ]21’729
ieP;

Vi innser da at:

o(z) = ]:Ilpj@f’j) 1= (231)

j=1i€P;

Dvs. at ¢ kan representeres som en parallellstruktur av de minimale stiseriestrukturer.
Brostrukturen i Eks. 2.3.1 kan derfor representeres som i Figur 2.3.2:

1 4
O O
s A
2 5
O )
W/ \J
1 3 5
_C ot N
\J A4
2 3 4
) O O
A A A
Figur 2.3.2

Tilsvarende kan en til j-te minimale kuttmengde, K, i et monotont system tilordne
fglgende minimale kuttparallellstruktur

Vi innser da at

¢(z) = H k(™) = H H ;. (2.3.2)

¢ er dermed representert som en seriestruktur av de minimale kuttparallellstrukturene.
Brostrukturen i Eks. 2.3.1 kan derfor representeres som i Figur 2.3.3:

323

Figur 2.3.3

En informasjonsteknologisk utfordring i palitelighetsanalyse er & utvikle raske algoritmer
til & finne et systems minimale stier og kutt.
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Det er lett a vise fglgende resultater:

Teorem 2.3.2
Betrakt en monoton strukturfunksjon ¢ med dual strukturfunksjon #P. Da har vi:

i) z er en stivektor (kuttvektor) for ¢ hviss 2P er en kuttvektor (stivektor) for ¢P.
ii) En minimal stimengde (kuttmengde) for ¢ er en minimal kuttmengde (stimengde)

for ¢P.

La oss na gjore et lite sidesprang til den dynamiske, deterministiske systemanalyse. Vi
lar da systemet og dets komponenter operere i tid til de feiler. Ingen reparasjon foretas.
La(i=1,---,n)

tid til feil oppstar hos i-te komponent

(tla e atn)
T4(t) = tid til feil oppstar i systemet .

t; =
t=

Vi har da fglgende teorem.

Teorem 2.3.3
For et monotont system ¢ med minimale stimengder Py, - - -, P, og minimale kuttmengder
Ky, -+, Ky har vi
1o, it
76(t) = { min max t;
1<j<k ieK;

Beuwis:

Systemets levetid er lik levetiden til den minimale stiseriestrukturen som lever lengst.
Dennes levetid er igjen lik levetiden til den komponent i strukturen som lever kortest.
Derav fglger den forste likheten. Tilsvarende bevises den andre.

Teorem 2.3.3 viser at definisjonsomrade og verdiomrade for en monoton strukturfunksjon
&, representert ved (2.3.1) og (2.3.2), pa en meningsfylt mate kan utvides fra {0,1} til
[0, 00).

Dvelser

2.3.1 Finn alle sti- og kuttvektorene til brostrukturen i Eks. 2.3.1.
2.3.2 Finn representasjonene ved de minimale stimengder og ved de minimale kuttmengder

for fglgende monotone strukturer
a) 2-av-3 systemet

b) 3-av-4 systemet

c) Seriesystemet av 3 komponenter

d) Parallellsystemet av 4 komponenter
2.3.3 Bevis Teorem 2.3.2
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2.3.4 Betrakt en koherent struktur (C, ¢) med minimale stimengder Py, ---, P, og mini-
male kuttmengder Ky,---, Kj. Vis at

p k
Upr=C=UK
=1 j=1

2.3.5 Betrakt en monoton struktur ¢ med minimale stimengder P, ---, P, og minimale
kuttmengder K7, - - -, Kj og la f veere en ikke-negativ funksjon definert over heltal-
lene {1,---,n}. Vis at

min, max f(i) = max min f (0

2.4 Strukturell betydning av de enkelte komponenter

Hvis man betrakter strukturfunksjonen til et monotont system, er det klart at ikke alle
komponenter er like viktige for & sikre at systemet funksjonerer. En komponent i serie
med resten av systemet mé f.eks. veere viktigere enn en som er i parallell med resten av
systemet. Vi trenger forst folgende definisjon.

Definisjon 2.4.1
Betrakt en vektor (-;,z) i et monotont system ¢ slik at

#(1;,z) = 1 og $(0;,z) = 0.

(1;, z) kalles da en kritisk stivektor for i-te komponent, mens (05, z) er en kritisk kuttvektor
for i-te komponent. Den tilsvarende kritiske stimengde er C1(1;,z) og den tilsvarende
kritiske kuttmengde Co(0;, ).

Legg merke til at (1;,z) ikke ngdvendigvis er en minimal stivektor og at (0;,z) ikke
ngdvendigvis er en minimal kuttvektor. Hvis i-te komponent er relevant, eksisterer det
minst en kritisk stivektor og en kritisk kuttvektor for ¢-te komponent. La na

('irz)
= totalt antall kritiske stivektorer for i-te komponent
= totalt antall kritiske stimengder for i-te komponent
= totalt antall kritiske kuttvektorer for i-te komponent
= totalt antall kritiske kuttmengder for i-te komponent

Folgende forslag til mal for den strukturelle betydning av en komponent ble gitt i Birn-
baum (1969).

Definisjon 2.4.2 ’
Birnbaum maélet for den strukturelle betydning, Jg), av i-te komponent til en monoton

struktur ¢ er gitt ved A
7§ = nati)/ 2!
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Legg merke til at dette er frekvensen av kombinasjoner av de gvrige komponenttilstander
der i-te komponents tilstand er kritisk for systemets tilstand. P& grunnlag av beregninger

av J g) i =1,---,n kan komponentene ordnes etter strukturell betydning.
Eks. 2.4.1

La ¢ veere en 2-av-3 struktur. Vi skal se pa den strukturelle betydning av 1.komponent.
De kritiske stivektorene for denne komponenten er (1,1,0) og (1,0,1). Fglgelig er

JG =2/2% 1 =1/2

Tilsvarende innsees at
I =79 =1/2.

At alle komponentene i en slik struktur har samme strukturelle betydning, fglger selviglge-
lig ogsa av symmetribetraktninger.

Eks. 2.4.2
La strukturfunksjonen til ¢ veere

¢(z) = z1(z2 [] 23).

Herav fglger at bare (1,0,0) kke er en kritisk stivektor for 1.komponent av de 4 mu-

lighetene. Fglgelig er
J$) =3/4

Tilsvarende er kun (1,1,0) en kritisk stivektor for 2.komponent. Dvs.
I =1/4=J.

Vi har da
Iy > 5 =75,

som en kunne vente.

Ovelser

2.4.1 Beregn J g) for komponentene i brostrukturen i Eks. 2.3.1.
2.4.2 La i-te komponent vere i serie med resten av en monoton struktur ¢, mens j-te

komponent ikke er det. Vis at vi da har

75 > 9.
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2.5 Moduler av monotone systemer

Ofte vil det veere hensiktsmessig & dele et monotont system opp i delsystemer som fgrst
analyseres hver for seg fgr en til slutt analyserer hvordan disse igjen er forbundet. Et slikt
delsystem vil vi kalle en modul. Betegn komplementmengden til en delmengde A av C
med A°. Vi har da fglgende, tilsynelatende noe kryptiske, definisjon:

Definisjon 2.5.1
Det monotone system (A, x) er en modul av det monotone system (C, ¢) hviss

Qb(—az) = w(X(zA%ﬁAc)’
der 1) er en monoton strukturfunksjon og A C C. Mengden A kalles en modulmengde til
(C,9).

Strukturfunksjonen x sammenkobler tilstandene til komponentene i modulmengden mens
1) sammenkobler modulens tilstand med de gvrige komponenttilstander. Vi kan betrakte
en modul som en “kjempekomponent”. Mer generelt defineres:

Definisjon 2.5.2
En moduler dekomposisjon av et monotont system (C,¢) er en mengde av moduler
{(Ai, x:)}5_; sammenkoblet av en monoton organisasjonsstruktur . Fglgende krav gjelder:

i=1

1) C = 'QlAi, der AzﬂAJ =g Z;éj
i) ¢(z) = Yxa(zh), -, x- ()]

Eks. 2.5.1

Figur 2.5.1
Her kan vi la A; = {1,2,3,4,5}, Ay = {6,7,8},

xi(z®) = zs[(z1 [[22) - (4 ][ 25)] + (1 — 3) (2124 ] | wos]

(som innsees ved & se pa tilfellene z3 =1 og z3 = 0),

x2(z*) = zg [[ z7 [ [ s,
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og endelig
(™), xa(z®)] = x1(z™) - xa(z™).

Ofte er det umulig pga. f.eks. avhengighetene mellom komponentene & beregne systemets
palitelighet eksakt. Vi skal komme tilbake til dette. Det beste en kan oppna er gvre og
nedre grenser for denne uttrykt ved systemets minimale sti- og kuttmengder og kompo-
nentpalitelighetene. Et tilleggsproblem for store, komplekse systemer kan veere at vi ikke
greier & finne alle disse minimale sti- og kuttmengdene selv med den best tilgjengelige al-
goritme og en Cray stormaskin. Ved & innfgre en passende modulaer dekomposisjon, kan vi
oppna to fordeler. For det fgrste oppnées forbedrete grenser for systempaliteligheten. For
det andre er disse basert pa de minimale sti- og kuttmengdene til modulene og organisa-
sjonsstrukturen. Siden disse systemene er langt mindre, finner vi kanskje disse mengdene
greit.

Dvelser
2.5.1 La (4, ) veere en modul til (C, #). Anta at x(zf') = 1 og x(z5) = 0. Vis at da er

oz, z) = (1%, z), ¢(z, z) = (0%, z)

2.5.2 Finn alle modulene for fplgende strukturfunksjon

¢(2) = (z1(z2 [ =) [1(zs [ ] 2s)-

2.5.3 Hvilke moduler har en k-av-n struktur med 1 < k < n? Begrunn svaret.
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Kapittel 3

Stokastisk systemanalyse

3.1 Paliteligheten til systemer

Vi forlater na den deterministiske systemanalyse og gar over til den tilsvarende stokastiske
(sannsynlighetsteoretiske) ved & innfgre som tilfeldige variable:

X; = i-te komponents tilstand, ¢+ =1,...,n,
#(X) = systemets tilstand, der X = (X7,..., X,,).

Dermed kan vi definere:

pi = P(X; = 1) = EX,; = paliteligheten til i-te komponent
h=P(¢p(X)=1)= E¢p(X) = paliteligheten til systemet.

Hvis spesielt X1, ..., X, er uavhengige, har vi:
h = h(p), der p = (p1,...,0n)-

h(-) kalles palitelighetsfunksjonen til systemet og kan oppfattes som generaliseringen av
strukturfunksjonen i den stokastiske analyse. Dette er vist i det fglgende teorem.

Teorem 3.1.1
Anta at komponentpalitelighetene er bingere, dvs. p;e{0,1},i=1,...,n. Da er:

h(p) = ¢(p)

Beuis:
Siden vi na (med sannsynlighet 1) er i den deterministiske situasjon, kan vi sette

T; = DPi, ’I::].,...,n

Dermed har vi:



Hvis X1,..., X, er avhengige, vil h ogsa avhenge av hvordan komponentene funksjonerer
simultant. Hvis en i dette tilfelle kun har informasjon om p, er en bare i stand til &
etablere gvre og nedre grenser for h. Det samme er riktig for ‘store, komplekse systemer,
ogsé nar komponenttilstandene er uavhengige, pga. regnetiden.

Det kan vaere verdt & sla fast her at en i palitelighetsanalyse for all del ikke ma tenke pa sys-
temene som rene teknologiske systemer. En kan bare minnes ulykkene i kjernekraftverkene
pa Three Mile Island i 1979 og i Tsjernobyl i 1986, samt enkelte av ulykkene pa norsk
kontinentalsokkel, for & overbevise seg om at systemer ofte har bade teknologiske og men-
neskelige komponenter. Frem til na har en gjerne konstruert systemer med sveert palitelige
teknologiske komponenter, mens de menneskelige komponenter som betjener disse ofte er
sveert upalitelige. Ved & benytte mindre sofistikerte teknologiske komponenter som kanskje
er noe mindre palitelige, men som kan betjenes av de menneskelige komponenter med hgy
palitelighet, kan det vaere mulig & oppna en vesentlig forbedring av systempaliteligheten.

La oss beregne systempéliteligheten av noen enkle systemer av uavhengige komponenter.

Eks. 3.1.1 Seriesystem
hp) = E]] Xi = [T EXi = ]I »:
i=1 i=1 i=1

Eks. 3.1.2 Parallellsystem

n

h(p) = E]_lei = E[l - 1:[(1 — X3)]

= 1- H(l—EXi) = ﬁEXi = ]n_[pi
Eks. 3.1.3 Brostruktur
h(]_?_) = E[Xg(Xl HXQ)(X4HX5) -+ (1 e Xg)(X1X4HX2X5)]
= ps(p1 [[p2)pa I ps) + (1 — p3)(p1pa [1p2p5)

Eks. 3.1.4 k-av-n system med p; =p, i =1,...,n.

Fglgende lemma generaliserer Lemma 2.1.1.

Lemma 3.1.2
For palitelighetsfunksjonen til et monotont system har vi:
h(p) = pih(Li,p) + (1 = pi)h(0i, p) (3.1.1)
hp)= > [lpf(—p) "¢(z) (3.1.2)
ze{0,1}m 1=1
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Beuis:
Ved bruk av betinget sannsynlighet har vi:

h(p) = P(¢(X) = 1) = P(X; = )P(¢(X) = 1|X; = 1)
+P(X; = 0)P(¢(X) = 1|X; = 0) = pih(Li,p) + (1 — pi)h(0s, p)

(3.1.2) kan vises ved gjentatt bruk av (3.1.1), men vises lettest direkte:

hp) = E¢(X)= Y o@)P(X=z)

ze{0,1}7

— Y [0 p) )

ze{0,1}n =1

(3.1.1) og (3.1.2) kan ogsa vises ved & erstatte z med X i Lemma 2.1.1 og sa ta forvent-
ningen pa begge sider av likhetstegnene.

Av (3.1.2) ser vi at h(p) er multilineeer, dvs. lineser i hver p;. Tilsvarende uttrykk
til (3.1.1) og (3.1.2) gjelder ogsd nar komponenttilstandene er avhengige. De kompo-
nentpalitelighetene som da inngar blir betingete paliteligheter gitt noen av de gvrige
komponenttilstandene. Slike uttrykk er f.eks. nyttige i konstruksjonspalitelighet der
komponentene svarer til hovedelementene i konstruksjonen.

Legg merke til at vi i neste teorem trenger & anta at vi har et koherent system.
Teorem 3.1.3

La h(p) veere palitelighetsfunksjonen til et koherent system. Da er h(p) strengt voksende
ihver p; hvisO<p, <1l,0=1,...,n.

Beuis:
Fra (3.1.1) har vi
oh
81(72) = h(Li,p) = h(0:, p) = Eo(1s, X) — E¢(0;, X)

= E[d)(li,_)i) - ¢(0i,i)] = Z [Gb(li,&) - Cf’(oi,ic_)]P(('i,X) = (z,z))

(~i7§)€{0,1}"_1

Siden ¢ er ikke-avtagende, er addendene over ikke-negative. Siden videre i-te komponent
er relevant, eksisterer det (-;, %) slik at

Men na er



fordi0 <p; <1,i=1,...,n. Dermed er

oh(p)
Op;

> 0,

og fplgelig h(p) strengt voksende i hver p;.
Fglgende teorem generaliserer Teorem 2.2.7 fra den deterministiske til den stokastiske

systemanalyse.

Teorem 3.1.4
La h(p) veere palitelighetsfunksjonen til et monotont system. Da er:

i) h(pllp') = h(p) LI A(p)
ii) h(p-p') < h(p) - h(p)

for alle p,p’. Anta i tillegg at ¢ er et koherent system. Likhet holder da i1i) (ii)) for alle
p,p hviss vi har en parallellstruktur (seriestruktur).

Husk her at f.eks.
BHB/ = (pl Hp/pr Hp/2a <o s Pn Hpiz%
der p; [1pl =1— (1 —p;)(1 — p}) og ikke max (p;, p;)!

Beuis:
Vi har, idet det er underforstatt i teoremet at X og Y er uavhengige, at:

hp]1p) - rp) [T 1)
= E¢p(X][Y) - E¢(X) [[ Eo(Y)
= E[¢p(X[]Y) — o(X) [T o(¥)]
= 3 3 b]ly 6@ ][[e@IPX =z)PY =y)

ze{0,1}™ ye{0,1}™

i) folger na umiddelbart av i) i Teorem 2.2.7. ii) bevises helt analogt. Legg merke til at
hvis0 <p; <1,0<pi <1 i=1,...,n,daer som i beviset for Teorem 3.1.3

PX=2)>0,PY=y) >0 foralle z,y.

Vi har da at likhet holder i i) for alle p,p’ (og da spesielt for alle p,p slik at 0 < p; <1,
0<pi<1l i=1,...,n) hviss

o(z[ly) —¢@) [[o(y) =0  foralle z,y

Den fgrste ekvivalensen fglger na av tilsvarende ekvivalens i Teorem 2.2.7. Den andre
ekvivalensen bevises helt analogt.
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Eks. 3.1.5
Betrakt fglgende struktur

o(z) = o1 [ (2 - 23)

av uavhengige komponenter med felles komponentpalitelighet p. Da er h(p) = p+p* —p®
og fra Teorem 3.1.4 har vi da for alle 0 <p <1

) [Trp) =1-01—-@+p*-p")
<h(p[]p)=2p-p"+ (20 -p°)* — 20— p*)°

Dvelser

3.1.1 Anta ¢1(z) < ¢o(z) for alle z. Vis at vi da har hi(p) < ho(p) for alle p.
Under hvilke forutsetninger er den siste ulikheten streng?

3.1.2 Anta hyi(p) < hy(p) for alle pslik at 0 <p; <1,i=1,...,n. Vis at vi da har

¢1(z) < ¢o(z) for alle z

3.2 Metoder til beregning av eksakt systempalitelig-
het for monotone systemer

A) Total tilstandsoppramsing

Som i beviset for Lemma 3.1.2 har vi

h=E¢(X)= > ¢@)P(X=z)

For det tilfellet at komponentene er uavhengige, far vi spesielt (3.1.2). Metoden er i
prinsippet sveert enkel, men antall ledd i summen, 2", vokser katastrofalt med gkende n.
Metoden er derfor lite egnet for store systemer. Den er ogsa lite egnet for tilfellet med
avhengige komponenter, siden en mé kjenne hele simultanfordelingen for X.

Metoden kan forbedres betraktelig ved at en ramser opp tilstandene i en intelligent rekke-
folge. Hvis vi f.eks. stgter pa en z; slik at ¢(zy) = 0, s& behgver vi ikke a ramse opp de
tilstandene der x < z, siden disse ikke bidrar til summen. Bemerk ogsa, siden ¢(0) = 0,
at vi maksimalt ma beregne 2" — 1 ledd.

B) Utmultipliseringsmetoden

Denne metoden bestar i a forst finne de minimale stimengdene (alternativt de mini-
male kuttmengdene) til systemet. La disse veere Py,..., P, (Ki,...,Ky). Vi tar sa
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utgangspunkt i formelen (2.3.1) ((2.3.2))

o =TI (o) =11 IT =)

j=1ieP; j=lieK;

Vi foretar s& en utmultiplisering idet vi benytter at z} = z;, ¢ = 1,...,n; 7= 1,2,....
Resultatet blir et uttrykk av formen

¢(z) = > 6(A) [[ =

ACC i€A

5(A) betegner koeffisienten i leddet svarende til komponentmengden A og kalles struk-
turens signerte dominasjonsfunksjon. Ved na & innfgre store X;-er 1 stedet for sma, samt
ta forventningen pa begge sider av likhetstegnet, far vi:

h=EpX)= > §(AHP([Xi=1) (3.2.1)

ACC i€A

For det tilfellet at komponentene er uavhengige, har vi:

hip) = > o(A) [ pi

ACC icA

Selv om vi her summerer over alle A C C, dvs. 2" mengder, vil summen ofte ikke inneholde

pé langt neer s mange ledd. Igjen mé vi maksimalt beregne 2" —1 ledd. En annen fordel i

forhold til total tilstandsoppramsing er at vi “bare” trenger informasjon om P([] X; = 1),
i€A

for alle A slik at §(A) # 0, i tilfellet med avhengige komponenter. Ulempene ved metoden
er at den ogsa involverer to andre tidkrevende operasjoner, nemlig 4 finne de minimale
stimengdene (kuttmengdene) samt selve utmultipliseringen. Begge disse operasjonene er
eksponensiell-tids operasjoner. Dette vil si at beregningstiden vil, uansett algoritme, 1
verste fall gke proporsjonalt med henholdsvis 2 og 2",

C) Faktoriseringsalgoritmen

Denne er faktisk allerede demonstrert i Eks. 3.1.3 der vi fant h(p) for brostrukturen. Vi
skal her gjgre to ikke strengt ngdvendige antagelser. For det fgrste antas komponentene a
veere uavhengige. Videre antas at systemet kan representeres som et urettet nettverksystem
(med to eller flere terminaler), eller som et k-av-n system. Algoritmen baserer seg pa
Lemma 3.1.2 samt pa fplgende mer eller mindre opplagte resultat.

Teorem 3.2.1
Lai,j e C,i# 7.

i) Dersom i og j er koblet i serie, vil h(p) bare avhenge av p; og p; via p; - p;. Folgelig
kan i og j erstattes av en enkelt komponent (modul) e med palitelighet p. = p; - p;
uten at systempaliteligheten endres. En slik reduksjon kalles en serie-reduksjon.
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ii) Dersom i og j er koblet i parallell, vil h(p) bare avhenge av p; og p; via p; []p;-
Folgelig kan i og j erstattes av en enkelt komponent (modul) e med palitelighet
Pe = p; + p;j — pip; uten at systempéliteligheten endres. En slik reduksjon kalles en
parallell-reduksjon.

Fellesbetegnelsen pa en serie- og parallell-reduksjon er s-p-reduksjon.

Definisjon 3.2.2

Vi sier at et system er s-p-reduserbart dersom det finnes komponenter i serie eller i parallell
i systemet. Hvis ikke, sies det & veere komplekst. Et system som kan s-p reduseres til én
enkelt komponent, kalles et s-p-system.

Dermed har vi:

Algoritme 3.2.3 (Faktoriseringsalgoritmen)
La (C, ¢) veere et monotont system, dvs. anta at minst en av komponentene er relevante.
h(p) beregnes da som fglger:

Skritt 1. Utfgr alle mulige s-p-reduksjoner.
La (C", ¢") betegne det reduserte systemet. Det er lett & innse at ogsa (C", ¢") har minst
en relevant komponent.

Skritt 2. Vi har na ett av to mulige tilfeller:

Tilfelle 1. (C", ¢") inneholder akkurat én relevant komponent med oppdatert pélitelighet
pe. Da er h(p) = pe.

Tilfelle 2. (C", ¢") inneholder flere relevante komponenter. Velg i sa fall en pivotkompo-
nent e € C", og beregn h(p) ved Lemma 3.1.2

h(pSr) = peh(le,p7) + (1 — pe)R(0c, p°7)
h(1e,p°") og h(0., p°) beregnes si ved gjentatt bruk av algoritmen.

Brostrukturen er et komplekst system. Vi valgte 3.komponent som pivotkomponent og sto
igien med 2 s-p-systemer. Generelt avhenger effektiviteten til faktoriseringsalgoritmen av
hvilken komponent man pivoterer med hensyn pa. Et dyptloddende resultat viser at en
bgr pivotere slik at begge understrukturene blir koherente. Dette er vist i Huseby (1984).
I verste fall reduserer denne metoden seg til total tilstandsoppramsing. I beste fall er den
uhyre slagkraftig.

D) Inklusjons-eksklusjonsmetoden

I likhet med utmultipliseringsmetoden har ogsa denne metoden den svakhet at vi fgrst
m4 finne de minimale stimengdene (alternativt de minimale kuttmengdene) til systemet.
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La disse veere Py, ..., B, (K, ..., Ky). Innfor sa begivenhetene (j =1,...,p) :
E; = {Alle komponenter i P; funksjonerer }
Vi har da: »
h=P(UE)
j=1
Denne sannsynligheten kan sa beregnes ved a bruke den generelle addisjonssetning. La

1< << <p

= > Pl 1 (X=1)

1<ig<-<1;<p SEP,;IU~~-UP1;].

Da er
h:

J

(—1)7's; (3.2.2)

P
For p = 2 har vi det velkjente
h = P(El) + P(Eg) - P(El N EQ)’
mens p = J gir
h = P(E,)+ P(Ey) + P(E3) — P(E1N Ey) — P(Ey N E3) — P(Es N E3) + P(E1 N Ey N E3)
For det tilfellet at komponentene er uavhengige, har vi:
p .
h(p) =2 (=171 > I o
j=1

1< << <p SGPil U~-~UPi].

Antall ledd i disse summene er ved binomialformelen
p P
Z(?) =3 <?>171p‘j—1= (14+1)P—-1=2"—1
=1\ =0 \J

Dette vokser igjen katastrofalt med gkende p slik at metoden er ubrukelig for store syste-
mer. Det kan imidlertid vises at (se Appendix 1):

h <5

h >S5, — S,

h <S;— S+ 53

h>S8,—Sy+S3—S54 osv., (3.2.3)

slik at vi kan oppna gvre og nedre grenser for systempaliteligheten. Selv om vi ikke
ngdvendigvis har at

S; > S; — Sy + S3 osv.
S1— S5, <5 — S5+ 83— 854 osv.,
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s& vil ved enkelte anvendelser de hgyere ordens leddene bli savidt sma at grensene raskt
blir gode.

Alternativt kunne vi innfgrt begivenhetene (j = 1,..., k):
F; = {Ingen av komponentene i K; funksjonerer},

og tatt utgangspunkt i at:
k
h=1-P(JF)
7=1
Dette gir ogsé en alternativ og supplerende mate til & beregne gvre og nedre grenser for

h. Det enkleste settet av grenser gir na:

1= P(F) <h< Y P(E)

For det tilfellet at komponentene er uavhengige, har vi spesielt:
k P
1= TT—=p) <hp) <> In (3.2.4)
j=lieK; j=1ieP;

Eks. 3.2.1
Betrakt brostrukturen i Eks. 2.3.1 av uavhengige komponenter med palitelighetsfunksjon
h(p) gitt i Eks. 3.1.3. Anta at alle de fem komponentene har palitelighet 0.9. Det er da

lett & regne seg frem til at (3.2.4) i dette tilfellet reduserer seg til
0.978 <0.97848 < 3.078

Vi ser alts at den nedre grensen i dette tilfellet er glimrende, mens den gvre grensen til og
med langt overskrider 1. Lar vi derimot de fem komponentene ha den duale palitelighet
0.1, fremstar det fullstendig duale resultat

—2.078 < 0.02152 < 0.022.

Vi skal nd se pa sammenhengen mellom utmultipliseringsmetoden og inklusjons-eksklu-
sjonsmetoden. Utmultipliseringsmetoden er basert pa formel (3.2.1), mens inklusjons-
eksklusjonsmetoden baserer seg pa formel (3.2.2). Denne siste kan skrives pa formen

p .
h=> (-1 Y Pl I (X.=1) (3.2.5)
j=1 1<y << <p SGPiIU-"UPij

Vi ser né at addendene i (3.2.1) og (3.2.5) er pa felles form, nemlig

€A
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I (3.2.1) er ¢ = 6(A), mens i (3.2.5) er ¢ enten lik 1 eller —1. Forskjellen pa (3.2.1)
og (3.2.5) er at for fast A C C inngar addenden P(]] = 1) hgyst en gang i (3.2.1),

€A
nemlig hvis §(A) # 0, mens denne addenden kan innga flere ganger i (3.2.5). (3.2.1)
representerer derfor en komprimert utgave av (3.2.5) der en har trukket sammen ledd
med felles sannsynlighetsfaktor P(]] X; = 1).
i€A
Viser at vii (3.2.5) far et bidrag med sannsynlighetsfaktor P([] X; = 1) for hver union av
€A

minimale stimengder som er lik mengden A. Bidraget blir positivt (negativt) hvis antall
minimale stimengder er odde (like). Dermed har vi:

6(A) = antall odde unioner av minimale stimengder som er lik A
— antall like unioner av minimale stimengder som er lik A

Spesielt far vi at:

6(A) =0 dersom A ikke kan skrives som en union av minimale stimengder, eller
nar antall odde unioner av minimale stimengder som er lik A, er lik antall
like slike unioner.

Av dette innser vi at utmultipliseringsmetoden ofte er mindre informasjonskrevende enn
inklusjons-eksklusjonsmetoden for tilfellet med avhengige komponenter. Hva angar bereg-
ningstid, er de to metodene likeverdige.

For spesielle strukturer kan imidlertid disse metodene forbedres dramatisk.

Definisjon 3.2.4
Et SKT (Source to K Terminal)-system er et rettet nettverk der systemet funksjonerer
hviss en node S kan sende informasjon til et gitt sett noder 71, ..., Tk.

Eks. 3.2.2 S3T-system

4 T
< 1
rd
) 7
S >4 v 6 Ty
5 8
>
5 T3
Figur 3.2.1
Teorem 3.2.5
La

¢z) = 6(A) []=

ACC 1€A
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vaere strukturfunksjonen til et SKT-system. Da har vi:

i) 6(A) = 0 dersom A ikke kan skrives som en union av minimale stimengder, eller
hvis subgrafen svarende til A inneholder en syklus.

ii) I motsatt fall er
(S(A) _ (_1)n(A)—v(A)+1’

der

n(A) = antall elementer i A
v(A) = antall noder i subgrafen svarende til A.

Dette dyptloddende resultat er etablert av Satyanarayana (1982), mens det enkleste bevis
er gitt i Huseby (1984). Dette hgrer igjen hjemme pa hovedfagsniva.

Eks. 3.2.2
Betrakt S2T-systemet gitt i Figur 3.2.2.

Figur 3.2.2

Systemet funksjonerer hviss S kan sende informasjon til 77 og 75. Grafen inneholder
syklusen {3,4}. De minimale stimengdene er:

P ={1,2}, P={1,3}, P3=1{24}.
Vi gnsker & skrive ¢(z) pa enklest mulig mate ved a benytte Teorem 3.2.5. Vi ser at:
Ay ={3,4}, Ay ={1,3,4}, A3;={2,3,4}, As={1,2,3,4}
svarer til subgrafer som inneholder syklusen. Videre ser vi at:
As={1}, As={2}, Ar={3}, As={4}, Ao={14}, Ap={23}
ikke kan skrives som unioner av minimale stimengder. Tilbake har vi:

Ay ={1,2}, An=1{1,3}, Ai={2,4}, Au={1,23}, A;s={1,214}
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Folgelig har vi:

d)(_fQ) = (—1)2—3+1I1$2 + (—1)2_3+1£U15€3 + (—1)2_3+1$2CL'4
+(=13 3 g pms + (1) ay 39z

= T1T9 + T1T3 + ToXLy — T1X2T3 — T1T2T4
Den tilhgrende palitelighetsfunksjonen er da selvsagt

h(p) = p1p2 + P1Ps + P2pa — P1P2P3 — P1P2P4

Dvelser

Figur 3.2.3
3.2.1 Betrakt S1T-systemet i Figur 3.2.3.

a) Finn de minimale stimengdene til systemet.

b) Hvor mange ledd vil vi fa i inklusjons-eksklusjonsformelen for paliteligheten til
dette systemet (fgr vi trekker sammen)?

c) Hvor mange av disse leddene faller mot hverandre?

4

Figur 3.2.4

3.2.2 Beregn palitelighetsfunksjonen til det urettede nettverkssystem i Figur 3.2.4 som
funksjonerer dersom nodene S og T kan kommunisere gjennom nettverket. Benytt
faktoriseringsalgoritmen.

3.2.3 Beregn palitelighetsfunksjonen til det urettede nettverkssystem i Figur 3.2.5 ved &
benytte faktoriseringsalgoritmen.
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Figur 3.2.5

Siden systemet er komplekst, ma det faktoriseres med hensyn pa en eller annen
komponent. Hvilken komponent? Sammenlign beregningsarbeidet for ulike kompo-
nentutvalg.

3.2.4 Betrakt seriekoblingen av brostrukturer i Figur 3.2.6.

1 9 1 14
g 8 13 T
2 10 12 15
Figur 3.2.6

a) Beregn palitelighetsfunksjonen til systemet ved faktoriseringsalgoritmen.

b) Beregn denne i stedet ved & ta produktet av de tre palitelighetsfunksjonene for
de tre brostrukturene. Sammenlign beregningsarbeidet med det i a).

¢) Hvor mange ledd vil vi fa i inklusjons-eksklusjonsformelen for paliteligheten til
dette systemet? Kommenter antallet.

3.3 Dynamisk systemanalyse

Bortsett fra Teorem 2.3.3 har vi til na bare betraktet komponenter og system pa et bestemt
tidspunkt. Vi skal né trekke inn utviklingen over tid. Dette spranget er sveert kort. La
fort>0,2=1,...,n

X;(t) = i-te komponents tilstand ved tiden ¢,
der vi her antar at de stokastiske prosessene {X;(t),t > 0}7_; er uavhengige.

¢(X(t)) = systemets tilstand ved tiden t.
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Innfgr ogsa:

pi(t) = P(X;(t) = 1) = paliteligheten til i-te komponent ved ¢,
h(p(t)) = P(¢(X(t)) = 1) = paliteligheten til systemet ved ¢.

Vi ser nd bort fra reparasjon og lar videre (i =1,...,n):

T, = levetid for i-te komponent
S = levetid for systemet

La na 7: ha kumulativ fordelingsfunksjon Fj, i« = 1,...,n og S kumulativ fordelings-
funksjon G. Fj-ene antas kjent, mens G skal bestemmes. Vi har fglgende relasjon:

pi(t) = P(Xi(t) = 1) = P(T; > t) =1 — F(t) = Fy(),

Dermed er vi faktisk fremme.

3.4 MaAl for palitelighetsmessig betydning av kom-
ponenter i et system

Det er to hovedgrunner til & se pa slike mal. For det forste gir det analytikeren mulighet
til & si hvilke komponenter en bgr videreutvikle for & forbedre systempaliteligheten til
minst mulig kostnad og anstrengelse. For det andre kan det brukes til 4 utarbeide en
sjekkliste ved reparasjon for & finne arsakene til systemfeil pa en effektiv mate.

Birnbaum (1969) foreslo fglgende mal.

Definisjon 3.4.1

Betrakt en monoton struktur ¢ av uavhengige komponenter pa tidspunkt . Blrnbaum
malet for den palitelighetsmessige betydning av i-te komponent pa tidspunkt ¢, 43 B ( ), er
gitt ved

I9(t) = 0n(p(t))/dpi(t), i=1,...,n
En bedre fortolkning er gitt i fplgende teorem.

Teorem 3.4.2
Betrakt en monoton struktur ¢ av uavhengige komponenter pa tidspunkt ¢. Da er:

I (Z)( t) = P[(1;, X(t)) er en kritisk stivektor for i-te komponent]
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Beuwis:
Fra Lemma 3.1.2 har vi:

E[¢<1Z,i<t>> #(0:, X(2))
= Pp(1;, X(t)) — ¢(0:, X(1)) = 1]
= P[(1;, X(t)) er en kritisk stivektor for i-te komponent]

Dette er sannsynligheten for at systemet er i en tilstand ved tiden ¢ slik at i-te komponents
tilstand er kritisk for systemets tilstand. For tilfellet med avhengige komponenter kan
denne sannsynligheten brukes som definisjon. De sakalte sensitivitetsmal som brukes i
fagomradet konstruksjonspalitelighet, er neer beslektet med Birnbaum malet.

Teorem 3.4.3
For en monoton struktur har vi alltid
0< IV <1 (3.4.1)
Hvis i tillegg komponentene er uavhengige, 0 < p;(t) < 1,4 =1,...,n og i-te komponent
er relevant, er: ‘
0<I9(t) (3.4.2)

Hvis pa toppen ytterligere en komponent er relevant, er:
1Y <1 (3.4.3)

Beuwts:
(3.4.1) fglger trivielt av Teorem 3.4.2. (3.4.2) fglger umiddelbart av beviset for Teorem

3.1.3. Anta at Ig) (t) = 1. Skal vise at dette leder til en selvmotsigelse slik at (3.4.3)
holder. Utfra antagelsen fglger det at

Elp(1:, X(1)) — ¢(0;, X(2))] = 1
Siden 0 < p;(t) < 1,7 =1,...,n, medfgrer dette at
¢(li,z) =1 ¢(0;,z) =0  for alle (-, )

Dermed har vi
Qb(lj,i) = ¢(0j,£) for alle j ;é 1 0g alle ('j,@)

Dette betyr at alle komponentene bortsett fra den i-te er irrelevante, hvilket strider mot
antagelsen om at ytterligere en komponent er relevant.

Husk at Birnbaum malet for den strukturelle betydning JBi , av i-te komponent var
frekvensen av kombinasjoner av de ¢Vr1ge komponenttilstander der i-te komponents til-
stand er kritisk for systemets tilstand. 14 B ( ) er ifglge Teorem 3.4.2 sannsynligheten for
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at de gvrige komponenttﬂstander ved tiden t er slik at i-te komponents tllstand er kritisk
for systemets tilstand. j§S B ( ) er derfor en naturlig generalisering av JW B’ . Spesielt har vi
fra Teorem 3.4.2 og Definisjon 2.4.2 at

9@ =79 for pt)=1i=1,...,n.
Fra kjederegelen for derivasjon har vi

‘% znj ag apéi ) oSy (t)——apaiit) (3.4.4)

=1

Her er t en felles parameter, f.eks. tiden siden systemutviklingen startet. (3.4.4) sier da at
vekstraten for systempaliteligheten er en veiet sum av vekstratene til komponentpalitelig-
hetene. Vektene er de enkelte komponenters palitelighetsmessige betydning.

I de fplgende eksempler har vi uten tap av generalitet nummerert komponentene slik at

p1(t) < pa(t) < -+ < pult)
FEks. 3.4.1 Seriestruktur

3Hp] (t)/0pi(t) = [ ps(t)

J#
slik at
IV > 19 > - > 15(¢)

Dette betyr at komponenten med lavest palitelighet ved tiden ¢, har stgrst palitelighetsmes-
sig betydning pa dette tidspunkt. Dette samsvarer med at “ingen kjede er sterkere enn
det svakeste ledd”.

Eks. 3.4.2 Parallellstruktur
=0 Hp] )/0pi(t) = [T(1 = p;(t))
J#
slik at
1 2 n
o<1 < <15

Dette betyr at komponenten med hgyest palitelighet ved tiden ¢, har stgrst palitelighets-
messig betydning pa dette tidspunkt. For et parallellsystem er i-te komponents tilstand
kritisk for systemets tilstand hviss de gvrige komponentene ikke funksjonerer. Det er da
klart at komponenten med hgyest palitelighet pa tidspunkt ¢ har stgrst sannsynlighet for
& veere eneste overlevende komponent pa dette tidspunkt. Resultatet er derfor intuitivt

opplagt.

Eks. 3.4.3 2-av-3 struktur
Ved & bruke resultatet i @Qvelse 2.1.1 far vi raskt at

h(p(t)) = p1(t)pa(t) + pL(t)ps(t) + pa(t)pa(t) — 2p1(t)pa(t)ps(t)
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Dette gir

I§(t) = pa(t) + pa(t) — 2pa(t)ps(t)
IS(t) = pu(t) + pa(t) — 2p1(t)pa(t)
1(3) (t) = pa(t) + p2(t) — 2p1(t)p2(t)

Ved & benytte at funksjonen f(z,y) = z +y — 2zy er ikke-avtagende (ikke-voksende) i =
ogy for z,y < l(:z:,y > l), far vi at

PO > 150 > 19(t)  for pi(t) < palt) < ps(t) < 3 (3.4.5)
mens
[P <IP) <IP@)  for L <pi(t) < palt) < ps(t) (3.4.6)

(3.4.5) gir samme ordning som for seriestrukturen. Dette er ikke sa rart siden en 2-av-
3 struktur av mindre palitelige komponenter er “neer” en 3-av-3 struktur. Tilsvarende
“innsees” at (3.4.6) gir samme ordning som for parallellstrukturen. Hovedbudskapet til
dette enkle eksemplet er likevel at intuisjonen er lite brukbar for 4 rangere den palitelighets-
messige betydning av komponenter i et komplekst system.

Fglgende mal foreslatt av Vesely og Fussell (se Fussell (1975)) er mye brukt i kjernekraftin-
dustrien og innarbeidet i uttallige programpakker i palitelighetsanalyse.

Definisjon 3.4.4
Betrakt en monoton struktur ¢ av uavhengige komponenter pa tidspunkt ¢. Vesely-Fussell
malet for den palitelighetsmessige betydning, I V) (t), av i-te komponent pa tidspunkt ¢,
er gitt ved .

1§ p(t) = PIXi(t) = 0(X(£)) = 0] i=1,...,n
Denne definisjonen tar hensyn til at en komponent ved & feile kan bidra til systemfeil,
uten & ha veert kritisk for systemets tilstand. Pa bakgrunn av fglgende innvendinger er
det utrolig at dette méalet er sa utbredt

i) alle komponenter i et parallellsystem er like viktige (I‘(})_F(t) =1,1=1,...,n)
uansett paliteligheten av den enkelte komponent
ii) hvis i-te komponent feiler etter systemet, men fgr ¢, bidrar dette til malet
iii) hvis i-te komponent er irrelevant, er I‘(,i)_F(t) = P(X;(t) = 0) = 1 — p;(t) og ikke 0
som det burde.

En ytterligere innvending mot begge disse malene er at de er tidsavhengige. Dvs. at
de begge sier noe om hvilke komponenter som er viktigst pa et bestemt tidspunkt, men
overlater f.eks. til analytikeren & bestemme hvilke tidspunkter som er viktige. Dette er
ikke tilfellet for fglgende mal foreslatt av Barlow og Proschan (1975b):

Definisjon 3.4.5
Betrakt en monoton struktur ¢ av n komponenter som ikke repareres, der levetidene til
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komponentene er absolutt kontinuerlig fordelt. (Dette siste medfgrer at levetidsfordelin-
gene kan beskrives ved hjelp av sannsynlighetstettheter. ) Barlow-Proschan malet for den

palitelighetsmessige betydning, Ig)_ p, av i-te komponent, er gitt ved
Ig)_ p = Pli-te komponent forarsaker direkte at systemet feiler ] i=1,...,7n

Med dette menes sannsynligheten for at i-te komponent feiler samtidig med systemet.
Siden vi har antatt at levetidene til komponentene er absolutt kontinuerlig fordelt, er
sannsynligheten lik 0 for at to eller flere komponenter feiler samtidig. Vi har fplgende
intuitive resultat.

Teorem 3.4.6
Betrakt en monoton struktur ¢ av n komponenter som ikke repareres, der tilstandspros-
essene til komponentene {X;(t),t > 0}, er uavhengige og tli,r?opi(t) =0,i=1,...,n
Da er

P[ Systemet feiler i [0,00)] =1
Bevis:

Ved & bruke ii) i Definisjon 2.2.3 og Teorem 3.1.1, har vi
P] Systemet feiler i [0, 00)] = P[¢(X(00)) = 0]
=1 - h(p(c0))
1B =1-9(0)=1-0=1
Ved beregning og bruk av Barlow-Proschan malet er fglgende teorem nyttig.
Teorem 3.4.7
Betrakt en monoton struktur ¢ av n komponenter som ikke repareres, der tilstandspros-

essene til komponentene {X;(t),t > 0}7, er uavhengige og deres levetider absolutt kon-
tinuerlig fordelt med sannsynhghetstettheter fi(t) i=1,...,n. Daer:

Beuis:
Fra definisjonen av Barlow-Proschan malet og Teorem 3.4.2 fglger at

Iy (1) — Pli-te komponent forarsaker direkte at systemet feiler |

P[(1;, X(t)) er en kritisk stivektor for i-te komponent | f;(¢)d¢

0\8 0\8

I () fi(t)dt
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At 0 < [g)_ p < 1 fglger trivielt av Definisjon 3.4.5. Endelig har vi:

> Ig)_ p =Y _ Pli-te komponent feiler samtidig med systemet ]
i=1

=1
= P[| J{i-te komponent feiler samtidig med systemet }]
i=1

= P[ Systemet feiler i [0, 00)] = 1,
ved bruk av Teorem 3.4.6.

Av Teorem 3.4.7 fplger at Ig)_ p er et velet gjennomsnitt av Ig)(t) med f;(t) som vekt.
Tidspunkter der f;(t) er stor er derfor viktige ifglge dette malet. Svakheten ved Barlow-
Proschan maélet er at bare komponenter med lang levetid i forhold til systemets levetid,
vil ha stor palitelighetsmessig betydning. Intuitivt synes det rimeligere at komponenter
som sterkt reduserer systemets gjenvaerende levetid ved at de feiler, er viktigst. Dette
leder til fglgende mal foreslatt av Natvig (1979):

Definisjon 3.4.8
Betrakt en monoton struktur ¢ av n komponenter som ikke repareres og la:

Z; = reduksjon i gjenveerende levetid for systemet pga. at i-te komponent feiler .

Natvig malet for den palitelighetsmessige betydning, IJ(\’}), av i-te komponent, er gitt ved

Iy =Ez/> EZ,

j=1
der EZ,; antas endelig.

Vi har opplagt
o<If <1,  SI¥=1
i=1

For & forstd skikkelig hva Z; representerer, innfgres fglgende tilfeldige variable hentet fra
Natvig (1982):

Y} = gjenverende levetid for systemet akkurat etter at i-te komponent har feilet;

denne blir imidlertid umiddelbart reparert til 4 ha den samme fordeling

for den gjenveaerende levetid som den hadde rett for den feilet (dette kalles
minimal reparasjon)

Y? = gjenveerende levetid for systemet akkurat etter at i-te komponent har feilet

2

Vi har da fglgende fortolkning:
Zi=Y'-7 (3.4.7)

EZ; kan kanskje best fortolkes som reduksjon i forventet gjenveerende levetid pga. at i-te
komponent feiler.
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S = levetid til et nytt system

S; = levetid til et nytt system der levetidsfordelingen til i-te komponent erstattes
med en tilsvarende en, der ngyaktig en minimal reparasjon av komponenten
er tillatt

T; = levetid til :-te komponent (frem til minimal reparasjon)

Forskjellen pa S og S; er at overlevelsessannsynligheten for i-te komponent til tidspunkt
t er F;(t) for S mens den for S; er:

Fit) + /fi(t —WP(T, > T, > t — u)du
0

= F(t) + flt—u Fi(t)/Fi(t —u)du (3.4.8)

=Fi(t)[1+ [hlpi(t —u)fg] = Fi(t)(1 — In Fi(¢)),

under forutsetning av at T; er absolutt kontinuerlig fordelt. Vi ha na fglgende interessante
sammenheng:

Teorem 3.4.9

Betrakt en monoton struktur ¢ av n komponenter som ikke repareres. Da er
Z;=5;—8

Beuis:

Vi betrakter to tilfeller
i) T; < S. Daer fra (3.4.7)
Z=T+Y — (T +Y") =S —§

ii) T; > S. Da er igjen fra (3.4.7)
Zi=Y!'-Y'=0-0=0=5,-S
Fglgelig har vi alltid
Zz' = S,; - S
Fglgende overraskende sammenheng ble vist i Natvig (1985).

Teorem 3.4.10

Betrakt en monoton struktur ¢ av n komponenter som ikke repareres, der tilstandspros-
essene til komponentene {X;(t),¢ > 0}, er uavhengige og deres levetider absolutt kon-
tinuerlig fordelt. Da er

(= In Ty ()19 (t)dt
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Beuvis:
La X veere en tilfeldig variabel som er absolutt kontinuerlig fordelt over den ikke-negative
tallinje. Fra Feller (1971, s. 150) har vi folgende sveert nyttige formel

EX = /P(X > z)dz
0

Fra Teorem 3.4.9 og (3.4.8) har vi da:

EZ = ES,— ES= /[P(Si > 1) — P(S > t)]dt
0

[P([Fa(t)(1 = In Fi(8)))i, E(t)) — h(E(t))]dt

|
0\8

der F(t) = (Fi(t),..., Fu(t)).

Vi foretar si en pivot dekomposisjon med hensyn pa i-te komponent og far videre:

EZ = /{E(t)(l—ln?i(t))h(li,:(t))

etter & ha brukt Teorem 3.4.2.

Av Teorem 3.4.10 fglger at ogsa EZ; er et veiet gjennomsnitt av Ig) (t) med F;(t)(—In F4(t))
som vekt. Ifplge (3.4.8) er dette den forbedring vi far av overlevelsessannsynligheten for
i-te komponent til tidspunkt ¢ ved & tillate ngyaktig en minimal reparasjon av den. Tids-
punkter der denne forbedring er stor er derfor viktige ifplge Natvig malet. I Natvig
(1985) er en mer detaljert sammenligning med Barlow-Proschan malet og andre mal som
fremkommer ved & ta veiete gjennomsnitt av Birnbaum malet, foretatt. Denne sammen-
ligning indikerer en rekke fordelaktige trekk ved Natvig malet. En skal likevel veere klar
over at intet mal kan forventes & veere universelt best uansett bruksomrade. En innvend-
ing mot alle malene i dette avsnittet er da ogsa at de ikke tar hensyn til kostnadene ved
a forbedre de ulike komponentene.
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Dvelser

3.4.1 Beregn Ig) (t) for komponentene i brostrukturen i Eks. 3.1.3.

3.4.2 Anta at ieA der (A, x) er en modul i det monotone systemet (C, ¢) av uavhengige

komponenter. Vis at 4 ‘
15(1) = 15V (1) - 157 (1),

der Ig’X) (t) er Birnbaum malet for i-te komponent i strukturen (A, x) og I 0o?) (1) er
Birnbaum malet for modulen (A, x) i strukturen (C, ¢).

3.4.3 Vis ved & bruke Bayes formel (Teorem 4.1.2) at for uavhengige komponenter har vi:
19 p(t) = [1 = A(0;, p(1))(1 = pi())/[1 = h(p(2))]
Bruk dette til a beregne I‘(})_ #(t) for komponentene i brostrukturen i Eks. 3.1.3.
3.4.4 Anta at levetidene for komponentene har sakalte proporsjonale hasarder, dvs.
Fi(t) =exp(—NR(t) X\>0,t>0, 1=1,...,n

Vis at vi for en seriestruktur har:

Kommenter resultatet.

3.4.5 La S vere levetiden til et nytt system av uavhengige komponenter

a) Vis at
/ 94 dt+/h (0., E(t))dt
0
b) Innfer
/ (t — 2)I® )dt+/h(0i,E(t))dt
0 0

Hva gir V;(z) — ES et uttrykk for? Vis at:

hm =1ip_p

z—0
3.4.6 Anta at i-te komponent er irrelevant for strukturen ¢. Hva blir da
Ig)(t)yfx(fl)—p(t)’fg)—P og IV 7

Begrunn svarene og kommenter dem.
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3.5 Assosierte tilfeldige variable

Allerede i Avsnitt 1.2 tok vi opp problemet med mangel pa kunnskap om avhengighetene
mellom komponentene. Eksempler pa slik avhengighet er:

(i) Minimale stiseriestrukturer til et monotont system, med felles komponenter. Feiler
en komponent, feiler ogsd alle de minimale stiseriestrukturene der komponenten
inngar.

(i) Komponenter som er utsatt for felles ytre stress.

(iii) Strukturer der flere komponenter deler pa en felles belastning. Feiler en komponent,
gker belastningen pa de gvrige komponenter.

Vi skal komme frem til en definisjon av ikke-negativ avhengighet, kalt assosiasjon, som
synes fornuftig i palitelighetsanalyse. En definisjon kunne vere:

De tilfeldige variable S og T er assosierte hviss Cov(S,T)) > 0.

En strengere definisjon er:

De tilfeldige variable S og T er assosierte hviss Cov(f(S), g(T')) > 0 for alle ikke-avtagende
funksjoner f og g.

En enda strengere definisjon er:

De tilfeldige variable S og T er assosierte hviss Cov(f(S,T), g(S,T)) > 0 for alle funksjoner
f og g som er ikke-avtagende i hvert argument.

Vi er imidlertid interessert i & definere assosiasjon for et vilkarlig antall tilfeldige variable.
Dette leder til folgende kryptiske definisjon gitt av Esary, Proschan & Walkup (1967).

Definisjon 3.5.1
De tilfeldige variable T1, ..., Ty, som ikke ngdvendigvis er binzre, er assosierte hviss

Cov(I(T),A(T)) >0, T=(Ty,...,T)

for alle binsere funksjoner I' og A som er ikke-avtagende i hvert argument.

For n=2 svarer dette til den strengeste definisjonen over bortsett fra at en begrenser seg
til at I og A er bineere. Fglgende teorem som bevises pa hovedfagsniva, viser imidlertid
at denne begrensningen ikke medfgrer tap av generalitet.

Teorem 3.5.2
LaTy,...,T, veere assosierte tilfeldige variable, og f og g funksjoner som er ikke-avtagende
i hvert argument slik at Cov(f (L), g(T)) eksisterer, dvs. at

E|f(T)| < 0o, Elg(L)| < oo, E|f(T)g(T)| < oo.
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Da er:
Cov(f(L),9(L)) =0

Selv om definisjonen av assosierte tilfeldige variable er kryptisk, eller kanskje nettopp
derfor, har slike variable svaert pene egenskaper.

Teorem 3.5.3
Assosierte tilfeldige variable har fglgende egenskaper:

P, :  Enhver delmengde av assosierte tilfeldige variable bestar selv av assosierte
tilfeldige variable

P, .  En enkelt tilfeldig variabel er alltid assosiert

Py . Ikke-avtagende funksjoner av assosierte tilfeldige variable er assosierte

P, : Hvis to mengder av assosierte tilfeldige variable er uavhengige av hverandre,
er deres union en mengde av assosierte tilfeldige variable.

Beuis:

Bevis av P; og P, gjgres pa hovedfagsniva. P; fglger av P3, men kan ogsa bevises direkte.
La {Ti,...,T,} veere mengden av assosierte tilfeldige variable og la A C {1,...,n}. Vi
gnsker & vise at {T; };c4 er en mengde av assosierte tilfeldige variable. Velger da vilkarlige,
binzere funksjoner I'4 og A4 som er ikke-avtagende i hvert av argumentene T;, i€ A. Definer
na:

[1(T) = Ta(T?), Al(T) = Aa(TH).

Dermed har vi:
Cov(Ta(T*), Aa(T?)) = Cov(T1(T), Ay(T)) > 0.

Ulikheten fglger av Definisjon 3.5.1 siden Ti,...,T, er antatt assosierte. Dermed er P
bevist.

For & bevise P, la T vere en tilfeldig variabel, og la T' og A vere vilkarlige, bineere
funksjoner som er ikke-avtagende i T. Det fins na bare fglgende alternativer. Enten er
[(T) < A(T) for alle verdier av T, eller sa er I'(T") > A(T') for alle verdier av T'. Uten
tap av generalitet kan vi anta det fgrste. Vi har da:

Cov(I(T), A(T)) = ET(T)A(T) — ET(T)EA(T)
= EI(T) — ET(T)EA(T) = ET(T)(1 — EA(T)) > 0

Dermed er P, bevist.

Fglgende teorem er bade viktig og nyttig.

Teorem 3.5.4
La T3, ..., T, vere uavhengige tilfeldige variable. Da er de ogsa assosierte.
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Beuws:

Beviset gjennomfgres som et induksjonsbevis. Teoremet holder opplagt for n = 1 pga.
egenskap P,. Anta teoremet holder for n = m — 1. Hvis vi kan vise at det holder for
n = m, er vi fremme. Vi har n& at {T1,...,T,,—1} er en mengde av assosierte tilfeldige
variable og fra Py at ogsa {T,,} er en mengde av assosierte tilfeldige variable. Pga.
antagelsen i teoremet er disse mengdene uavhengige av hverandre. Fra P; fglger dermed
at {T1,...,T,,} er en mengde av assosierte tilfeldige variable, og vi er fremme.

Det motsatte ytterpunkt til Teorem 3.5.4 er fglgende teorem.

Teorem 3.5.5
La T1,...,T, vere fullstendig positivt avhengige tilfeldige variable, dvs.

PTi=Ty=---=1T, =1
Da er de ogsa assosierte.

Beuwis:
La I' og A veere vilkarlige, bingere funksjoner som er ikke-avtagende i hvert argument og
laT,=(Ty,...,T1). Daer

COU(F(—T—)) A(I)) = COU<F(I-1)’ A(Il>) Z 0>

etter & ha brukt I%». Dermed er vi fremme.

Teoremene 3.5.4 og 3.5.5 ma for all del ikke lede oss til & benytte “spansk” interpolasjon
og feilaktig slutte at alle ikke-negativt avhengige tilfeldige variable er assosierte.

La oss vende tilbake til eksemplet i) ved begynnelsen av dette avsnittet. La Xi,..., X,
veaere de assosierte, f.eks. uavhengige, komponenttilstandene, til et monotont system med
minimale stiseriestrukturer

pj(X_Pj):HXi j=1,...,p
iEPj

Det fglger da umiddelbart av P3 at disse minimale stiseriestrukturene er assosierte. Til-
svarende innsees at minimale kuttparallellstrukturer av assosierte komponenttilstander
selv er assosierte. Disse egenskapene brukes i neste avsnitt for & etablere grenser for
systempaliteligheten. Fglgende teorem er ogsa nyttig og supplerer egenskap Fs.

Teorem 3.5.6
La T1,...,T, vere assosierte tilfeldige variable og la

Ui=g(T), i=1,...,m,

der g;, i = 1,...,m er ikke-voksende funksjoner. Da er Uy, ..., U, assosierte.
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Beuis:
La I' og A vere vilkarlige, bineere funksjoner som er ikke-avtagende i U;, i = 1,...,m.
Innfgr

(T) = 1-T(g(T))=1-I()
) |

b
1~
l
—
|
>
S
&
Il

der

I

9(L) = (91(T), - -, gm(T)).

Det fplger na umiddelbart at I og A er binere og ikke-avtagende i T;, i = 1,...,n.
Dermed har vi siden T, ..., T, er assosierte at:

Cov(I'(U), A(U)) = Cov(1 = I(T),1 ~ A(L))
= Cov(I(T), A(D)) > 0,

og vi er fremme.

Fglgende teorem bevises pa hovedfagsniva, men trengs i neste avsnitt.

Teorem 3.5.7
La S og T veere assosierte tilfeldige variable slik at Cov(S,T') eksisterer. Vi har da at
Cov(S,T) = 0 hviss S og T' er uavhengige.

Legg merke til at den samme ekvivalens holder hvis S og T er binormalt fordelt. Im-
plikasjonen fra uavhengighet til ukorrelerthet gjelder selvfglgelig alltid.

Til nd har vi presentert en til dels nydelig matematisk teori for assosierte tilfeldige variable.
Men ved anvendelser har vi behov for a kunne sjekke at tilfeldige variable virkelig er
assosierte. Da er Definisjon 3.5.1 fullstendig ubrukbar. Fglgende teorem er en sveert
mager trgst.

Teorem 3.5.8
La X og Y vere to binzre tilfeldige variable. Da har vi at Cov(X,Y’) > 0 hviss X og ¥’
er assosierte.

Beuis:
Implikasjonen fra assosiasjon til ikke-negativ korrelasjon fglger umiddelbart av Definisjon
3.5.1. Antand at Cov(X,Y) > 0. Alle mulige binsere funksjoner I' som er ikke-avtagende
i de binzere argumentene X og Y, er faktisk ordnet i det fglgende:
r=X
r=Y
Anta vi har valgt T'(X,Y) og A(X,Y) blant de nevnte mulighetene slik at I'(X,Y) <
A(X,Y). Daer:

Cov(T(X,Y),A(X,Y)) = ET(X,Y)A(X,Y) — ET(X,Y)EA(X,Y)

= El(X,Y) - ET(X,Y)EA(X,Y)=ET(X,Y)(1 - EA(X,Y)) > 0.

(FEO)S(FzX-Y)S{ }g(r:xuy)g(rzl)
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Den eneste muligheten som gjenstar, er at
NXx,y)=X, AX)Y)=Y

Da er
Cou(I'(X,Y), A(X,Y)) = Cov(X, Y) >0,

pr. antagelse og vi er fremme.

Teoremet er utmerket hvis vi har to binere tilfeldige variable. Ved anvendelser har vi
selvsagt i det minste langt flere tilfeldige variable. Vi ser ogsa av beviset at teoremet
ikke lett lar seg generalisere til en slik situasjon. Hva gjgr vi da? Vi skal avslutte dette
avsnittet med & gi en tilstrekkelig betingelse for at tilfeldige variable er assosierte, men
trenger forst to definisjoner.

Definisjon 3.5.9
En tilfeldig variabel T er stokastisk ikke-avtagende i de tilfeldige variable S, ... , Sk hviss

P(T>t‘51=$1,52=$2,...,Sk=8k)

er ikke-avtagende i hver av sy, ..., s, for alle t.

Definisjon 3.5.10
De tilfeldige variable Ty, ..., Ty, der n > 2, er betinget ikke-avtagende i folge hviss T; er
stokastisk ikke-avtagende i Ty,...,T;—1 for i =2,...,n.

Teorem 3.5.11
Hvis Ty, ..., T, er betinget ikke-avtagende i folge, er de ogsa assosierte.

Bevis er gitt i Barlow og Proschan (1975a). Denne tilstrekkelige betingelsen har vist seg
nyttig.

3.6 (vre og nedre grenser for systempaliteligheten
til monotone systemer

Som omtalt tidligere méa vi ofte ngye oss med & beregne gvre og nedre grenser for sys-
tempaliteligheten. Det fglgende teorem gir et ngkkelresultat for & etablere slike grenser.

Teorem 3.6.1
LaTy,..., T, veere assosierte tilfeldige variable slik at 0 <T; < 1,i=1,...,n. Daer:

EIlT = [IET (3.6.1)
=1 =1

E]IT: < [IET (3.6.2)
=1 =1
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Beuwis:
Ved bruk av Teorem 3.5.2 har vi:

EHTz —ETl EH,TZ ZCOU(Tl,Hﬂ) Z 0
i=1 i=2 i=2
Dette gir
EHY}EETyEHﬂ.
i=1 i=2

Ved & benytte tilsvarende ulikhet suksessivt pa hgyre side over fremkommer (3.6.1). Be-
merk at siden vi har antatt 0 < T}, ¢ = 1,...,n, er ingen faktorer negative, slik at alle
ulikheter gar riktig vei. Ifglge Teorem 3.5.6 er 1 — Ti,...,1 — T,, assosierte tilfeldige
variable. Ved & benytte (3.6.1) pa disse variablene fremkommer

EIIT = 1—EH (1-T <1—HE1—T~):

= 1-[[(1-ET) HEZ,
i=1
og vi har bevist (3.6.2). Siden vi har antatt 0 < 1—T;j, ¢ = 1,...,n, er ogsa her ingen
faktorer negative.

Teoremet er ogsa i seg selv et av de mest sentrale i palitelighetsteorien med konsekvenser
langt utenfor rammen av sin rent matematiske formulering. Ved a benytte teoremet pa de
bineere komponenttilstander X, ..., X, sier (3.6.1) at for en seriestruktur av assosierte
komponenter vil en feilaktig antagelse om uavhengighet lede til en underestimering av sys-
tempéaliteligheten. (3.6.2) sier at for en parallellstruktur vil en tilsvarende antagelse lede
til overestimering av systempaliteligheten. Hovedpoenget er at for en wilkarlig struktur
vil konsekvensen av en feilaktig antagelse om uavhengighet kunne vere umulig @ ansld. 1
Natvig (1987) benyttes nettopp dette teoremet til & pavise hvor overflatisk og til dels mis-
visende Kjernekraftutvalget beskrev det sardeles kompliserte problem som avhengighet
mellom tilfeldige variable representerer, ved beregning av sannsynligheter for reaktoruhell.

La oss né tolke T}, i = 1,...,n som levetidene til komponentene i et system. Da har vi:

Teorem 3.6.2

La T1,...,T, veere assosierte tilfeldige variable. Da er for alle ¢;, . =1,...,n:

PI(T:>t)] = [IP(Ti>t) (3.6.3)

i=1 i=1
NG <t)] = JIP(T<t) (3.6.4)
i=1 i=1

Beuis:

Innfgr de binsere komponenttilstandene pa tidspunkt ¢; (i =1,...,n):

1 ¢ <T;
XTi(ti)Z{O > T
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illustrert i Figur 3.6.1.

LY

Figur 3.6.1

Da er X7.(t;), 1 = 1,...,n binere ikke-avtagende funksjoner av 71,...,T, og ifglge Ps
assosierte. Dermed far vi ved a bruke (3.6.1):

og (3.6.3) er bevist. (3.6.4) bevises analogt ved a bruke (3.6.2).

Legg merke til at venstre siden i (3.6.4) gir simultanfordelingen til 71, ..., T, mens hgyre
siden gir den samme simultanfordelingen under antagelse om uavhengighet. Som et ko-
rollar til Teorem 3.6.2 far vi:

Korollar 3.6.3

La Ty, ...,T, vere assosierte tilfeldige variable. Da gjelder:
P(lrglélnT >t) > I:I (T; > t) (3.6.5)
P(max T; > t) < H (T; > t) (3.6.6)

1<i<n

Dette er i realiteten ikke noe annet enn Teorem 3.6.1 anvendt pa de binsere komponenttil-
standene pa tidspunkt ¢, idet 112113 T; er levetiden til et seriesystem og max T; er levetiden
<i<n <i<n

til et parallellsystem.

Sveert grove grenser for systempaliteligheten til monotone systemer er gitt i det fglgende
teorem.
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Teorem 3.6.4

La Xi,...,X, vere de assosierte komponenttilstander til en monoton struktur ¢ med
komponentpaliteligheter py, ..., p,. Da er:
[Ip:i<h<]lp (3.6.7)
i=1 i=1
Beuis:

Ved & benytte (3.6.1), Teorem 2.2.6 samt (3.6.2) har vi:

n

Hpi = HEXi < EHXi < E¢(X)
i=1 i=1 i=1

SE]:IlXi < HlEXz‘:HPi;

=1

og vi er fremme.

Legg merke til at den nedre (gvre) grensen er paliteligheten til et seriesystem (parallellsys-
tem) av uavhengige komponenter. Heldigvis kan vi etablere grenser som alltid er bedre.
Disse fremkommer som et korollar til fglgende teorem.

Teorem 3.6.5
Betrakt en monoton struktur ¢ med minimale stimengder (kuttmengder)
Py, ..., Py(Ky,...,Ky). Daer:
max Plmin X; = 1] < h < min Plmax X; = 1] (3.6.8)

i<j<p ‘ieb; 1<j<k “ieK,
J J

Beuis:
Fra (2.3.1) og (2.3.2) har vi:

min X; < max min X; = ¢(X) = min max X; <max X, ,
1€Pr 1<r<p iePr 1<s<k €K 1eKs

foraller=1,...,pogalles=1,... k.

Dette medfgrer at
PminX; =1) < h < P(max X; = 1)

el 1eK

foraller =1,...,pogalle s=1,...,k Herav fglger (3.6.8).

Legg merke til at vi ikke gjgr noen antagelser i det hele tatt om avhengigheten mellom
komponenttilstandene i dette teoremet. Prisen vi mé betale er at grensene i (3.6.8) er
ubrukelige for anvendelser. Derimot har vi fglgende eksplisitte grenser.

Korollar 3.6.6
Gjgr de samme antagelser som i Teorem 3.6.5, men anta i tillegg at komponenttilstandene

er assosierte med komponentpaliteligheter py, ..., p,. Da er:
< h < mi , 6.9
1555 'g.pz =S 55 i!—II{j pi (3.6.9)



Bewis:
(3.6.9) fglger umiddelbart av (3.6.8) ved & bruke (3.6.1) og (3.6.2) siden

[[p<E]]Xi= P[mmX = 1]
ieP; ieP;

og

[IezE]] Xi= P[maXX—l]

€K ieK; iekK;
Teorem 3.6.4 og Korollar 3.6.6 baserer seg pa de samme antagelsene. At de nedre grensene
i (3.6.9) er vesentlig bedre enn dem i (3.6.7) ser en av fglgende:

n
[Ipi=1Ip: [T p < [1p: < max Hpi
1=1 ieP;

ieP; 6P ieP;

Tilsvarende resonnement gjelder for de gvre grensene.

For tilfellet med uavhengige komponenttilstander kan vi etablere grenser som i noen til-
feller er bedre og i andre darligere enn dem i (3.6.9). Disse fremkommer som et korollar
til fglgende teorem.

Teorem 3.6.7

La Xi,...,X, veere de assosierte komponenttilstander til en monoton struktur ¢ med
minimale stlserlestrukturer (kuttparallellstrukturer) p;(XT), ..., pp(X7) (k1(X Ky
kr(XE*)). Da er:

k
Jj=

Pl (X%9) = 1) < h < T] Py (X7) = 1) (3.6.10)

Beuis:
Som nevnt i Avsnitt 3.5 fglger det av P at de minimale stiseriestrukturene og ogsa de
minimale kuttparallellstrukturene er assosierte. Fra (3.6.1), (2.3.2) og (2.3.1), (3.6.2) har

vi da:

1 Plss(X5) = 1) < B[] my(X5) =
= 515 (x%) < [T Py (x™) = 1),

og (3.6.10) er vist.

Til tross for antagelsen om assosierte komponenttilstander er grensene i (3.6.10) ubrukelige
for anvendelser. Fglgende grenser derimot er eksplisitte.
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Korollar 3.6.8

La ¢ vezere en monoton struktur av uavhengige komponenttilstander og komponentpalitelig-
heter py,...,pn. Betegn de minimale stimengder (kuttmengder) med

Py, ..., By(Ky,...,Ky). Daer:

—

k p
11 piSh(_)sL['

)

Beuwis:
Den nedre grensen i (3.6.11) er for uavhengige komponenttilstander lik den nedre grensen
i (3.6.10) siden
P(rj(X")=1)=E ] Xi= ][ p:
ieK; ieK;
Tilsvarende gjelder for den gvre grensen.
Eks. 3.6.1 3-av-4 system med p; =p, 1 =1,2,3,4

La oss beregne og sammenligne grensene i (3.6.9) og (3.6.11) for dette systemet. De
minimale stimengdene for et 3-av-4 system er

{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2, 3,4},

mens de minimale kuttmengdene er
{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}.

(3.6.9) reduserer seg da til

li(p) = p* < h < 2p—p? = w(p),
mens (3.6.11) blir

la(p) = (2p — p*)° < h(p) < 2(20° —1°) — (20° — p°)* = wa(p)
Disse grensene er fremstilt i Figur 3.6.2 sammen med
h(p) = 4p*(1 = p) + 1,

beregnet fra formelen i Eks. 3.1.4.

I dette eksemplet er grensene gitt i (3.6.11) klart bedre enn dem i (3.6.9). Det som likevel
er verdt & merke seg er at den nedre grensen fra (3.6.9) er best av de to for sma p-verdier,
mens den nedre grensen fra (3.6.11) er best for store p-verdier. Tilsvarende er den gvre
grensen fra (3.6.9) best av de to for store p-verdier, mens den gvre grensen fra (3.6.11) er
best for sma p-verdier.

50



A
1.000
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0.5000 | t2(p)
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- 24 (p)
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0.000 0.5000 1.000
Figur 3.6.2

Disse siste resultatene i dette eksemplet holder mer generelt. Dette er vist i Maymin
(1987). Moralen vi kan trekke av dette er fglgende teorem som gir de best mulige grenser
for tilfellet med uavhengige komponenttilstander.

Teorem 3.6.9

La Xi,..., X, vere de uavhengige komponenttilstander til en monoton struktur ¢ med )
komponentpéaliteligheter py,...,p, og palitelighetsfunksjon h,(p). Betegn de minimale
stimengder (kuttmengder) med P, ..., P, (Kl, .. Ki)ogla

= max H I pi, ax H pil

j=1lieK;

= min H I1 »:, s, H pil-

lLieP;

Da er
Ls(p) < he(p) < Us(p)- (3.6.12)

Beuwts:
(3.6.12) fglger umiddelbart av (3.6.9) og (3.6.11).
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Legg merke til at vi virkelig trenger teorien for assosierte tilfeldige variable for a etablere
(3.6.12) siden den trengs for & etablere (3.6.11). Ytterligere informasjon om grensene i
(3.6.12) er gitt i fplgende teorem.

Teorem 3.6.10
Gjgr de samme antagelser som i Teorem 3.6.9. Da er:

i) Lg(p) og Uy(p) ikke-avtagende funksjoner i hvert argument

ii) Ls(p) < he(p) < Us(p) O<p;<lyi=1,.
hvis strukturen har minst to minimale kuttmengder som overlapper og minst to
minimale stimengder som overlapper.

Beuis:
i) fplger umiddelbart av uttrykkene for Ly(p) og Us(p). Anta na at de to kuttmengdene
som overlapper hverandre er K; og K. Siden vi har antatt at 0 <p; <1,7=1,...,n,

vil ingen av de tilfeldige variablene
k
Ry (X5), T ms(X)
=2

veere identisk lik O eller 1. Pga. overlappingen blir de to tilfeldige variablene dermed
avhengige og de er dessuten assosierte ifglge P3. Fra Teorem 3.5.7 har vi da at:

k
Cov (/@1 XK1 H ) >0
Dette gir ved ogsa a bruke (3.6.1) at

k k
he(p) = E [ #;(X59) > Bry (X E T r,(X™9)

Jj=1 j=2

k k

H Eri(X™ K H H Di

7=1 j=1lieK;

Ved & ta utgangspunkt i to minimale stimengder som overlapper, vises tilsvarende at
P
he(p) < [T I1 »:
j=11ieP;

La né p,(X*") veere den mest palitelige minimale stiseriestrukturen. Siden ¢ har minst en
minimal stimengde i tillegg til P,, m& P°¢ inneholde minst en relevant komponent. Dermed
folger det av beviset for Teorem 3.1.3, siden 0 < p; < 1,7 =1,...,n, at:

he(p) = hg(p™",p™") > he(0,p™)

- I[Psz - gg?é)]_[pz
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Tilsvarende vises at
he(p) < 1%%: I;{I i
1€ 7
Som nevnt i slutten av Kapittel 2 kan en oppna forbedrete grenser for systempaliteligheten
ved & innfgre en passende modulser dekomposisjon. Fra Natvig (1980) har vi hentet
fglgende teorem som forbedrer grensene i Teorem 3.6.9.

Teorem 3.6.11
La (C,¢) veere et monotont system av uavhengige komponenttilstander med modulaer
dekomposisjon {(A;, x;)}i_; og monoton organisasjonsstruktur 1. Da er:

UylUpa (p™), - -, Uy, (p™7)]<Us (p) (3.6.13)

Beuwis:

Siden komponenttilstandene er uavhengige, blir ogsa modultilstandene uavhengige. Da
modulene videre kan betraktes som “kjempekomponenter” i strukturen v med tilhgrende -
paliteligheter hy,(p*), i =1,...,r, har vi:

h¢(?_) = hlﬁ[hm(]_)Al)’ R hxr<pAT)]

Né& er hy ikke-avtagende i hvert argument. Dermed fglger ulikhetene 5 og 7 ved & an-
vende Teorem 3.6.9 pa modulniva. Tilsvarende fglger ulikhetene 4 og 6 ved & anvende
Teorem 3.6.9 pa organisasjonsstrukturen . Fra Teorem 3.6.10 har vi at Ly, og Uy, er ikke-
avtagende i hvert argument. Dermed fglger ulikhetene 2 og 8 ved & anvende Teorem 3.6.9
pa modulniva. Tilsvarende fglger ulikhetene 3 og 9 ved & anvende Teorem 3.6.9 pa organ-
isasjonsstrukturen 1. De to resterende ulikhetene 1 og 10 vil det fgre for langt & bevise
her. Det er dog ikke sa vanskelig & vise at ulikhet 10 fremkommer ved a anvende ulikhet
1 pa (C, #P) som har modular dekomposisjon {(A;, )}, og organisasjonsstruktur 1.

Dette teoremet brukes ved anvendelser pa fglgende mate. Anta vi har et system som
er satt sammen av separate underssystemer, som f.eks. er levert av ulike leverandgrer.
Disse undersystemene er igjen satt sammen av komponenter, som endelig igjen er satt
sammen av deler. Anta vi har gitt delenes paliteligheter utfra tilgjengelige data. Fra
Teorem 3.6.9 oppnas na nedre og gvre grenser for komponentenes paliteligheter. Ved
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gjentatt bruk av Teorem 3.6.9 oppnas na videre av disse grensene nedre og gvre grenser
for undersystemenes paliteligheter. Endelig brukes Teorem 3.6.9 til & oppna nedre og gvre
grenser for systempaliteligheten av grensene for undersystemenes paliteligheter. Teorem
3.6.11 sier na at denne fremgangsmaéten gir bedre grenser enn & bruke Teorem 3.6.9 direkte
pa delenes paliteligheter.

La oss avslutte dette kapitlet med & referere noe av det en ser neermere pa i Natvig
(1980). Teorem 3.6.11 forutsetter at komponenttilstandene er uavhengige. Et tilsvarende
teorem, men med mindre eksplisitte grenser, forutsetter bare at modulene er sakalt “to-
talt” uavhengige. Rent bevisteknisk fremkommer videre alle gvre grenser ved & anvende
de nedre grenser péa den duale struktur. Teorem 3.6.11 sier ikke noe klart om hvor “fin-
masket” vi skal velge den modulere dekomposisjon. Grovt sagt kan det vises at det er
fordelaktig & foreta en ytterligere moduleer dekomposisjon av de moduler en ikke kjenner
palitelighetsfunksjonen til, men & la de gvrige moduler veere i fred.

Teorem 3.6.11 betrakter i realiteten bare paliteligheten til komponenter og system pa et
bestemt tidspunkt hvis reparasjon er aktuelt. Se derfor pa fglgende definisjon.

Definisjon 3.6.12
For det monotone system (C, ¢) defineres tilgjengeligheten, h(I), og utilgjengeligheten, gg),
i tidsintervallet I = [t;, t9] ved

hg) = P[¢(X(s)) =1 for alle sel]
gél) = P[¢(X(s)) =0 for alle sel],

idet vi antar at komponentene og dermed ogsa systemet har en viss reparasjonstid.

Legg merke til at vi har
WD 4 gl <1,

med likhet for I = [t,¢]. I Natvig (1980) generaliseres grensene i Teorem 3.6.9 til a
gjelde for hgf) og gg). Ogsé forbedrete grenser etableres ved bruk av modulser dekom-
posisjon. Denne teorien er i Funnemark og Natvig (1985) generalisert til det multineere
tilfellet, der en beskriver tilstandene til komponenter og system mer nyansert enn som
bare funksjonerende eller ei. Slike grenser gir oss muligheten til a se hvordan systemtil-
standen veksler i tid og gir f.eks. et godt grunnlag for & vurdere systemets reparasjonstid.
En anvendelse av denne multinzere teorien pa et kraftforsyningssystem til to neerliggende
oljerigger er gitt i Natvig, S¢rmo, Holen og Hggasen (1986).

Dvelser
3.6.1 Bevis (3.6.4) i Teorem 3.6.2.

3.6.2 Bevis den gvre grensen i (3.6.9) i Korollar 3.6.6 ved & anvende den nedre grensen
pé den duale struktur ¢P.
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3.6.3 Bevis den ovre grensen i (3.6.11) i Korollar 3.6.8 ved a anvende den nedre grensen
pa den duale struktur o”.

3.6.4 Bevis den ovre grensen i (3.6.12) i Teorem 3.6.9 ved a anvende den nedre grensen
pa den duale struktur ¢P.

3.6.5 Bevis ulikhet 10 i (3.6.13) i Teorem 3.6.11 ved & anvende ulikhet 1 pa den duale
struktur ¢P.
3.6.6 Betrakt nettverket i Figur 3.6.3 av uavhengige komponenttilstander hver med kom-

ponentpalitelighet p. Beregn h(p) samt grensene i (3.6.12) i Teorem 3.6.9. Skriv et
datamaskinprogram som beregner disse funksjonene, og bruk for eksempel BLSS til

a plotte dem.

Figur 3.6.3

3.7 S-form teoremet

I dette avsnittet skal vi diskutere formen pa palitelighetsfunksjonen. Spesielt skal vi
formulere og bevise S-form teoremet fra Barlow og Proschan (1975a). S-form teoremet er
viktig fordi det beskriver forlopet til palitelighetsfunksjonen under generelle strukturelle
antagelser. Navnet S-form er laget for & antyde et typisk forlpp for palitelighetsfunksjonen,
se Figur 3.7.1.

h(p)
\ h(p)=3p® -2p
.-
o } + D
0 % :
Figur 3.7.1
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Beviset av resultatet er naert knyttet til en interessant ulikhet (3.7.3). Nar det gjelder
strukturen ¢, skal vi bare forutsette at fglgende stgrrelser er kjent:

c(¢) = antall kuttmengder med en komponent

n(¢) = antall stimengder med en komponent.

Teorem 3.7.1. (S-form teoremet)
La ¢ vaere en monoton struktur med minst to relevante komponenter som ikke er i serie.
Anta videre at komponentene er uavhengige og identisk fordelte. Da gjelder fglgende

i) Hvis ¢(¢) = n(¢) = 0, dvs. at ingen komponent er koblet i serie eller i parallell med

resten av systemet, sa finnes en py € (0, 1) slik at h(po) = po
ii) Hvis h(po) = po, sa er h(p) < p for 0 < p < po, mens h(p) > p for po < p <1

Kommentarer

i) Anta, i motsetning til punkt i), at ¢(¢) > 0. La {i} veere en kuttmengde. Ved
pivotdekomposisjon blir

h(p) = ph(Li,p) + (1 — p)h(0;, p)
=ph(l,p) <p, 0<p<1

Den siste strenge ulikheten skyldes at strukturfunksjonen ¢(1;,z) har minst en rel-
evant komponent. Tilsvarende vises at h(p) > p for 0 < p < 1 hvis n(¢) > 0. Merk
til slutt at hvis ¢(¢) > 0 og n(¢) > 0, sa ma systemet vaere det trivielle bestaende
av en komponent.

ii) Beviset for punkt ii) avviker fra det tradisjonelle, gjengitt for eksempel i Barlow og
Proschan (1975a). Vi skal fplge Egeland (1992) som igjen bruker noen resultater
som skyldes Ross (1972). Beviset gar via flere hjelperesultater.

Vi minner om at en funksjon som er to ganger deriverbar, er (strengt) konkav hvis
(f"(z) < 0)f"(x) < 0. Dette medfgrer spesielt at

f(u1 + 5) - f(ul) > f(U2 + 5) - f(UQ) (371)
Her er 0 < wu; <wug og 6 > 0.

Lemma 3.7.1
i) Hvis 0<a<1,0<A<log0<z<y,saer

Ay + (1= X%z — Ay + (1 = \)z]* > 0.
ii) Hvis0<a<1l,0<A<log0<z<y,saer

Ay® 4+ (1= A%)z® = My + (1 — N)z]* > 0.
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Beuis:

De to punktene vises pa samme mate og vi ngyer oss derfor med det fgrste her. Funksjonen
f(x) = z* har ikke-positiv dobbeltderivert i z > 0 og er derfor konkav. La na i (3.7.1)
5=MNy—=x), <y, ug = Ax og ug = x. Da blir

A%y = Az > Dy + (1 — N)z]* — 2,

som forenkler seg til konklusjonen i fgrste del av lemmaet. Det neste lemmaet har en viss
egeninteresse og vi formulerer det mer generelt enn det er behov for her i det vi betrakter
tilfellet med ikke-identiske komponenter.

Lemma 3.7.2

i) La h(p) veere palitelighetsfunksjonen til et monotont system. Da er

h(p®) > h*(p) for 0 <a <1, (3.7.2)

hvor p* = (p$,...,p5).

ii) La h(p) veere palitelighetsfunksjonen til et monotont system med minst to relevante
komponenter som ikke er i serie. Da er

h(p®) > h*(p) for 0<a<1,0<p<li=1,...,n (3.7.3)

Beuwis:
Beviset av (3.7.2) er ved induksjon pa antall komponenter i systemet, n. Lan = 1. Da
er h(p) = 0, h(p) = p eller h(p) = 1. I alle tilfeller holder (3.7.2). Anta at (3.7.2) holder

for n = k. For k + 1 far vi da ved pivotdekomposisjon

h(p®) = pisrh(Les1,2%) + (1 = 2 (Oki1, p7)
Ved induksjonsantagelsen blir

h(p®) 2 piih(le, ) + (1 = pa)R(Ok41,p)°

Ved & bruke Lemma 3.7.1 i), med A\ = py11, ¥ = h(lkt1,p) 0g © = h(Oky1,p), far vi

p?+1h(1k+1,zg)°‘ + (1 - p‘§+1)h(0k+1,3)a
= [pk+1h(1k+1,£) + (1 - pk+1)h(0ka1_9)]a = h(lj)a

Den siste likheten fglger ved pivotdekomposisjon. Ved induksjonsprinsippet er dermed
(3.7.2) vist.

Ved pivotdekomposisjon og foregaende punkt blir

h(p®) = peh(le,p®) + (1 —p2)h(0e,p%)
> peh(le,p)* 4+ (1 — pg)h(0e, p)*
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Den strukturelle antagelsen sikrer at komponent e kan velges slik at A(1.,p) > h(0c,p) > 0
for 0 <p; <1l,i#e LaA=p.,y=nh(l,p) ogz = h(0,p). Forutsetningene for punkt
ii) i Lemma 3.7.1 er tilstede slik at

peh*(le,p) + (1 = p2)A%(0c, p)
> | eh<1e72) +(1 _pE)h(Oeaﬂ)]a = ha(£)~

Dermed er det vist at

h(p®) > h(p)®, O<a<l,0<p<l,i=1,...,n.

Etter alt dette kan vi vise S-form teoremet:

Bevis av Teorem 3.7.1 i):

Av identiteten g;i- = h(1;,p) — h(0;, p) og kjederegelen for derivasjon fglger

%h(p) _ i g; ZJZ = i{h(li,p) — h(0;,p)}

=1 i=1

Folgelig far vi fra Teorem 3.1.1:

n

B0 = Y {A(1:,0) = h(0,,0)} = 3~ 6(1.,0) = n(6)

=1

Tilsvarende vises at

Mellomverdisetningen gir at
h(p) = h(0) + ph'(§) = ph'(£),

for en passende ¢ € (0,p). Hvis n(¢) = 0, s& er h'(0) = 0. Dermed blir h(p) < p bare
p er naer nok 0 pga. kontinuiteten til h(p) og h'(p). Tilsvarende vises at h(p) > p for p
tilstrekkelig neer 1 hvis ¢(¢) = 0. Ved skjeeringssetningen anvendt pa differansen h(p) —p
folger eksistensen av en py € (0,1) slik at h(po) = po.

Bevis av Teorem 8.7.1 ii):
La h(po) = po og velg en p > pg. Da finnes en o € (0, 1) slik at p§ = p og ved Lemma
3.7.2 ii) blir

h(p) = h(pg) > h*(po) = p5 =P
Den omvendte ulikheten vises tilsvarende. La 0 < p < po. Da er p* = pg for en o € (0,1)
0g

p* = po = h(po) = h(p®) > h*(p),

slik at p > h(p) for 0 < p < po. Beviset er med dette ferdig.
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La oss se hvordan dette kan brukes ved analyse av reléstrukturer. Innfgr

p = P (et relé lukker seg nar det skal lukke seg)
pP = P (et relé apner seg nar det skal apne seg)

Betrakt na et system av identiske reléer med strukturfunksjoner ¢ og P svarende hen-
holdsvis til lukking og apning pa kommando. La de tilhgrende palitelighetsfunksjoner

vaere hy(p) og hyo(pP).

Vi gnsker at bade hy(p) og hyp(pP) er store. Anta at hy(p) har S-form. Da vil for det
fgrste at p er stor, medfgre at hy(p) er stor. Men siden

hgo (PP) =1 — hy(1 —p"),

vil ogsa at p” er stor, medfore at hy(1 — pP) er liten og dermed ogsa at hyp (pP) er stor.
Vi slar derfor to fluer i en smekk. Pga. S-formen oppndes ogsa bedre egenskaper for
systemene av reléer enn for enkeltreléene. Dette er utdypet i Ovelse 3.7.3.

Dvelser
3.7.1

a) La ¢ vaere et 2-av-3 system med palitelighetsfunksjon ho(p). Vis at ho(1/2) = 1/2.
b) La mer generelt ¢,, vere et m-av-2m — 1 system der m > 2. Bestem pp, slik at

c¢) La ¢ vere en generell struktur med 2m — 1 komponenter. Anta at den korteste

stimengden har m komponenter og at h(po) = po. Forklar hvorfor

Po > DPm
der p,, er som i foregaende punkt.
3.7.2

a) Laa>1,0<A<1log0<z<y Visatdaer
Xy 4 (1 — Az — Dy + (1 — A)z]* <0,
b) La h(p) veere palitelighetsfunksjonen til et monotont system. Vis at

h(p®) < h%(p) hvis a > 1

3.7.3 La ¢ veere en struktur uten stimengder eller kuttmengder av lengde 1. La h(p) =
hi(p) veere den tilhgrende palitelighetsfunksjon. Sett

hn(p) = h(hn-1(p)) for n=2,3,...
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a) Antaat ¢ er en 2-av-3 struktur. Tegn systemet som har hs(p) som palitelighets-
funksjon.

b) Vis at

po for p=po
1 for p>po

lim h,(p) =

n—oo

{O for p < po

Forklar hvordan man kan lage vilkarlig gode (darlige) systemer.
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Kapittel 4

Bayesianske metoder 1
palitelighetsanalyse

Som tatt opp i Kapittel 1 vil en i palitelighetsanalyse pga. manglende data veere helt
avhengig av & kunne utnytte skjgnn og erfaringer fra ingenigrer om de teknologiske kompo-
nenter, og fra psykologer og sosiologer om de menneskelige komponenter. Dette gjor at det
er helt naturlig & basere seg pa en sakalt Bayesiansk metodelsere som utnytter subjektive
sannsynligheter p& en mate som er fullstendig konsistent med reglene fra sannsynlighets-
regningen. Resultatene i fgrste del av dette kapitlet er hentet fra Barlow og Proschan
(1985), mens siste del gir noen hovedresultater fra Natvig og Eide (1987).

4.1 Bayes formel og Bayes teorem

Disse resultatene fra sannsynlighetsregningen danner fundamentet for den Bayesianske
metodelsere, og vi starter med & bevise dem. Fgrst trenger vi en definisjon.

Definisjon 4.1.1
Begivenhetene Ay, ..., A, sies & veere en oppdeling av utfallsrommet S dersom

(1) AjCS, jz].,...,T
(i) U4;=$

j=1
(i) ANAc=2, j#k
(iv) P(4;) >0, j=1,...,r

Teorem 4.1.2 (Bayes formel)

La Aq,..., A, veere en oppdeling av S og la B veere en vilkarlig hendelse i S. Da er:
P(B|A;)P(A;
P p) =SB g
kX_ij(B|Ak)P(Ak)
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Beuwis:

pa,p) = DANB) _ PANE)  PBIA)PA)
y P(B) élP(AkﬂB) élp(Bmk)p(Ak)

For absolutt kontinuerlige tilfeldige variable far vi fglgende variant av Bayes formel.

Teorem 4.1.3 (Bayes Teorem)

La X og 0 veere tilfeldige variable med simultantetthet p(z,6). La videre p(z|6) og p(6|z)
betegne de tilhgrende betingete sannsynlighetstettheter og 7(#) marginaltettheten til 6.
For 0e© har vi:

p(z|0)m(6)
p(f|x) =
) = Toaomio)i
Beuwis:
Idémessig er beviset identisk med det for Teorem 4.1.2. Vi har idet p(z) betegner marginal-
tettheten til X:
p(z.0)  plx,0) _ p(z[0)7(6)

p(flz) = @) :ép(x’ 0)do —gp(:cw)?r(@)d@

Legg merke til at X og 6 gjerne kan veere vektorer.

Bayesianerne, dvs. tilhengerne av den Bayesianske metodeleere, synger ved festlige an-
ledninger “There is no theorem like Bayes’ Theorem”. Maten dette teoremet brukes pa
i Bayesiansk statistikk er som fglger. Vi har en ukjent parameter 6e©, der © er param-
eterrommet. Parameteren 0 er en fast stgrrelse, men den er ukjent for statistikeren. Vi
kaller den en tilfeldig storrelse. Den opprinnelige usikkerhet statistikeren har om hvor ¢
matte befinne seg, uttrykkes ved en a priori sannsynlighetstetthet 7mo(6). Statistikeren
skaffer seg s& data, D, for & bedre sin informasjon om 6. La na f.eks. D = (z1,...,Zn)
og betegn simultantettheten for (zy,...,,) gitt  med f(z1,...,x,|0). Hvis vi betrakter
denne som funksjon av 6, kalles den rimelighetsfunksjonen for 6 gitt dataene. Generelt
betegnes denne med L(#|D). Etter at dataene er samlet inn, oppdaterer statistikeren sin
usikkerhet om hvor 6 maétte befinne seg. Denne uttrykkes ved en a posteriori sannsyn-
lighetstetthet 7(f|D). Hemmeligheten er na at Bayes’ teorem er skreddersydd for denne
oppdateringen og gir umiddelbart:

L(6|D)mo(6)
T L(BID)o(6)d8

7(6]D) = — kL(6|D)mo(6) (4.1.1)

Her er k bare en normeringskonstant som sikrer at

/kL(Q\D)ﬂO(G)dQ —1
©

A posteriori sannsynlighetstettheten for # finnes derfor ved bare 4 multiplisere & priori
tettheten for  med rimelighetsfunksjonen for 6 gitt dataene og sa normere.
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42 A posteriori tettheten i en eksponensiell modell

For & konkretisere teorien i forrige avsnitt betrakt folgende anvendelse. Vi har n = 100
metallstrenger som utsettes for en hgy statisk belastning. Dette er et eksempel pa en
akselerert levtidstesting der en utsetter forsgksenhetene for belastninger langt utover det
normale for & fa en passende lengde av forsgksperioden. Pa grunnlag av dataene fra
forsgket med hgy belastning, og modellantagelser om koblingen mellom forsgksenhetenes
levetider under hgy og normal belastning, gnsker en a si noe om enhetenes levetider under
normal belastning.

Innfgr na fglgende tilfeldige variable:
X, = Levetid for i-te metallstreng, <=1,...,n

Gitt feilintensiteten )\, antas nd Xi,...,X, & vere uavhengige, identisk eksponensielt
fordelte med feilintensitet \. Betegn dataene fra forsgket med Dy = (1,...,7,). Rime-
lighetsfunksjonen for A gitt D; er da:

L(\|D,) = H)\exp —Az;) = A" exp( )\ZCEZ') (4.2.1)

) betraktes her som fast, men ukjent for statistikeren. Vi har da en subjektivistisk Bayes
metode. Hvis X er en tilfeldig variabel som beskriver “fysisk variasjon” fra metallstreng
til metallstreng, har vi en empirisk Bayes metode. Det er noe ganske annet.

Anta nd at vi i en viss forstand er uten informasjon om M\ fgr forspket settes igang. Vi
velger derfor & priori sannsynlighetstettheten mo(A) utfra en uniform modell:

~1
To(\) = {M 0<A<M (4.2.2)
0 ellers

Her er M sveert stor, f.eks. lik 10'2. Fra (4.1.1) har vi da

M\ exp(=\ 32 ;)
i=1

T(AlDy) =

M n
[ M= \"exp(—A S x;)dA
0 =1
(3 )" A" exp(=A 3. ;)
= =1
= -
S @) iArexp(=A X @5)dA
0 i=1 =1

n
Ved & substituere y = (3 x;)\ i integralet i nevneren far vi videre:
i=1

(i z;) "I exp(— A i x;)
' i=1




Sannsynlighetsmaksimeringsestimatet (SME) for A er den verdi av A som maksimerer
L(A\|Dy) og er \* =n/ Y z;. Vi har da:
i=1

M> z;=Mn/X*

Definer gammafunksjonen ved:
(e e}
= / y* e Vdy
0

Ved delvis integrasjon fglger det at:
I'a)=(a—1)'(a—1)
Hvis vi har valgt M > A\*, har vi:

/ T yrexp(— /y exp(—y)dy =T'(n +1)
0

Dermed er fglgende vist:

T & (3 ) A exp(-AY z)/Tn+ 1) 0< A< oo (4.2.3)

i=1 i=1
Hgyre side her er en gamma tetthet med formparameter a = n + 1 og skalaparameter

b= > z;. Denne siste stgrrelsen er forsgkets totale testtid.

i=1
Anta na at vi utfgrer et nytt forspk uavhengig av det fgrste og ender opp med dataene
Dy = (y1,...,Ym). Vi benytter da hgyre side av (4.2.3) som var a priori sannsynlighets-
tetthet med parametrene a og b som gitt over. (4.1.1) gir na fglgende a posteriori sann-
synlighetstetthet:

AT exp(—\ ‘Zjl y) b2 excp(—\b)/T'(a)

m(AD2) = =5 =
[ Amexp(—A 2 yi)beAe—lexp(—Ab)/T'(a)dA
0 i=1

Vi multipliserer na med (b + Z ¥;)T™ 1 teller og nevner og substituerer y = (b + Z Yi)A
i integralet i nevneren. Dette gir videre lik:
(b+ 3y X exp(=M(b + 5 54))
Jo© yrrm =t exp(—y)dy
= (b+ iyi)”m/\“m_l exp(—A(b + iyi))/F(a +m) (4.2.4)

i=1 i=1
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Fglgelig er a posterlorl tettheten en gamma tetthet med formparameter a+m = n+m+1

og skalaparameter Z z; + E y;. Skalaparameteren kan fortsatt fortolkes som forsgkenes

i=1 =1
totale testtid.

Som vi har sett av utledningen av (4.2.4) vil en antagelse om en a priori gamma tetthet
i var eksponensielle modell lede til at ogsa & posteriori tettheten er gamma. Gamma
fordelingen sies derfor & vaere en naturlig konjugert a priori fordeling for feilintensiteten i
den eksponensielle modell. Hvis vi for formparameteren a i en slik fordeling har at a > 1,
kan a— 1 fortolkes som antall observasjoner i et tidligere forsgk og skalaparameteren b som
den tilhgrende totale testtid. Dette tidligere forsgket kan veere reelt eller fiktivt. Denne
fortolkning, samt matematiske bekvemlighetshensyn, er grunnen til at en ofte velger en
naturlig konjugert & priori fordeling i den eksponensielle modell.

4.3 Litt Bayesiansk inferensteori

Det er viktig & legge merke til at utgangspunktet for en Bayesiansk inferensteori for en
parameter § nettopp er & posteriori tettheten for parameteren. La oss fgrst se pa punkt-
estimering av 6 pa grunnlag av & posteriori tettheten 7(0|D). Anta vi benytter estimatet
a, mens den korrekte verdien altsd er 6. Tapet ved a ikke ansla 6 korrekt males ved
tapsfunksjonen L(a,@).

Definisjon 4.3.1
Bayesestimatet, 6, er den verdi av a som minimerer forventet & posteriori tap, dvs. opp-
fyller:

E[L(6,0)|D] = inf E[L(a,6)| D]
= inf / L(a, 6)7(6]D)do
e
Ofte velges en kvadratisk tapsfunksjon, dvs.

L(a,0) = (a — 6)?
Vi har da fglgende teorem:
Teorem 4.3.2

Bayesestimatet, 9, for en parameter @, nar en benytter en kvadratisk tapsfunksjon, er
forventningen i a posteriori fordelingen, dvs.

= E(6|D)

Beuis:
)|D] = E[(a - 6)*|D]

a,0)|
=£a— ©(0|D)df
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Vi deriverer na dette uttrykket med hensyn pa a, idet vi forutsetter at vi har lov til a
derivere innenfor integraltegnet, og setter sa den deriverte lik 0. Dette gir:

/2a- 7(|D)dd = 0,

som leder til:

az/bﬂmDme=Ewun

]

Dermed er vi fremme.

La oss na se pa Bayesiansk intervallestimering.

Definisjon 4.3.3
Anta vi har en mengde CC O slik at

/wMDM@zl—a
C

Da kalles mengden en Bayes 100(1— )% troverdighetsmengde for . Hvis C er et intervall,
kaller vi det et troverdighetsintervall.

Et 100(1— a)% troverdighetsintervall for 6 er fglgelig et intervall der vi med sannsynlighet
1 — a tror at @ befinner seg etter at dataene D er samlet inn.

Eks. 4.3.1
Anta for den eksponensielle modellen at & priori sannsynlighetstettheten for feilinten-
siteten A\ er en gamma tetthet med formparameter a og skalaparameter b. Forsgket re-

sulterer i at m enheter feiler etter en total testtid Z Yi- A posteriori tettheten er da gitt
ved (4.2.4). Hvis na A har denne sannsynhghetstettheten, fplger det at

m

2(b + Zy’b)‘;i ~ X%[a+m]7

i=1

der x? betegner en kjikvadratfordelt tilfeldig variabel med v frihetsgrader. Dette gir, idet
X2, betegner « fraktilen i x} fordelingen,

2 2
P[ Xay/2, 2[a+m < ]\ < X1-a/2, 2[—a+m]:| =1—«
(b+Zyz) 200+ 2 i)

Folgelig er:

2 2
[ Xa/2,2la+m] Xl—a/z,z[a+m1} (4.3.1)
2b+ X v) 200+ L)
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et 100(1 — a)% troverdighetsintervall for A.
La oss sammenligne med et klassisk konfidensintervall idet vi lar:
Y; = Levetid for i-te metallstreng, 7=1,...,m
Siden 2)\Y; ~ X3, folger det at
2\ i Y; ~ Xam:
i=1

Dermed har vi at:

2 2
P|:ch7/712,2m S A S Xl—;/Q,?m} —1—a
23 Y 2V
=1 =1

Folgelig er:

[Xi/Q,Qm X%—a/Q,Qm]
258y, 28

i=1 i=1
en 100(1 — a)% intervallestimator for A. Legg merke til at fortolkningen na er denne. Det
er en sannsynlighet pa 1— «, for forspket utfores, for at intervallestimatorens (stokastiske)
grenser omslutter den faste parameteren .

Anta na at forsgket utfores og vi registrerer at f: Y, = f y;. Vi far da fglgende 100(1—a)%
i=1 i=1
intervallestimat for A:

X?x/Z,?m X%—a/2,2m (4 3 2)
2 ; Y 2 ;1 Yi

Hva sier dette intervallet om hvor parameteren A matte befinne seg? Svaret er: ingenting!
Enten ligger parameteren i intervallet eller sa gjgr den det ikke. Klassisk inferens beskriver
ikke vdr usikkerhet om parameteren etter at dataene D er samlet inn. Populsert sagt —
vi kjenner sannsynligheten for & treffe blinken for vi skyter, men vi vet ingenting om hva
som skjedde etter at skuddet er avfyrt.

Anta na at en likevel ved anvendelser feilaktig fortolker (4.3.2) som et 100(1 — a)% tro-
verdighetsintervall for . Ved & sammenligne (4.3.2) og (4.3.1) svarer dette numerisk til
en Bayes metode med & priori “gammatetthet” for A med parameter a = b = 0, dvs.

m(A) =1/A  A=0

Dette er en uekte a priori tetthet siden
/ ALdA = oo,
0

Om vi ser bort fra dette siste, kan vi likevel sl fast at for de fleste anvendelser vil 7o(A)
gitt over legge helt urealistiske store vekter pa smé verdier av A. Hvis vi har mye data,
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dvs. at en i (4.3.1) har m > a, f: y; > b, vil forskjellen pa (4.3.1) og (4.3.2) veere liten,
=1

og betydningen av & priori fordelingen veere minimal.

Resultatet over gjelder faktisk ganske generelt. Har en mye data, vil en Bayes metode
numerisk ofte lede til omtrent samme resultat som en velkjent klassisk metode. Har en
lite data, vil forskjellen kunne veere stor, og den klassiske metode vil implisitt ofte svare
til en & priori informasjon som kan veere helt urimelig.

Et alternativt punktestimat for en parameter 6 er modalverdien, 6, i & posteriori tett-
heten 7(6|D), dvs. den verdi av # som maksimerer m(f|D). Sammenlign med sannsyn-
lighetsmaksimeringsestimatet som maksimerer L(#|D), mens modalverdien maksimerer
L(0|D)mo(0). Det forste estimatet fremkommer som et spesialtilfelle av det siste for kon-
stant mo(6). Det siste estimatet er derfor mer naturlig og har en klarere begrunnelse.

Eks. 4.3.2
La oss finne modalverdien i & posteriori tettheten for A gitt i (4.2.4). Vi har:

In7(\Ds) = (a+m)In(b+ iyz)

=1

+(a+m—1)In\ — /\(b-i—iyi) —InT'(a+m)

=1

Olnw(A|Dy)  a+m—

! —(b+ iyz)
i=1

oA B A
Ved & sette den deriverte lik 0, finner vi modalverdien og dermed punktestimatet:
5\ _ a+ 77;Ln— 1
b+ 231 Y;

Eks. 4.3.3 (Prediksjon)
Anta vi pd bakgrunn av (4.2.4) gnsker & beregne (prediktere) sannsynligheten for at en
ny metallstreng overlever 1000 timers hgy statisk belastning. La

X = Levetid for ny metallstreng
Vi har da:

P(X > 1000) 7P(X > 1000|\)7(A| Da)dA

i=1 i=1

— /exp(—/\IOOO)(b + i y;) AT exp(—A(b + iyi))/I‘(a + m)dA
0

¢ a+m
(b + ié:l yz) ( 1000 >—(a+m)
(1000 + b + ; y;)otm™ b+ Z,l Yi
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m
Hvis vi na har mye data, dvs. m > a, > y; > b, far vi fglgende tilneermelse uttrykt ved
i=1

sannsynlighetsmaksimeringsestimatet A\* = m/ 3 y; for A:
i=1

P(X > 1000) = (1 + A*1000/m) ™™ ~ exp(—A*1000)

Dette siste er nettopp det klassiske sannsynlighetsmaksimeringsestimatet for den sgkte
sannsynlighet.

For & bidra til et kanskje mer balansert syn pa Bayesiansk inferensteori skal vi avslutte
dette avsnittet med fglgende to kommentarer.

i) En naturlig konjugert & priori fordeling er som oftest tilstrekkelig brukbar til a
beskrive var opprinnelige usikkerhet om parameteren 6. Innvendingen mot & bruke
en slik fordeling er at dette tvinger & posteriori fordelingen til & vaere medlem av
samme klasse av fordelinger uansett hva slags nye data vi matte ha fatt.

ii) Hvis vi har en parametervektor § = (61,...,0), og det er urealistisk a anta at
64, ...,0, er uavhengige & priori, vil vi ofte ha store problemer med & modellere var
a priori innsikt om disse avhengighetsforholdene. Har vi lite data, vil a posteriori
fordelingen kunne bli sveert lite robust overfor endringer i a priori antagelsene om
avhengighet.

Innvendingen i i) imgtegas ved a benytte numeriske integrasjonsmetoder ved oppdaterin-
gen i stedet for & velge en naturlig konjugert & priori fordeling. Innvendingen i ii) er
langt alvorligere og kan virke dempende pa bruken av Bayesianske metoder i modeller
med mange parametre.

4.4 Bayes suffisiens

For & beregne a posteriori sannsynlighetstettheten w(8|D), gitt ved (4.1.1), for en para-
meter § gitt dataene D, trengs rimelighetsfunksjonen L(|D). Denne formidler den infor-
masjonen om & som dataene D har skaffet til veie. Ofte er det slik at det er tilstrekkelig
(eng. sufficient) & bare kjenne summariske funksjoner av dataene for a kunne etablere
rimelighetsfunksjonen. Dette leder til fplgende definisjon.

Definisjon 4.4.1

La 6 vare en ukjent parameter med rimelighetsfunksjonen L(6|D) basert pa dataene D.
En funksjon av dataene, s(D), som godt kan veere en vektor, er Bayes suffisient for 6
hviss for enhver & priori tetthet mo(6), & posteriori tettheten m(6|D), gitt ved (4.1.1), bare
avhenger av D gjennom s(D). Dvs. for enhver mo(6) kan vi skrive a posteriori tettheten
som m(0|s(D)).
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En enkel mate & finne en Bayes suffisient funksjon av dataene pa er gitt i fglgende teorem.

Teorem 4.4.2
Hvis rimelighetsfunksjonen L(6|D) har fglgende faktorisering:

L(0|D) = g(s(D)|0)n(D),
der h(D) ikke avhenger av 6, er s(D) en Bayes suffisient funksjon av dataene for 6.

Bewis:
Fra (4.1.1) har vi:

7(0|D) = 9(

= kig(s(D)]0

Herav ser vi at m(6|D) bare avhenger av D gjennom s(D) for enhver mo(6). Folgelig er
s(D) en Bayes suffisient funksjon av dataene for 6.

Eks. 4.4.1

Ved & ta utgangspunkt i rimelighetsfunksjonen L(A|Dy), gitt ved (4.2.1), for feilinten-
siteten \ i den eksponensielle modell, finner vi fplgende Bayes suffisiente funksjon av
dataene for A

s(Dy) = (n, zj; ;)

Det at n her er kjent (= 100) spiller liten rolle siden en Bayes suffisient funksjon ikke er
noen tilfeldig variabel. Dette til forskjell fra klassisk statistikk der en suffisient observator
er en tilfeldig variabel. Bayes suffisiens kalles ofte Kolmogorov suffiens, mens suffisiens i
klassisk statistikk ofte kalles Fisher suffisiens. Det kan vises at Fisher suffisiens medfgrer
Kolmogorov suffisiens. Den motsatte implikasjonen holder imidlertid ikke generelt.

4.5 Alternative forsgksplaner for levetidstesting i en
eksponensiell modell

Vi skal na gé tilbake til den eksponensielle modellen beskrevet i Avsnitt 4.2 og se pa
noen alternative forsgksplaner. Der s vi pa den trivielle forsgksplan der forsgket ble
avbrutt forst nar alle levetidene var observert. To av rimelighetsfunksjonene som er
beskrevet i det folgende, representerer simultanfordelinger til tilfeldige variable der en er
diskret fordelt mens de gvrige er absolutt kontinuerlig fordelt. En presis utledning av
disse rimelighetsfunksjonene er bare mulig ved bruk av teori for mal og sannsynlighet.
Dette vil vi ikke g& inn pa her, men bare ngye oss med en noe mindre tilfredsstillende
utledning.
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a) Fullstendig observasjon inntil et bestemt antall forspksenheter har feilet

Vi har n forsgksenheter og vi avbryter forsgket nar k enheter har feilet, 1 < k < n. Her
er k forhandsspesifisert. k = n svarer til den trivielle forsgksplanen beskrevet i Avsnitt
4.2. La

Ty <o) < .S T,

veere de observerte, ordnete levetider. Betegn disse dataene fra forsgket med D =

(@, .- ,ZL‘(k)). Rimelighetsfunksjonen for feilintensiteten A er da gitt ved:
n! k
L(/\’D) = — H /\e—/\f(i)(e—)\:c(k))n—k
(1!)k(n - k>! i=1
n! k k
T (n— k)n’\ exp(—AD_z + (n — k)zw)) (4.5.1)
: =1
n!
= k)')\k exp(—AT),

der i
T= Z.’E(i) + (n — k)x(k)
i=1
er den totale testtid for forspksenhetene frem til forsgket avbrytes. Legg merke til den
multinomiske koeffisienten n!/[(1!)*(n — k)!] som inngar i L(A|D) pga. av at vi baserer oss

pa de ordnete levetider. Siden denne koeflisienten ikke avhenger av A, vil den forkortes
bort under utledningen av & posteriori sannsynlighetstettheten for A.

Anta nad at var & priori tetthet for A er en gamma tetthet med formparameter a og
skalaparameter b. Fullstendig analogt med utledningen av (4.2.4) finner vi at a posteriori
tettheten (\|D) er en gamma tetthet med formparameter a + & og skalaparameter b+T',

dvs.
r(AID) = (b + T)* X Lexp(—=A(b+ T))/T(a+ k) (4.5.2)

b)  Fullstendig observasjon inntil et fast tidspunkt

Vi har n forsgksenheter som blir testet fra tidspunkt t = 0. Forsgket avbrytes etter en
forhandsspesifisert tid ¢ = to. La

K = antall enheter som feiler i [0, ¢o]
K er her en tilfeldig variabel som er binomisk fordelt (n, 1—exp(—Ato)), gitt feilintensiteten

A, dvs.:

P(K = k|\) = W@i_k_)!(l — exp(—Ato))* exp(—Ato(n — k),

k=0,...,n (4.5.3)
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La videre X veere eksponensielt fordelt med feilintensitet A, gitt A. Vi har da fglgende
betingete tetthet for X gitt X < {o:

f(z|X <to, ) = Aexp(—=Az)/(1 — exp(—Ato)), 0<z<ty (4.5.4)

Gitt K =k, la
Ty S x2) <0 S Tk,
veere de tilhgrende, observerte, ordnete levetider. Disse har fplgende simultane tetthet:
k!

[z, WMK—kM—KU
<.

[Xexp(=Az@i)) /(1 — exp(—Ato))],

Ty < to (4.5.5)

|/\ Ilz?v

0<zn) <2

Betegn datacne fra forsgket med D = (z(1),...,Tw), K = k). Ved & multiplisere (4.5.3)
og (4.5.5) blir rimelighetsfunksjonen for A na:

|

L@w*:m—m!

N exp(—=AT), (4.5.6)

der
k

i=1

er den totale testtid. Ved & benytte en & priori tetthet for A som i a), fremkommer a
posteriori tettheten 7(A|D) gitt ved (4.5.2), vel og merke med korrekt fortolkning av k og
T.

¢) Invers binomisk forsgksplan

Anta at vi kun har et forsgkskammer til disposisjon og bare kan teste en forsgksenhet
av gangen. Vi tester da hver enhet inntil den feiler, men ikke utover tiden ¢ = ¢o. Den
blir s& erstattet av en ny enhet. Dette gjentas inntil k& enheter har feilet. Her er k
forhandsspesifisert. La

N = antall enheter som ma testes fgr k har feilet

N er her en tilfeldig variabel som er negativ binomisk fordelt (k,1 — exp(—Ato)), gitt A,
dvs.:

PUV:7¢M::(Z:i)(1—emx—Am»kamC<Mdn—k»,
n=kk+1,... (4.5.7)
La X vere som i b) med betinget tetthet gitt X < to, gitt ved (4.5.4). La videre

T1,T2y...,Tk,
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vaere de tilhgrende, observerte levetider for de k enheter som feiler, nummerert i den
rekkefplge de blir observert. Disse har fglgende simultane tetthet:

flzy,. .., zk|N) = H[)\ exp(—Az;)/(1 — exp(—Atp))],

1=1

OSCIZiSto, iZl,...,k (458)

Betegn dataene fra forsgket med D = (z1,...,x%, N = n). Ved & multiplisere (4.5.7) og
(4.5.8) blir rimelighetsfunksjonen for A na:

L(AD) = (Z - }) A exp(=AT), (4.5.9)

der i
T=> zi+ (n—k)to
i=1

er den totale testtid. Ved igjen a benytte en & priori tetthet for A som i a), fremkommer
& posteriori tettheten w(A|D) gitt ved (4.5.2), vel og merke med korrekt fortolkning av k
og T

Vi skal na knytte en del sammenfattende kommentarer til resultatene over. Fra (4.5.1),
(4.5.6), (4.5.9) og Teorem 4.4.2 fglger det at (k,T'), der k er antall enheter som svikter og
T er total testtid, er en Bayes suffisient funksjon av dataene for A for alle planene.

Med en stopperegel menes en regel som brukes til & bestemme nar et forsgk skal avbrytes.
Stoppereglene i de tre planene som er behandlet over, har ikke noen kobling til den lgpende
informasjon om \. Vi sier derfor at disse stoppereglene er ikke-informative om A. Hvis
disse stoppereglene hadde veert informative om A, kunne ikke (k,T') veere Bayes suffisient
for .

Videre er for alle planene & posteriori tettheten en gamma tetthet der formparameteren
er oppdatert fra a til a + k og skalaparameteren oppdatert fra b til b + 7 i forhold til a
priori tettheten.

La A veere gammafordelt med formparameter a og skalaparameter b. Da er:

ER = / AN exp(—bA)/T(@)dA
0

Tla+1) T 41
— N 7 a a _ 1 )\
Fa O/b A% exp(—bA)/T(a + 1)d
_ [(a+1) _a
T@b b
Tilsvarende finner en at:
BR? = Fa+2) (a+1)a

T(a)b? b?
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og dermed:
- (a+1la da* a
VarA = '—bQ—— — 'b—2 = 'b—2

Et standardisert spredningsmal, variasjonskoeffisienten, blir da:

Varkoef A = Var A = L

EA Va

Fra Teorem 4.3.2 fglger det na for alle planene at Bayesestimatet, )\, for A, nar en benytter
en kvadratisk tapsfunksjon, er gitt ved:

a+k

A=
b+T

(4.5.10)

Det tilsvarende estimatet a priori er
Ao = a/b (4.5.11)
Variasjonskoeffisienten & posteriori er

1/Va+k,

som er oppdatert fra 1/y/a & priori. Dette viser at den standardiserte spredningen re-
duseres & posteriori bare hvis noen enheter har sviktet. Variasjonskoeflisienten karakteris-
erer i en viss forstand formen pa gammafordelingen. Det er derfor naturlig at denne
koeffisienten bare avhenger av formparameteren og ikke av skalaparameteren.

Helt parallelt til utledningen i Eks. 4.3.2 finner en for alle planene felgende modalverdi a
posteriori:

- at+k-1
A= ————— 4.5.12
b+ T ( )
Det tilsvarende estimat a priori er:
Xo = (a—1)/b (4.5.13)

Dette siste estimatet er selvsagt bare fornuftig hvis a > 1. Legg merke til likheten mellom
estimatene (4.5.10) og (4.5.12), og (4.5.11) og (4.5.13).

Ved & maksimere rimelighetsfunksjonene (4.5.1), (4.5.6) og (4.5.9) ser en at sannsyn-
lighetsmaksimeringsestimatet for 6 = 1/, 0%, for alle planene er gitt ved:

6" = T/k. (4.5.14)
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4.6 Bayesiansk inferens for forventningen i en ekspo-
nensiell modell

Vi gar na tilbake til vart forsgk i Avsnitt 4.2 og skal se pa inferens for forventningen,
6 =1/, i den eksponensielle modell. Det fplger med en gang fra (4.2.1) at rimelighets-
funksjonen for 6 gitt dataene Dy = (z1,...,z,) er gitt ved:

n

L(6|Dy) = 0" exp(— ) _ x:/0)

1=1

Anta ogsa na at vi en viss forstand er uten informasjon om parameteren fgr forspket settes
i gang. Vi velger derfor & priori sannsynlighetstettheten mo(#) utfra en uniform modell:

-1
7o(0) = {M 0<f<M (4.6.1)
0 ellers

Her er igjen M sveert stor, f.eks. 10'2. Legg merke at denne uvitenheten ikke er konsistent
med & bruke den samme & priori fordeling for A slik vi gjorde i (4.2.2). (4.6.1) svarer
derimot til fglgende & priori fordeling for A:

—1y-2 1
o(\) = {M AT M s A< o0 (4.6.2)
0 ellers

Hvis nemlig en tilfeldig variabel X har sannsynlighetstetthet (4.6.1), vil X ~! ha sannsyn-
lighetstetthet (4.6.2), dvs. (4.6.1) og (4.6.2) er inverse tettheter.

Fra (4.1.1) har vi:

M~ exp(— 3. %:/9)
m(0|D1) = =
fM 19-nexp(— > z;/6)do
=1
(£ 210" exp(— 3 2./6)
= M a B
({(gl z;)" 10" exp(— ;1 x;/0)df

Ved a substituere y = ‘Z z;/0 1 integralet i nevneren far vi videre:

=1
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Sannsynlighetsmaksimeringsestimatet for 6 er 8* = Y~ x;/n. Vi har da:
i=1

zn:xz/M =0"n/M

i=1

Hvis vi har valgt M > 6%, har vi:

/ y"?exp(—y)dy ~ /y”‘Q exp(—y)dy = T'(n — 1)
n O

=1

Dermed har vi vist:

n

7(0|Dy1) = (3 )" 107" exp(— Xj::vl/é)/f‘(n - 1) 0<fH<o0o (4.6.3)

1=1

H(zﬁyre side her er en invers gamma tetthet med formparameter a = n—1 og skalaparameter

b= Z z; som jo er forsgkets totale testtid. Som navnet sier er gammatettheten og den
=1
inverse gammatettheten med felles parametre inverse tettheter. Dette betyr at a posteriori

usikkerheten i 6 gitt ved (4.6.3) ikke er konsistent med & posteriori usikkerheten i A gitt
ved (4.2.3). Skalaparameteren er riktignok felles, men formparameteren er n —11i (4.6.3)
og n+ 11 (4.2.3). Denne inkonsistensen mellom disse & posteriori tetthetene er selvsagt
nedarvet fra inkonsistensen mellom & priori tetthetene (4.2.2) og (4.6.1).

Anta ogsa na at vi utfgrer et nytt forsgk uavhengig av det fgrste og ender opp med
dataene Dy = (y1,...,Ym). Vi benytter da hgyre side av (4.6.3) som var a priori sannsyn-
lighetstetthet med parametrene a og b som gitt over. (4.1.1) gir na fglgende a posteriori
sannsynlighetstetthet:

yi/0)b*0~ "V exp(—b/0) /T'(a)

/Q)baﬁ (@+1) exp(—b/0) /T (a)d6

0~ exp(—

(0| Ds) =

o0

f 0~ exp(—

uMS ||M3

Vi multipliserer na med (b+ ﬁ y;)®t™ 1 teller og nevner og substituerer y = (b+ g Yi)/0
=1 =1

i integralet i nevneren. Dette—gir videre:

(b+ % ys) 0D exp(— (b + L 5)/0)

({ yetmlexp(—y)dy

(b+ Z yi) T exp(— (b + Z :)/0)/T(a +m) (4.6.4)

=1 =1
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Folgelig er a posteriori tettheten ogsa en invers gamma tetthet med formparameter n—1+

m og skalaparameter Z T + Z y;. Den inverse gammafordelingen er derfor en naturlig
i=1

konjugert a priori fordehng for forventningen i den eksponensielle modell. Hvis a er
formparameteren i en slik fordeling, kan a + 1 fortolkes som antall observasjoner i et
tidligere forsgk. Skalaparameteren b kan fortolkes som den tilhgrende totale testtid. Igjen
kan dette forsgket veere reelt eller fiktivt. Legg igjen merke til at inkonsistensen mellom a
priori tetthetene (4.2.2) og (4.6.1) leder til en inkonsistens ogsa her. Over fortolkes a + 1
som antall observasjoner i et tidligere forsgk, mens dette antallet var a — 11 Avsnitt 4.2.
For & veere konsistent ma vi fortolke formparameteren pa samme mate enten vi ser pa
inferens for A eller # = 1/A. Et fornuftig kompromiss er a fortolke formparameteren a
i begge tilfelle som antall observasjoner i et tidligere forsgk. For a unnga uekte a priori
tettheter antas a,b > 0.

Hvis vi betrakter de alternative forsgksplanene beskrevet i Avsnitt 4.5, gjelder selvsagt
fortsatt rimelighetsfunksjonene (4.5.1), (4.5.6) og (4.5.9) innsatt med A = 1/6. Anta
uansett forsgksplan at var a priori tetthet for # er en invers gamma tetthet med formpa-
rameter a og skalaparameter b. Fullstendig analogt med utledningen av (4.6.4) finner vi
at & posteriori tettheten 7(6|D) er en invers gamma tetthet med formparameter a + k og
skalaparameter b + T uansett forsgksplan, dvs.

7(0)D) = (b+ T)*t 9~ 4D exp(—(b+ T)/0)/T(a + k) (4.6.5)

Det fglger umiddelbart av rimelighetsfunksjonene (4.5.1), (4.5.6) og (4.5.9) innsatt med
A =1/0, samt Teorem 4.4.2, at (k,T") ogsa er en Bayes suffisient funksjon av dataene for
0 for alle planene.

La © vere invers gammafordelt med formparameter a og skalaparameter b. Da er:

E® = / 06~ (@+D exp(—b/) /T (a)df
0

['(a—1)b T a—lp—a
_ _FWO/[) 6= exp(—b/8)/T'(a — 1)df

['(a—1)b b

Ma)  a—1

For alle planene fglger na fra Teorem 4.3.2 at Bayesestimatet, 6, for #, nar en benytter en
kvadratisk tapsfunksjon, er gitt ved:

- b+T
0= —— 4.6.
at+k—1 (466)
Det tilsvarende estimat a priori er:
0o =0b/(a —1) (4.6.7)
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Husk at sannsynlighetsmaksimeringsestimatet, 6%, for 6 er gitt ved (4.5.14). Vi har na
folgende seerdeles interessante sammenheng:

P b+T b a—1 +z k
a+k—1 a—-1 a+k—-1 k a+k-1
= fow+0*(1 —w), (4.6.8)

derw=(a—1)/(a+k—1).

(4.6.8) kalles en troverdighetsformel (eng. credibility formula). Den viser at Bayesesti-
matet for  kan skrives som et veiet gjennomsnitt av det tilsvarende estimatet a priori og
sannsynlighetsmaksimeringsestimatet. Legg merke til at ettersom k, antall enheter som
svikter, gker, blir mer vekt lagt pa sannsynlighetsmaksimeringsestimatet og mindre pa a
priori estimatet. Formelen viser hvordan vart endelige estimat for 6 er balansert mellom
ingenigrens skjgnn og de rene data fra forsgket, og inviterer formelig til samarbeid mellom
ingenigren og statistikeren.

Legg ogsa merke til at s& lenge k = 0, sa vil 8* = oo uansett total testtid T. Dette er helt
urimelig. Bayesestimatet for £ = 0 er derimot

b+T

a—1

Dette er endelig for a > 1 og gker linegert i den totale testtiden T'. Dette er naturlig. Dess
lengre tid det gar for noen enheter svikter, dess lengre vil vi ansla enhetenes forventede
levetid & veere. Bayesianere, uttrykker dette slik: “Bayesians learn while waiting (for the
first failure)”.

0 =

Anta na at en ikke baserer seg pa den naturlig konjugerte a priori fordeling for 6. Fglgende
teorem, som vi gjengir uten bevis, er hentet fra Barlow og Proschan (1985).

Teorem 4.6.1

La 7o (6) veere en & priori tetthet over © slik at {f|mo(6) > 0} er et intervall i [0, 00) og la
7(0|k, T) veere den tilhgrende & posteriori tetthet basert pa den Bayes suffisiente funksjon
(k,T) av dataene. Da er:

Pl > 60|k, T] = /7r(9|k,T)d9
o

ikke-voksende i k > 0 for fast T', og ikke-avtagende i T for fast k. Dvs. & posteriori tilfeldig
variablen © er stokastisk ikke-voksende i k og stokastisk ikke-avtagende i T'. Spesielt har

- E[B]k=0,T] > E[B|k =0,T = 0] (4.6.9)

Hovedresultatet i Teorem 4.6.1 er intuitivt opplagt. Venstre side av (4.6.9) er Bayeses-
timatet for 0 basert pa dataene (k = 0,7'), mens hgyre side er det tilsvarende estimat a
priori. (4.6.9) viser at utsagnet “Bayesians learn while they wait (for the first failure)”
pa ingen mate er knyttet til bruk av naturlig konjugerte a priori fordelinger.
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4.7 Bayesiansk estimering av systempalitelighet

Vi skal na se pa hvordan den Bayesianske metodeleere kan brukes til & estimere sys-
tempalitelighet. Som nevnt allerede i Avsnitt 1.2 er det karakteristiske for teorien her
at en gnsker & utnytte skjgnn, erfaringer og data bade for systemets komponenter og for
systemet selv. Teorien i det fglgende er hentet fra Natvig og Eide (1987).

Utgangspunktet vart er nd i hovedsak det samme som i Avsnitt 3.1 da vi innfgrte sys-
tempaliteligheten. Vektoren av komponentpaliteligheter, p = (p1,. .., pn), ble da betrak-
tet som kjent. Vi skal na betrakte parametervektoren, p, som fast, men ukjent for oss.
Var & priori usikkerhet om p, 7(p), antas gitt som: -

n

w(p) = [T m(ps), (4.7.1)

i=1

der m;(p;) er den marginale & priori sannsynlighetstetthet for p;. Vi antar med andre ord
at komponentpalitelighetene er uavhengige a priori.

Anta s& at vi utfgrer forspk pa komponentniva og innhenter dataene D = (Dy, ..., D),
der D; er data hentet fra eksperimentet utfert for i-te komponent. Vi antar at gitt p, sa
er Dy, ..., D, uavhengige. Fglgelig er & posteriori simultantettheten for p, m(p|D), lik:

n

w(p|D) = [T mi(p:l D), (4.7.2)

i=1

der 7;(p;| D;) er den marginale & posteriori sannsynlighetstetthet for p;. Vihar her benyttet
Teorem 4.1.3 (Bayes Teorem) og (4.7.1). (4.7.2) sier at komponentpélitelighetene ogsa er
uavhengige a posteriori.

Hvis na komponenttilstandene X, ..., X, er uavhengige gitt p, kan den tilhgrende sann-
synlighetstetthet, 7(h(p)|D), i prinsippet utledes fra (4.7.2) ved & benytte transformasjons-
formelen for sannsynlighetstettheter. Dette forutsetter for det fgrste at systemet ikke er
mer komplekst enn at vi greier & finne et eksakt uttrykk for systempaliteligheten, h(p),
ved f.eks. & bruke faktoriseringsalgoritmen. Dernest ma uttrykket for h(p) ikke veere verre
enn at vi greier 4 benytte transformasjonsformelen. Hvis vi na klarer dette, ma vi ut-
nytte & priori skjonn og erfaringer pa systemniva for a korrigere m(h(p)|D) til mo(h(p)|D),
som er & priori sannsynlighetstettheten for systempaliteligheten. Anta sa til slutt at vi
utfgrer forsgk pa systemniva og innhenter dataene D. Vi ender da opp med a posteriori
sannsynlighetstettheten, 7(h(p)|D, D) for systempaliteligheten. Prosedyren illustreres i
Figur 4.7.1.

Vi har nd en drgm om f4 alt dette til & henge i hop pa en matematisk bekvem mate. Ferst
velges m;(p;) som en naturlig konjugert & priori tetthet for p; relativt til eksperimentet
D; for i = 1,...,n. Denne delen av drgmmen kan nok oppfylles. Dernest haper vi at
vi kan transformere oss frem til 7(h(p)|D) for korreksjonen til mo(h(p)|D) foretas. Hvis
systemet ikke er for komplekst, skulle ogsa dette kunne ga bra. Det som synes umulig
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er at vi ender opp med en 7o (h(p)|D) som er den naturlig konjugerte & priori tetthet for
h(p) relativt til eksperimentet D. Om ikke for far vi det i alle fall matematisk ubekvemt
pa systemniva.

Komponent 1 . Komponent n
O m(p) O mulpn)
I D L Dy
O 7T1(P1|D1) O ﬂn(pn|Dn)
N\ /
O
m(h(p)|D)
|
mo(h(p)|L2)
l D
m(h(p)|2, D)
Figur 4.7.1

For & klarlegge dette problemet skal vi se pa et eksempel hentet fra boken Martz og
Waller (1982, s. 504-507). Betrakt et seriesystem av n uavhengige komponenter gitt p.
La levetiden til i-te komponent veere eksponensielt fordelt med feilrate Ay, 1 = 1,...,n.
Betrakt systemet pa tidspunkt ¢. Da er:

pi = exp(—Ait)

n

h(p) = ﬁpi = exp(— Y Ait) = exp(—At),

n
der A = 3. \;. Vart inferensproblem kan na transformeres til & se pa A;-ene i stedet for
i=1
pi-ene og A 1 stedet for h(p).
Vi er na pa velkjent grunn og kan utnytte resultater fra Avsnitt 4.5. Anta at eksperi-
mentene pa komponentniva gir D; = (k;, T;), ¢ = 1,...,n der k; er antall i-te komponenter
som svikter og T} er den tilhgrende totale testtid. Anta tilsvarende at D = (k,T) er re-
sultatet av eksperimentet pa systemniva. VAar & priori usikkerhet om A; beskrives na ved
en gamma tetthet med formparameter a; og skalaparameter b;. Dette leder da til en a

posteriori tetthet for \; med formparameter a; + k; og skalaparameter b; + 7;. Anta at
vi i var drgmmeverden registrerer b; + T; = b, @ = 1,...,n. Det fplger da at 7(A|D) er

en gamma, tetthet med formparameter 3 (a; + k;) og skalaparameter b. Hvis vi na ikke
i=1

foretar noen korreksjon av denne pga. & priori erfaringer pa systemniva, ender vi opp
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med en & posteriori sannsynlighetstetthet for A\, 7(A|D, D), som er en gamma tetthet med

formparameter i (a; + k;) + k og skalaparameter b+ 7.
=1

Ikke glem at dette var en drgm og at drgmmen var basert pa uavhengige komponenttil-
stander gitt p!

P& bakgrunn av erfaringene over reduserer vi vare ambisjoner. Vi starter med a beskrive
momentene opp til orden m, E(pf), j=1,...,m,avm(p;),i=1,...,n. Disse oppdateres
s& til & posteriori momentene E(pl|D;), 7 = 1,...,m, av 7;(p;|D;) ved f.eks. & bruke resul-
tater fra Mastran og Singpurwalla (1978). Fra disse oppnaes igjen grenser for momentene
E(W|D), 7 = 1,...,m av w(h|D). Legg merke til at vi nd ikke ngdvendigvis trenger
at komponenttilstandene er uavhengige gitt p. Fra disse grensene og a priori skjgnn og
erfaringer pa systemniva tilpasses mo(h|D). Denne oppdateres sa endelig til m(h|D, D).

Prosedyren illustreres i Figur 4.7.2.

4.8 Grenser for momentene i tettheten til system-
paliteligheten

En ngkkelovergang i prosedyren over er etableringen av grensene for momentene i tett-
heten til systempaliteligheten utfra tilsvarende momenter i tetthetene til komponentpali-
telighetene. I dette avsnittet skal vi se neermere pa denne overgangen. For & forenkle
notasjonen skal vi slgyfe henvisningen til data D pa komponentniva.

Komponent 1 e Komponent n
O E@) j=1...,m O E@) j=1...m
1 Dy ! D,
O E@ID) j=1,...,m O EB@lD.) j=1....m
N\ /

O
EW|D) j=1,...,m
l
mo(h|D)
! D
m(h|D, D)
Figur 4.7.2

La oss et gyeblikk anta at komponenttilstandene er uavhengige gitt p. Siden p;-ene er
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uavhengige, fglger det fra (3.1.2) i Lemma 3.1.2 at

Bhp) = 3 [I(Ep)™(1— Ep)~=o(x)

ze{01}n i=1
= h(E()),
der E(p) = (Ep1, ..., Epn).

Ved f.eks. & bruke faktoriseringsalgoritmen er det mulig & finne et eksakt uttrykk for
Eh(p) uttrykt ved E(p) selv for ganske store systemer. Poenget er imidlertid at det
ikke ser ut til & veere noen enkel mate & utvide angrepsmaten over til & gi eksakte ut-
trykk for hgyere ordens momenter til h(p). Folgelig vil en selv i tilfellet med uavhengige
komponenttilstander gitt p trenge grenser for hgyere ordens momenter til h(p).

Vi vil i det fglgende trenge fglgende generalisering av Teorem 3.6.1.

Teorem 4.8.1
La Ty,...,T, veere assosierte tilfeldige variable slik at 0 < T; < 1,7 =1,...,n. Daer for
a > 0:

B[ 1) =[] BT? (45.1)
EﬁT < ﬁET (4.8.2)

For spesialtilfellet med to uavhengige tilfeldige variable 17 og T5 har vi:
2 2
BT = [] BT? (483
i=1

i=1

Beuis:
(4.8.1) folger umiddelbart av (3.6.1) siden

n n

Bq[T)* = E] T = [] BT?
=1 =1

=1
(4.8.2) er identisk med (3.6.2). (4.8.3) fglger siden:
2
(I 7)* = (i+ T - TWT)* = TY + T3 + T{T5
=1
+2T\Ty — 2T2Ty — 21\ T3 = T2 + T2 — TPT3

2
+2(T7 = T)(T3 - To) > [I 77,

i=1

og dernest bruke at 77 og T3 er uavhengige.
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Ulikheten (4.8.3) avslgrer det ubehagelige faktum at en symmetri i (4.8.1) og (4.8.2), bare
er mulig for @ = 1, nar T;-ene ikke er bineere.

Utgangspunktet for de fglgende grenser er Teorem 3.6.4, Korollar 3.6.6 og Korollar 3.6.8.
Disse gjelder ogsa opplagt nar pi,...,p, og h som her er tilfeldige stgrrelser. Fglgende
grenser gis i Mastran og Singpurwalla (1978).

Teorem 4.8.2
La h vaere paliteligheten til et monotont system av n assosierte komponenttilstander med
uavhengige paliteligheter py,...,p,. Daer form=1,2,...

Er™ > [ Ep? (4.8.4)

=1

E(1 ﬁ E(1—p)™ (4.8.5)

Beuwts:
Fra Teorem 3.6.4 har vi:

ER™ > E([[p)™ = E[1 0" = 11 Ep1",
=1 i= i=1

idet vi har benyttet at p;-ene er uavhengige. Dermed er (4.8.4) bevist. (4.8.5) bevises
helt analogt.

(4.8.5) er faktisk bare (4.8.4) anvendt pa det duale monotone system og gir ikke noe nytt.
Folgende gvre grense er langt mer interessant.

Teorem 4.8.3
Gjgr de samme antagelser som i Teorem 4.8.2. Da er form = 1,2, ...

En™ < é <7~> H Z ( ) ) Ep; (4.8.6)

i=1s=

Beuwis:
Fra Teorem 3.6.4 har vi:

Er™ < E(1 Z:f[ll—pz
Sl
(7)o s (v

(4.8.6) folger na ved & benytte at p;-ene er uavhengige.

1—p,

E

I

'lMs I
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Teoremene 4.8.2 og 4.8.3 er basert pa Teorem 3.6.4. Vi far imidlertid langt bedre grenser
ved & basere oss pa Korollar 3.6.6 slik vi gjor i det fglgende teorem.

Teorem 4.8.4
Gjor de samme antagelser som i Teorem 4.8.2. Betegn strukturens minimale stimengder
(kuttmengder) med P, ..., P,(Ki,...,Ky). Daerform=1,2,...

1r£1]a<>§o H Ep* < ER™ < 1@]12162 ( > " 11 Z ( > ) Ep; (4.8.7)

ieK; s=0

Beuwis:
Fra Korollar 3.6.6 har vi:

ER™ > E| max I ™

1<j<p zeP
=ﬂg§ngEgm [ym,
7 ] 1€ ] 1

for 1 < j < p, idet vi har benyttet at p;-ene er uavhengige. Siden ulikheten holder for
alle 1 < j < p, folger den nedre grensen i (4.8.7). Tilsvarende har vi fra Korollar 3.6.6:

Eh™ < E[min sz

1<g<k

< min E[l — H(l —p)]™

1<j<k

N m“E[i (”i) 1 ILG=p]
- g 25 () TS5 () v

Den gvre grensen i (4.8.7) fglger na ved a benytte at p;-ene er uavhengige.

Legg merke til at (4.8.4), (4.8.5) og den nedre grensen i (4.8.7) ogsa holder under an-
tagelsen at py, ..., P, er assosierte. Dette sees av bevisene ved a bruke (4.8.1) i stedet for
at p;-ene er uavhengige. Ved & gjgre sterkere antagelser far vi fglgende teorem.

Teorem 4.8.5

La h(p) veere paliteligheten til et monotont system av n komponenter med uavhengige
paliteligheter p1, ..., pn. La videre komponenttilstandene veere uavhengige gitt p. Betegn
strukturens minimale stimengder (kuttmengder) med Pi,..., Py(Kjy, ..., K}). Da er for
m=12...

W@Wzﬂi() HZ@) ) Eps (4.8.8)

ieK; s=0



(4.8.9)

S
IN
.
S

<
I

I

R

Eh(

Beuis:
Fra Korollar 3.6.8 har vi:

I_I E(IT p)™

j=1 ieK;

Eh{p]™ > E 1:[1(]?<I pi)™ >

idet vi har benyttet (4.8.1). De tilfeldige stgrrelsene

(I pi)™, j=1,...,k,
ieKj

er assosierte siden de er ikke-avtagende funksjoner av de uavhengige, og fglgelig assosierte,
stgrrelsene p1, ..., p,. Siden vi na har:

B([1 " = ) (m) 11 > (0)-vw

fglger (4.8.8) ved & benytte at p;-ene er uavhengige. (4.8.9) folger av Korollar 3.6.8 ved a
benytte (4.8.2) idet de tilfeldige stgrrelsene

Hpi> jzla"'7p7
ieP;

er assosierte.

Pga. den manglende symmetri i Teorem 4.8.1, har vi ikke veert i stand til & etablere
tilsvarende gvre grenser for E[h(p)]™ i dette siste teoremet.

La oss né se pa et numerisk eksempel og betrakt 2-terminals nettverkssystemet med 9
komponenter gitt i Figur 4.8.1. La py, ..., pg veere betafordelt med parametre henholdsvis
lik (6.4), (2.1), (3.1), (4.3), (3.1), (8.2), (9,3), (5.3) og (9.1).

Betatettheten med parametre a, 8 > 0 har fglgende form:

7(p) = %p“l(l —p)P! 0<p<l1 (4.8.10)

Det er lett a vise at forventning og varians er gitt ved:

Ep=a/(la+p), Varp = af/((a + B)*(a+ B+ 1)) (4.8.11)
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Figur 4.8.1
Dette leder til Tabell 4.8.1:
Nedre grenser fra Eksakt Simulerte vre grenser fra
teoremene verdi verdier teoremene
m 4.8.2 4.8.4 4.8.5 4.8.4 4.8.5 4.8.3
1 0.0434 0.4500 0.8006 0.8136 0.8133 0.9000 0.9717 0.99999
2 0.0032 0.2266 0.6515 - 0.6730 0.8182 - 0.99999
3  0.0003 0.1236 0.5379 - 0.5650 0.7506 - 0.99998
Tabell 4.8.1

Vi ser umiddelbart at for dette eksemplet er grensene i Teorem 4.8.2 og 4.8.3 ekstremt
darlige, mens de nedre grensene i Teorem 4.8.5 er szrdeles gode og de gvre grensene i
Teorem 4.8.4 ganske gode. Et mer realistisk case studie og et datamaskinprogram som
beregner grensene, er gitt i Eide (1986).

Det er vist i Natvig og Eide (1987) at grensene i dette avsnittet ikke uten videre lar seg
forbedre ved & innfgre en moduleer dekomposisjon. En har bare greid & utlede grenser,
basert pa modulaer dekomposisjon, som er like gode som de nedre grensene i Teorem 4.8.4.
Vi gir dette resultatet uten bevis.

Teorem 4.8.6

La h veere paliteligheten til et monotont system (C, ¢) av n assosierte komponenttilstander
med moduleer dekomposisjon {(A;, x;)}7—; og monoton organisasjonsstruktur . Innfer
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notasjonen:
£,(Ep™) = max ] o

1<j<pip
der
Ep™ = (EpY", ..., Epy).
Da er:
O (Ep™) = 6,0, (Bp™)™), ..., £, (Bp™) ™)) (4.8.12)

Fordelen med & bruke hgyre side av (4.8.12) er at disse grensene bare baserer seg pa de
minimale stimengdene til modulene og organisasjonsstrukturen.

Ved & sette m = 11 (4.8.4) og (4.8.6), star vi igjen med grensene i Teorem 3.6.4 med h
erstattet med Eh og p; med Ep;, i = 1,...,n. Tilsvarende for m =1 reduserer Teorem
4.8.4 seg til Korollar 3.6.6 og Teorem 4.8.5 seg til Korollar 3.6.8 med h erstattet med Eh
og p; med Ep;, i = 1,...,n. Siden grensene i Teorem 3.6.4, Korollar 3.6.6 og Korollar
3.6.8 er forbedret i Natvig (1980) ved bruk av moduleer dekomposisjon, kan tilsvarende
grenser for Eh gitt i dette avsnittet forbedres pa samme mate. Med antagelsene i Teorem
4.8.5 gjelder spesielt grensene i Teorem 3.6.11 med hy erstattet med Ehy og p; med Ep;,
i=1,...,n.

La oss til slutt minne om at grensene i Teorem 3.6.4, Korollar 3.6.6 og Korollar 3.6.8 er
generalisert i Natvig (1980) til ogsa & gjelde for tilgjengeligheten og utilgjengeligheten i
ot fast tidsintervall I for et monotont system. Disse grensene er ytterligere generalisert
i Funnemark og Natvig (1985) til & gjelde multinaere monotone systemer. Det folger
umiddelbart at tilsvarende generaliseringer kan gjgres av grensene gitt i dette avsnittet.

Dvelser

For dette kapittel henvises det til eksamensoppgaver i ST 105.
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Kapittel 5

To case-studier

Som et avsluttende kapittel skal vi se pa to case-studier i anvendt palitelighetsanalyse.
I det forste sammenlignes paliteligheten av to anlegg til propelldrift og strgmproduksjon
i sma fiskebater. Dette studiet skriver seg fra et samarbeid forfatteren av dette kom-
pendiet hadde med Fiskeriteknologisk Forskningsinstitutt i Trondheim i 1977. Det andre
studiet tar for seg en palitelighetsanalyse av et nettverk for overfgring av elektroniske
pulser. Dette studiet har sin bakgrunn i et oppdrag som Arne Bang Huseby og Senter for
Industriforskning hadde for Norsk Hydro i 1987.

5.1 Palitelighetsanalyse av anlegg til propelldrift og
stromproduksjon i sma fiskebater

Ved sammenligning av paliteligheten til de to anleggene valgte Fiskeriteknologisk Forsk-
ningsinstitutt for enkelthets skyld & se bort fra komponenter som er like i type og antall
ved begge alternativene. Dette gjelder f.eks. propellanlegg, reduksjonsgir, generatorer
og hydraulikksystemer til drift av generatorer. En slik forenkling kan veere risikabel
siden vi ikke har noen garanti for at de komponenter som er utelatt, pavirker de to
systempélitelighetene i samme grad. Vi vil likevel her gjgre samme antagelse. Nar et
fartoy ikke har strgmforsyning, har det heller ikke drift av viktige pumper. Vi vil derfor
si at fiskebaten funksjonerer hviss en bade har propelldrift og strgmforsyning.

Sjofartsdirektoratet godkjente i 1977 bare en-motor anlegget illustrert 1 Figur 5.1.1.
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Lense Hydraulisk
pumpe Operer;;}utsj
’ Fremdrifts- —
— ‘ motor +

Hjelpemotor % O=© Q@

Lense Brann
pumpe pumpe

Figur 5.1.1

Det tilhgrende feiltre er gitt i Figur 5.1.2. Feiltreanalyse er behandlet i Barlow og Proschan
(1975a).

Systemfeil
ELLER
Ingen Ingen
propelldrift strgmforsyning
ELLER ogl
Figur 5.1.2

“ELLER”-porten i feiltreet betyr at minst en av feilhendelsene under porten ma inntreffe
for at feilhendelsen over skal inntreffe. Dette svarer til at den tilhgrende duale struktur er
en parallellstruktur og dermed at den opprinnelige struktur er en seriestruktur (se Qvelse
2.1.3). Tilsvarende betyr “OG”-porten at alle feilhendelsene under porten mé inntreffe
for at feilhendelsen over skal inntreffe. Dette svarer til at den tilhgrende duale struktur er
en seriestruktur og dermed at den opprinnelige struktur er en parallellstruktur. Feiltreet

er bygget opp pa grunnlag av fglgende basishendelser:
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F1 = {Feil pa fremdriftsmotor}
K1 = {Feil pa hydraulisk operert kluts;j}
H1 = {Feil pa hjelpemotor}

For dette anlegget er det bare generatoren som er drevet av hjelpemotoren, som produserer
strgm ved landligge — i sjgen er det den andre. Grovt regnet er fiskebatene til sjgs
3000 timer pr. ar og ved kai 2000 timer pr. ar. Dette betyr at driftstidene pr. ar for
fremdriftsmotoren og den hydraulisk opererte klutsjen kan settes til 3000 timer og at
driftstiden pr. ar for hjelpemotoren kan settes til 2000 timer.

Vi skal i det fglgende anta at levetidsfordelingene for komponentene er eksponensielle.
Siden det dreier seg om mekaniske komponenter, kan dette veere urealistisk — Weibull
fordelingen hadde veert & foretrekke. Fra Det Norske Veritas ble det pa grunnlag av
statistiske data oppgitt fplgende punktestimater for feilintensiteten, malt i feil pr. drifts-
time, for noen mekaniske komponenter:

Mekanisk klutsj: 6.0 -107°
Magnetisk klutsj: 3.88 -1075
Dieselmotor: 2.96 -10~*

Fiskeriteknologisk Forskningsinstitutt brukte sa punktestimatet for dieselmotoren bade for
fremdriftsmotoren og hjelpemotoren, mens de i mangel av punktestimat for den hydraulisk
opererte klutsjen rett og slett brukte punktestimatet for den magnetiske klutsjen. Utfra
klassisk statistisk estimering fremkom da fglgende estimater for sannsynlighetene for at
de enkelte basishendelser skulle inntreffe i lgpet av et ar:

P(F1) = 1—exp(—2.96-107-3000) = 0.58852
P(K1) = 1—exp(—3.88-107°-3000) = 0.10988
P(H1) = 1—exp(—2.96-107*-2000) = 0.44678

Dette leder sa til folgende estimater:

P (Ingen propelldrift i lgpet av et ar)

=1-—(1—- P(F1))(1 - P(K1)) =0.63373

P (Ingen strgmforsyning i lgpet av et ar)

= P(H1)P(F1) = 0.26294

Fiskeriteknologisk Forskningsinstitutt sluttet herav at:
P (Systemfeil i lppet av et ar)

=1—(1-0.63373)(1 — 0.26294) = 0.73004

Dette er galt fordi en overser den avhengighet som basishendelsen F'1 skaper i feiltreet.

La oss gjgre dette korrekt ved & innfgre fplgende bineere tilfeldige variable:
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X

1 hvis F'1 ikke inntreffer i lgpet av et ar

{ 0 hvis F'1 inntreffer i lgpet av et ar
(1 hvis K1 ikke inntreffer i lgpet av et ar

2T {0 hvis K1 inntreffer i lgpet av et ar

Y. o { 1 hvis H1 ikke inntreffer i lgpet av et ar
3710 hvis H1 inntreffer i lgpet av et ar

X

Feiltreet er na ekvivalent med systemet i Figur 5.1.3.

:
1 2 O
—O0—0— e
3
Figur 5.1.3

Herav ser vi med en gang at hjelpemotoren er en irrelevant komponent; dvs. det spiller
ingen rolle om hjelpemotoren funksjonerer eller ei for at systemet skal funksjonere slik
dette siste er definert. Dette innsees ogsa slik:

n(X) = X1 Xo(1—(1—X1)(1— X3)) = X1 Xo( Xy + X3 — X1 X3)
= X;Xo+ X1 X0 X5 — X1 XoX3=X1X,

Dette gir folgende korrekte estimat:
P(Systemfeil i lgpet av et ar) = P(¢1(X) =0) =1 — P(¢1(X) = 1)
=1-(1-P(F1))(1 - P(K1)) =0.63373

La oss na se pa det alternative to-motor anlegget gitt i Figur 5.1.4.

Hydraulisk
Babord OLense operert klutsj

pumpe /

(= L H

¥ ———11

Motor %
Mekanisk @ Lense
operert pumpe

klutsj

Brann
pumpe

Figur 5.1.4
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Det tilhgrende feiltre er gitt i Figur 5.1.5.

r' Systemfeil |

ELLER
Ingen Ingen
propelldrift stromforsyning
oG oG
ELLER ELLER ELLER ng)
Figur 5.1.5

Feiltreet er bygget opp pa grunnlag av fglgende basishendelser:

F, = {Feil pa babord fremdriftsmotor}

K, = {Feil pa babord hydraulisk operert klutsj}
F3 = {Feil pa styrbord fremdriftsmotor}

K3 = {Feil pa styrbord hydraulisk operert klutsj}
K, = {Feil pd mekanisk operert klutsj}

For dette anlegget er det bare generatoren som er drevet av styrbord fremdriftsmotor, som
produserer strgm ved landligge — i sjgen brukes begge motorene. Det er den hydraulisk
drevne generatoren alene som produserer strgm nar fiskebaten er i sjgen. Dette betyr
at driftstiden pr. ar for styrbord fremdriftsmotor kan settes til 5000 timer og for den
mekanisk opererte klutsjen mellom ovennevnte motor og generatoren til 2000 timer. For
babord fremdriftsmotor og de to hydraulisk opererte klutsjene kan driftstiden pr. ar settes
til 3000 timer.

Utfra punktestimatene til Det Norske Veritas fremkom da som for en-motor anlegget
fglgende estimater for sannsynlighetene for at de enkelte basishendelser skulle inntreffe i
lppet av et ar:
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P(F2) = P(F1)=0.58852

P(K2) = P(K3)= P(K1)=0.10988

P(F3) = 1—exp(—2.96-107*-5000) = 0.77236
P(K4) 1 —exp(—6-107%-2000) = 0.01192

Dette leder sa til folgende estimater:

P (Ingen propelldrift i lgpet av et ar)

=[1- (1= P(F2))(1 - P(K2))][1 - (1 - P(F3))(1 - P(K3))]
= 0.63372 - 0.79737 = 0.50532

P(Ingen strgmforsyning i lgpet av et ar)

=[1—-(1- P(F3))(1—- P(K4))|P(F2)

= 0.77508 - 0.58852 = 0.45615

Ved samme feilslutning som for en-motor anlegget sluttet en for to-motor anlegget at:
P (Systemfeil i lgpet av et ar)
=1-—(1-0.50532)(1 — 0.45615) = 0.73097

La oss igjen gjgre dette korrekt ved & innfgre folgende binzere tilfeldige variable:

X, — { 1 hvis F'2 ikke inntreffer i lppet av et ar
1710 hvis F2 inntreffer i lgpet av et ar
(1 hvis K2 ikke inntreffer i lgpet av et ar

2 {0 hvis K2 inntreffer i lgpet av et ar
(1 hvis F'3 ikke inntreffer i lgpet av et ar

3 {0 hvis F'3 inntreffer i lgpet av et ar
(1 hvis K3 ikke inntreffer i Igpet av et ar

4T { 0 hvis K3 inntreffer i lgpet av et ar

. — { 1 hvis K4 ikke inntreffer i lgpet av et ar
57 10 hvis K4 inntreffer i lgpet av et ar

Feiltreet for to-motor anlegget er na ekvivalent med systemet i Figur 5.1.6:

102 1
—O—0O— O—
—O—0— —O0—O—

3 4 3 5

Figur 5.1.6
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Dermed har vi:

$o(X) = [1 = (1 = X1 X2)(1 = XaXy)][1 — (1 = X1)(1 — X3X5)]
= (Xng + X3X4 — X1X2X3X4)(X1 -+ X3X5 — X1X3X5>
= X1 Xo + X1 X3Xy — X1 Xo X3 X, + X1 Xo X3 X5 + X3 X4 X5
—X1X2X3X4X5 — X1X2X3X5 — X1X3X4X5 + X1X2X3X4X5

= X1 Xo + X1 XXy — X1 Xo X3 Xy + X3 Xy X5 — X1 X3 X4 X5

= X1 X0 + X3 Xy [X1(1 — Xo) + X5(1 — X4)]
Fglgelig er na alle komponentene relevante. Dette gir folgende korrekte estimat for to-
motor anlegget:
P (Systemfeil i lgpet av et ar)
=1-P(¢(X) =1) =1 - E¢(X)
=1-{(1—-P(F2)(1 - P(K2)+ (1= P(F3))(1 — P(K3))
[(1— P(F2))P(K2) + (1 — P(K4))P(F2)]} = 0.50666
Som en konklusjon ser en at med gal beregningsmate synes de to anleggene & veere
like palitelige. Den korrekte beregningsmate viste derimot at to-motor anlegget som
Sjofartsdirektoratet ikke godkjente i 1977, var vesentlig mer palitelig. Dette er egentlig
opplagt siden begge motorene i to-motor anlegget kan brukes til bade propelldrift og

strgmforsyning. Ved en-motor anlegget var derimot hjelpemotoren rett og slett en irrele-
vant komponent.

Det eneste som er nytt i dette case-studiet, bortsett fra feiltreerne, er innfgringen av
driftstid i stedet for reell tid. La oss se litt neermere pa dette. Vi trenger da bare & gjgre
noen mindre forandringer i forhold til den dynamiske systemanalyse som ble presentert i
Avsnitt 3.3. La

T, = levetid for i-te komponent forutsatt kontinuerlig drift
7:(t) = brgkdelen av tiden i-te komponent er i drift frem til tiden ¢

Med velkjent notasjon har vi da (se Avsnitt 3.3):
pi(t) = P(T; > ri(t)t) = 1 = Fi(rs(t)t) = Fi(ri(t)t)
Vi kan raffinere dette ved a la:
pi(t) = Fi(ri()t)Gi((1 — rs(1))2),

der G;(t') er sannsynligheten for at i-te komponent ikke feiler i lgpet av en tid ¢’ der den
er ute av drift. Sa langt er vi innenfor velkjente grenser.

Det ville imidlertid veere langt mer realistisk & erstatte den deterministiske 7;(¢) med
en tilsvarende tilfeldig variabel R;(t). R;(t)-ene blir da opplagt avhengige siden f.eks.
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utstrakt drift av en motor medfgrer mindre drift av en annen i to-motor anlegget. Vi har
da:

Py(t) = Fi(Ri(t)t) - Gi((1 = Ri(t))1),
slik at ogsé komponentenes paliteligheter ved tiden t blir tilfeldige variable. P;(t)-ene blir
dessuten avhengige fordi R;(t)-ene er avhengige. Vi skal ikke ga neermere inn pa disse
komplikasjonene. De samme problemene er imidlertid angrepet i Huseby og Bendheim
(1980) ved & bruke simulering.

5.2 Palitelighetsanalyse av et nettverk for overfgring
av elektroniske pulser

Den analysen som her skal presenteres, er ikke minst av praktiske grunner en god del
forenklet. Den er likevel savidt realistisk at man far et visst inntrykk av kompleksiteten
i problemet. Hensikten med dette case-studiet er ogsa & presentere en teknikk som kan
veere nyttig i mange praktiske palitelighetsstudier. For vi beskriver det aktuelle nettverk
skal vi g& litt inn pa den generelle metodikk som anvendes.

Notasjonen som brukes er stort sett den samme som i Avsnitt 3.3 der en behandlet
den dynamiske systemanalyse. Forskjellen er at tilstandene til komponenter og system
om gnskelig kan beskrives multineert, dvs. mer nyansert enn ved bare funksjons- og
feiltilstand. La

X;(t) = i-te komponents tilstand ved tiden ¢,

der vi antar at de stokastiske prosessene {X;(t),t > 0}/, er uavhengige.
o(t) = ¢(X(t)) = systemets tilstand ved tiden ¢

I prinsippet kan en ogsd i det multineere tilfellet finne fordelingen til o(t) ved total til-
standsoppramsing som i Avsnitt 3.2 A), dvs. en har:

P(¢(t) = ¢J) = ZI(¢(§) = ¢J>P(X(t) = @)a ] =1,... >k’ (521)

der I(¢(z) = ¢;) = 1 dersom ¢(z) = ¢; og 0 ellers, og ® = {¢1,...,¢x} er mengden av
mulige verdier for ¢.

Spersmalet blir s& hva en kan gjgre for a redusere antall ledd i summen slik at beregningene
blir overkommelige. Sett na at det finnes variable Y} = Yi(X),..., Y, = Y, (X) slik at
&(t) kan skrives pa formen:

¢(t) = ¢(X (1)) = H(Y(X(?))), (5.2.2)
der Y(X(t)) = (Yi(X(¢)),...,Yn(X(t))). I sa fall kan sannsynlighetsfordelingen til ¢

finnes av formelen:

P(o(t) = ;) =D I(8(y) = o) PX(X(®) =y), J=1...,k (5.2.3)
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For & kunne bruke formelen (5.2.3) m& man, som man ser, beregne P(Y (X(t)) = y) for
alle y. Dersom mengden av slike y er stor, er fglgelig lite vunnet ved a bruke (5.2.3)
i stedet for (5.2.1). I mange tilfeller kan en imidlertid ved et heldig valg av variablene
Y1, ...,Y,, oppna at beregningsmengden blir betydelig redusert.

Det nettverk vi skal se nsermere pa er beskrevet i Figur 5.2.1

@ L 4
® ® engdi
l—. L
—
Prod.
T enh.2
. 4'
@ L
Kontroll- + B) Prod.
rom enh.3
- @ &
@ L
+ D Prod.
enh.4
g ®
—e —o
+ D Prod.
enh.5
= L
Figur 5.2.1

Systemet har som oppgave & sgrge for kommunikasjon mellom et kontrollrom og 5 pro-
duksjonsenheter. P4 figuren er hver av systemets komponenter merket med en sort prikk.
Komponentsvikt fgrer til at forbindelsen over den tilsvarende prikken brytes. I tillegg
bestar systemet altsé av et kontrollrom, 5 produksjonsenheter samt 2 koblingsenheter, A
og B. Vi vil se bort fra eventuelle feil i kontrollrom, produksjonsenheter og koblingsen-
heter. Systemet bestar dermed av totalt n = 52 komponenter.

Som man ser av figuren mottar hver av koblingsenhetene signaler fra kontrollrommet
via 6 inputledninger. Koblingsenhetene A og B er videre innrettet slik at antallet pro-
duksjonsenheter som kan styres via en koblingsenhet, er begrenset av hvor mange av
koblingsenhetens inputledninger som er intakte. Hvis f.eks. 5 eller 6 av inputlednin-
gene til koblingsenhet A er intakte, sa kan alle 5 produksjonsenheter styres via denne
koblingsenheten, forutsatt at kommunikasjonen videre fra koblingsenhet A til de enkelte
produksjonsenhetene er i orden. Hvis derimot bare 3 av inputledningene er intakte, kan
ogsa hgyst 3 produksjonsenheter styres via denne koblingsenheten.
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Vi antar, som for, at alle komponenter er stokastisk uavhengige. Videre antar vi at alle de
12 inputledningene har samme levetidsfordeling. Nar det gjelder den delen av systemet
som sgrger for kommunikasjonen fra koblingsenhetene til de enkelte produksjonsenheter,
ser vi at denne bestar av 5 like delsystemer, et for hver produksjonsenhet. Hvert slikt
delsystem er satt sammen av 8 komponenter. Vi antar at alle disse delsystemene har
samme stokastiske egenskaper. Dvs. at tilsvarende komponenter i de ulike delsystemene
har identiske levetidsfordelinger.

Vi har na:

$(t) = antall produksjonsenheter som kan styres fra kontrollrommet pa tidspunkt ¢
(5.2.4)
¢ antar fglgelig verdier i mengden {0,1,...,5}. Vi har med andre ord & gjgre med et
multineert system av bineere komponenter. Antall ledd i summen i (5.2.1) blir 2% =
4.504 - 10" slik at vi umulig kan basere oss pa total tilstandsoppramsing. Vi innfgrer
derfor:

Y, = antall intakte inputledninger til koblingsenhet A
Y5 = antall intakte inputledninger til koblingsenhet B
Y3
Yy
Ys = antall produksjonsenheter som bare har kontakt med koblingsenhet B (5.2.5)

antall produksjonsenheter som har kontakt med begge koblingsenheter

antall produksjonsenheter som bare har kontakt med koblingsenhet A

Systemets tilstandsvariabel, ¢, kan na uttrykkes som:
¢ =W+ Wy + Ws, (5.2.6)
der vi har innfgrt:
Wi =min(Y1,Ys) We=min(Ys,Ys) Ws=min((Y1 —Wi)+ (Yo —W),Ys) (5.2.7)

Ligning (5.2.6) fremkommer pé fplgende mate. Vi tenker oss at vi skal fordele de Y;
inputledningene til koblingsenhet A og de Y3 inputledningene til koblingsenhet B pa de 5
produksjonsenhetene pa en slik méte at flest mulig av produksjonsenhetene kan holdes i
drift. Dette gjgres ved at vi fgrst fordeler inputledninger til de produksjonsenhetene som
bare har kontakt med en koblingsenhet, dvs. de Yj produksjonsenhetene som bare har
kontakt med koblingsenhet A og de Y produksjonsenhetene som bare har kontakt med
koblingsenhet B. P& denne maten far vi etablert kontakt med W; produksjonsenheter
over koblingsenhet A og W, produksjonsenheter over koblingsenhet B. Nar dette er gjort,
star det igjen (Y; — W) ledige inputledninger ved koblingsenhet A og (Y2 — W) ledige
inputledninger ved koblingsenhet B. Disse anvendes sa til & fa kontakt med s& mange som
mulig av de Y3 gjenveerende produksjonsenhetene. Antall produksjonsenheter som kan
nds pa denne maéten, er da lik Ws. Det er selvfglgelig mulig at (Y; — Wh) eller (Yo — Wa)
er null, men dette skaper ikke noe problem for resten av utregningene. Totalt har vi nd
etablert kontakt med W, + Wy + Ws produksjonsenheter, som gitt i (5.2.6).
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Det neste problemet vi ma ta fatt pa, er a finne sannsynlighetsfordelingen til Y7, ..., Ys.
Vi ser at Y] er en funksjon av tilstandsvariablene til koblingsenhet A’s inputledninger, Y5
er en funksjon av tilstandsvariablene til koblingsenhet B’s inputledninger, mens vektoren
(Y3,Y,, Ys) er en funksjon av de gvrige 40 komponenters tilstandsvariable. Siden vi har
antatt at komponentene er uavhengige, medfgrer dette at Y7, Y, og vektoren (Vi, Yy, Y5)
er uavhengige. Innbyrdes vil imidlertid Y3, Yy og Y5 veere avhengige.

Nar det gjelder Y7 og Y, er begge disse summer av 6 uavhengige, identisk fordelte binsere
variable. Dette medfgrer ved standard sannsynlighetsteori at Y; og Ys blir binomisk
fordelte. Dvs.

PIY,() = y) = (6

y) [ps()Y[1 — ps(®)]®Y, y=0,1,...,6,s=1,2, (5.2.8)

der p;(t) er sannsynligheten for at en gitt inputledning til koblingsenhet A funksjonerer
pa tidspunkt t, mens py(t) er sannsynligheten for at en gitt inputledning til koblingsenhet
B funksjonerer pa tidspunkt t. I vart tilfellet har vi antatt at alle inputledningene har
samme levetidsfordeling, dvs. vi har p;(t) = pa(t) for alle .

Hva sa med fordelingen til (Y3, Y, Ys)? Denne vektoren angar bare de 5 delsystemene som
sgrger for kommunikasjonen mellom produksjonsenhetene og koblingsenhetene. Hvert av
disse delsystemene kan veere i fire mulige tilstander:

“AB” = Produksjonsenheten kan kommunisere med begge koblingsenheter
“A” = Produksjonsenheten kan kommunisere bare med koblingsenhet A
“B” = Produksjonsenheten kan kommunisere bare med koblingsenhet B
“¢» = Produksjonsenheten kan ikke kommunisere med noen koblingsenhet (5.2.9)

Videre har vi antatt at delsystemene er uavhengige av hverandre samt at hvert av delsys-
temene har de samme stokastiske egenskaper. Det siste medfgrer at sannsynligheten for pa
et gitt tidspunkt & veere i en av de fire tilstandene er den samme fra delsystem til delsys-
tem. Endelig ser vi at Y3, Y, og Y5 angir antall produksjonsenheter i henholdsvis tilstand
“AB”, “A” og “B”. Etter standard sannsynlighetsteori blir dermed vektoren (Y3, Yy, Ys)
multinomisk fordelt. Dvs. vi har:

P(Ys(t) = ys NYy(t) = ya N Y5(t) = y5) =

5!
£)]¥3 +)]v4 INYE (1 —pa(t) — 4 (1) — = (£)]P Y3~ V4~Y5
Y3l yalys! (5—ys —ya—ys)! [p3()]% [pa(t)]*[ps (£)]** [1 —p3(t) —pa(t) — ps( )]
y3:0,1,...,5, y4:(),1,...,(5—y3), y5=0,1,...,(5—y3—y4), (5210)
der p3(t), pa(t) og ps(t) er sannsynlighetene for at et delsystem er i henholdsvis tilstand
((AB”’ “A” eller (CB”.

For & kunne benytte formel (5.2.3) til & beregne fordelingen til ¢, gjenstar det bare &
finne sannsynlighetene p3(t), p4(t) og ps(t). La oss derfor se litt naermere pa strukturen i
delsystemene, slik den er illustrert i Figur 5.2.2.
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Figur 5.2.2

For anledningen har vi ogsa nummerert komponentene i delsystemet fra 1 til 8 og latt
Xi,...,Xs veere de tilsvarende tilstandsvariablene. For et gitt tidspunkt ¢ betegnes
paliteligheten til de 8 komponentene med gy, . . ., gs, der vi for enkelthets skyld har slgyfet
t i notasjonen. Vi innfgrer ogsé begivenhetene A={Produksjonsenheten kommuniserer
med koblingsenhet A} og B={Produksjonsenheten kommuniserer med koblingsenhet B}.

For & finne ps(t), p4(t) og ps(t) beregner vi forst P(AN B), P(A) og P(B).

Beregning av P(AN B).
For & finne sannsynligheten for denne begivenheten betinger vi m.h.p. de to “broene” i
strukturen, komponentene 3 og 6, og far:

P(Aﬂ B) = P(A N B|X3 = 1,X6 = 1)q3q6 + P(A ﬂB|X3 = 1,X6 = O)Q3(1 - q6)
+P(A N B|X3 = O,Xﬁ - 1)(1 — Q3)q6
+P(ANB|X3=0,Xs=0)(1—g3)(1—gs) (5.2.11)

De 4 betingede sannsynlighetene som inngar i (5.2.11), beregnes ved serie- og parallell-
reduksjoner, og er gitt ved (se Eks. 3.1.3):

P(ANB|X3=1,Xs = 1) = q142(q4 + g5 — qags][g7 + g5 — 97Gs]
P(ANB|X5=1,Xs = 0) = q192[q4q7 + g59s — q495973s]
P(ANB|X3=0,Xs = 1) = q192940s[a7 + g5 — q7Gs]
P(ANB|X3=0,Xs =0) = ¢1¢2¢495¢73s

Beregning av P(A) og P(B).

Vi bemerker fgrst at for beregning av P(A) er komponent 2 irrelevant. Dersom denne
fiernes, ser vi at i dette tilfellet er komponent 3 og komponent 5 i serie. Ved seriereduksjon
ender vi opp med en enkel brostruktur koblet i serie med komponent 1. P(A) er da gitt
ved (se Eks. 3.1.3):

P(A) = q1q6[q4 + 4305 — ¢39495)[q7 + g5 — Gr3s]
+q1(1 — ¢6)[94g7 + 930598 — 439495979s] (5.2.12)
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Tilsvarende er P(B) gitt ved:

P(B) = q2q6(¢5 + ¢3q1 — 93945)[q7 + g8 — q73s)
+q2(1 — g6)[gsgs + g39497 — 4394954745 (5.2.13)

Dermed har vi:
p3(t) = P(ANB), p4t)=P(A)—P(ANB), ps(t)=P(B)~— P(ANB), (5.2.14)

og vi er fremme.

Hva har vi s& oppnddd med denne reduksjonen? Selv om vi har fatt redusert antall
variable som maé tilstandsoppramses fra 52 til bare 5, er det klart at gevinsten blir noe
mindre siden det dreier seg om multinzere variable. Vi ser at Y7 og Y, antar 7 verdier hver i
mengden {0, 1,...,6}, mens vektoren (Y3, Yy, Ys) kan anta verdier i mengden {(V3, Yy, ¥5) :
0 <Y3+Y,+Ys <5}. Ved opplisting far vi at

Ys=5, Yi+Ys<0 gir1 verdi

Ya=4, Y;+Y;<1 girl+2=3 verdier

Ys=3, Y;+Y;<2 gir3+3=6 verdier

Ys=2, Y, +Y5<3 gir 6+4 =10 verdier
Ys=1, Y;+Y;<4 gir 1045 = 15 verdier
Ys=0, Yi+Y;<5 gir 1546 = 21 verdier

Adderes dette far vi totalt 56 verdier. Tilsammen betyr dette at summen i (5.2.3) i dette
tilfellet m& inneholde 7 -7 - 56 = 2744 ledd. Selv om dette fortsatt er et hgyt tall, er
det selvfglgelig fullt overkommelig, og sammenlignet med at vi opprinnelig startet ut med
4.504 - 10'° ledd, er det klart at beregningsmengden er redusert drastisk.

Vi har i dette case-studiet sett hvordan man ved & sammenfatte bineere tilstandsvariable
til multinsere variable kan redusere beregningsmengden drastisk. Metoden er spesielt
slagkraftig i tilfeller der systemet er bygd opp av mange like komponenter og har sterke
symmetriegenskaper. Ulempen med metoden er at det i praksis ofte kan veere vanskelig
& finne effektive sammenfatninger. Fordelene med metoden er imidlertid sa store at det
er vel verdt & bruke litt tid pa a lete etter slike.
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Appendix 1. Bevis av et sett
ulikheter knyttet til inklusjons-
eksklusjonsmetoden

Vi vil her bruke ngyaktig samme notasjon som i Avsnitt 3.2 D). Hensikten er 4 bevise
fglgende sett av ulikheter:

(1) th < (—1)F! Zk:(—nj—lsj, k=1,...,p, (A1)

som jo nettopp er (3.2.3).
Innfer na fglgende disjunkte begivenheter (s =1,...,p) :

R, = {akkurat s minimale stiseriestrukturer funksjonerer}

Vi har da:
P p p
h = P(U E;) = P(U R,) =>_ P(R,)
7=1 s=1 s=1
P p s /s -
= Y P(R)(1-(1-1)) =) P(R)(1- i (=11°7) (A.2)
s=1 s=1 7=0
p s /s . P s (s
= Y PRI |1 =2 (-1 0| P(R,)
Ved et lite kombinatorisk resonnement innser en ogsa at
P (s
Sj = Z () P(Rs) (A3)
s=j

Ved & innsette (A.3) i (A.2) har vi faktisk bevist (3.2.2), som et lite biprodukt i var
bevisfgrsel.

Vi innsetter na (A.2) og (A.3) i (A.l)ogfar (k=1,...,p):

ey () P < (- >y () e

8§=]
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Dette er igjen ekvivalent med:

p P
(=1)F ST (=1 <8,>P(RS) <0, k=1....p
j=k+1 s=j \J
(A.1) er dermed bevist hvis vi kan bevise fglgende sett av ulikheter:
P s s
> Iy () so ket (A4)
s=k+1 j=k+1 J

Det er na tilstrekkelig for a bevise (A.4) at fglgende sett av ulikheter holder:

(—=1)* 2 (—1)j<3,>§0, s=k+1,...,p; k=1,...,p (A.5)

j=k+1 J

Vi antar forst at k£ = 2r og ma da vise at:

3 (—1)3'(87)30, s=2r+1,....p (A.6)

j=2r+1 J

Anta videre at (2r + 1) > s/2. (A.6) holder da opplagt siden <j) er avtagende i j for

j > s/2 og fortegnet til den fgrste addenden er (—1)>+! = —1. Anta sa (2r +1) < s/2.
(A.6) er ekvivalent med:

2r
(1—1)3—2(—1)j<€>§0, s=2r+1,...,p,

=0 J

som igjen er ekvivalent med:

2r (s
E(—1)3<,> >0, s=2r+1,...,p

§=0 J

Denne ulikheten holder opplagt siden (j) er voksende i j for 7 < s/2 og fortegnet til den
siste addenden er (—1)* = 1.

For k = 2r 4+ 1 bevises (A.5) helt analogt til beviset av (A.6). Dermed er vi fremme.
Bemerk til slutt at settet av ulikheter (A.1) gjelder for den generelle addisjonssetning
i sin alminnelighet og er ikke spesielt knyttet til anvendelser i palitelighetsanalyse. Av
beviset for (A.1) ser vi at ulikhetene rett og slett skyldes monotone egenskaper hos bino-
mialkoeffisienten.
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Appendix 2. Lgsningsforslag til et
eksamenssett i ST 105

Vi skal her presentere et lgsningsforslag til eksamenssettet fra 1986 i kurset med daveerende
betegnelse “S105 — Innfgring i palitelighetsanalyse” gitt ved Universitetet 1 Oslo. Leseren
oppfordres selvsagt til & prove & lgse oppgavesettet pa egen hand fgrst. Hensikten med
& presentere lgsningsforslaget er a vise omtrent hvor omfattende en eksamensbesvarelse
bgr veere. Mange studenter har nemlig en tendens til bade a drive ungdvendig avskrift av
oppgaveteksten og til & skrive altfor utflytende.

Det bgr presiseres at dette eksamenssettet kanskje ikke er helt representativt for de sett
som er gitt frem til nad. Grunnen er at dette settet i svert liten grad har spgrsmal
som ber studentene om & gjengi deler av pensum. Slike spgrsmal hgrer naturlig hjemme i
eksamensoppgaver fra tid til annen, men lgsningsforslag for disse burde vaere ungdvendige
da de fremgar av pensum. For informasjonens skyld gjengir vi forst selve eksamenssettet.

103



UNIVERSITETET | OSLO.

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet.

Eksamen i: S 105 - Innfering i pdlitelighetsanalyse

Eksamensdag: Mandag 8. desember 1986

Tid for eksamen: Kl1. 0900 - 1500

Tillatte hjelperudler: Karl Rottmann: "Mathematische Formelsammlung”,
elektronisk lommeregner.

Oppgavesettet er pa 6 sider.

Oppgave 1

Figur i. Produksjonsanlegg med tre produksjonsenheter og tre barmerer.

Vi skal i denne oppgaven se pé en brannspredningsmodell for en kjemisk fabrikk. Ved fabrikken
foregar produkSJoncn i tre enheter u,, u, 0g u; (se Figur 1). Hver av enhetene kan rammes av

brann pi to mater: enten ved at det initieres en brann i enheten selv, eller ved at det initieres en
brann i en annen enhet som sé sprer seg til den fgrste enheten.

I hver produksjonsenhet er det iverksatt visse preventive tiltak for & hindre initiering av brann.
Videre er spredning av brann forsgkt hindret ved plassering av barrierer, b, b, og by som vist pa

Figur 1.

Onpezver forszmzm aide 2
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Eksamen i S 105, 8. desember 1986 side 2

Vi betrakter fabrikken i et tidsintervall, 1, og innfgrer:

1 hvis enhet u, ikke rammes av brann i lgpet av 1.
X, ={ o cters

i=1,2,3

1 dersom ingen brann initieres i u, i Igpet av 1.
Y; = { 0 ellers

i=1,2,3

1 hvis barriere b, er sterk nok til 4 hindre brannspredning i lgpet av 1.
Z = { 0 cllers

i=1,2,3

Vi antar at en brann spres direkte fra en enhet til en annen hvis og bare hvis barrieren mellom dem
svikter. I tillegg kan branner spres indirekte via en tredje enhet hvis og bare hvis de to gvrige

barrierene svikter. Saledes spres f.eks. en brann initiert i u, til u, hvis og bare hvis Z,=0 eller

1-(1-Z,)(1 -Z,)=0, osv.

(a) Vis at vi har fglgende sammenheng mellom X, og Y, Y,, Y3, Z;, Z,08Z;:
X, =Y, [1- 0-Y,)0-22)02,29] [1- 1-Y90-2,2)0-2,2))]

Sett ogsa opp de tilsvarende uttrykkene for X, og X,.

Vi antar at P(Y; = 1) = p, i=1, 2,3 og P(Z,=1)=6,i=1,2, 3. Videre antarviat Y,, Y,, Y5, Z,,

Z,ogZser uavhengige.
(b) Diskuter den siste antagelsen. Er X;-ene assosierte? Gi en kort begrunnelse for svaret.

Vi innferer sd: S=X, + X, +X; og T=Y,+Y,+Y;

O—~.~’~ o e s o2
PpEeTL 10idlLc: sul Al
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Eksamen i S 105, 8. desember 1986 side 3

(c) Indiker kort en praktisk fortolkning av S. Hva slags fordeling har T?

(d) Beregn P(S=s | T=t) fort =0, 1, 2,3 0g s =0, 1,2,3 Bruk dette til & finne den ubetingede
fordelingen for S.

Vi skal til slutt betrakte de preventive og spredningshindrende tiltakene som komponenter i tre ulike
pilitelighetssystemer. Vi innfgrer derfor komponentmengden C={1,2,3,4,5, 6} der kompo-

nentene 1, 2 og 3 representerer de preventive tiltakene i enhetene u;, u; 0g U3 henholdsvis, og

komponentene 4, 5 og 6 representerer barrierene by, b, 0g b; henholdsvis.

Vi sier at en komponent virker hvis og bare hvis det tilsvarende tiltak er effektivt. Dvs. tilstands-

variablene til komponentene 1 til 6 blir Y, Y5, Y3, Z;, Z, og Z; henholdsvis.

La s strukturfunksjonene, @,, ¢, 08 @5 til de tre systemene vare definert ved:

1 dersom S>i
¢ = 0 ellers

i=1,2,3

(¢) Beregn péliteligheten til de tre strukturene.

Oppgave 2.

La (C,p) vare en monoton struktur der C = {1,..,n}. La videre X, X, vETE tilstands-

‘variablene for komponentene, dvs. X; =1 hvis i-te komponent virker og O ellers, i = 1,...,n, 0g la

X = X Xyp)-

Vi sier at (C,@) er en terskel-struktur dersom @ kan uttrykkes pé fglgende form:

Oppgaven fortsetter side 4
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Eksameni S 105, 8. desember 1986 side 4

1 dersom iaixi 2b
{ j=]
oX) = 0 ellers

for passende valgte konstanter a,,....,8, 08 b, der a2 0,i = 1,..,n. (Konstantene a,,....,a, 0g b

vil naturligvis variere fra struktur til struktur.) Vektoren (a,,...,a,, b) kalles i si fall en

representasjonsvektor for C,9).
(a) Hva slags struktur er (C,@) dersom a; = 8, = =" =4, = b/k derl1 <k<neretheltallogb>0?
La (C,p) vare en terskel-struktur, og la i€ C. La videre XC \{i} betegne subvektoren av X som
fremkommer ved & fjerne i-te komponents tilstandsvariabel (dvs. X; ). Vi innfgrer sa fglgende
strukturfunksjoner:

¢, (Xt = 01, X) , o (X' = 90, X)
der (1, X) = Kpeo Xppp L Xjypees Xg) 08 (05 X) = Kooy X 15 0, Xy Xo).
(b) Vis at ogsa (C\ {i}, 9,;) og (C\{i},p)er terskel-strukturer.
(¢) Vis at ogsa den tilsvarende duale strukturen til (C,9) er en terskel-struktur.
(d) La(a;;---, ap, b) vare en representasjonsvektor for (C,p). Vis at komponent i er i parallell med

resten av systemet hvis og bare hvis 3, 2 b. Formuler og bevis et tilsvarende kriterium for atieri

serie med resten av systemet.

Anta til slutt spesielt at C = {1,2,3, 4}, ata; = 1, i=1,2,3,4,atb=5,atPX;=1)=p,,i=1,2,
3, 4, og at komponenttilstandene er stokastisk uavhengige.

Oppgaven fortsetier side S
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Eksamen i S 105, 8. desember 1986 side 5

(¢) Finn de minimale sti- og kuttmengdene og beregn pdliteligheten til dette systemet

Oppgave 3.

La (C,p) vre et seriesystem av n komponenter nummerert fra 1 til n, la T, veere levetiden til i-te
komponent, i = 1, .., n, Og la T betegne levetiden for hele systemet. Gitt parameteren 6 sd er

T,-ene uavhengige og eksponensielt fordelte med forventning 6, dvs. tettheten for T;-ene er gitt

ved:
f(t16) = 9’1cxp(-t/9) , t>0, 6>0.

Vi betrakter ni systemet i et tidsintervall [0, to] og lar P(T >t | @) = Sannsynligheten for at

systemet overlever intervallet [0, to] gitt 6.

n
(a) Forklar hvorfor P(T > t, | 6) = H P(T; > 1,16), 08 beregn s& denne sannsynligheten.
i=1

Parameteren 0 er ukjent og vi antar at vér apriori usikkerhet om 0 kan beskrives ved en sannsynlig-

hetsteithet 7(6) gitt ved:

2(0) = B2 6@ Dexp(-B/6) , 8>0
I'(a)

der a og P er passende valgte positive parametre.

(b) Vis at:

B+ nt,

P(T;>t) = (—L)a og P(T>ty) = (_L)a
B+t

gaven forisetier side €
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Eksameni S 105, 8. d;serﬁber 1986 side 6
Vi mnfﬂrcr sd:
L] L |
P(t) = 1"1l P(T, > t)

(c) Anta at man i lys av punkt (a) hadde beregnet sannsynligheten for at systemet overlever inter-

vallet [0, t,] til & vare P°(to) i stedet for det korrekte svaret fra punkt (b). Forklar hva som er galt
med en slik fremgangsmate. Vis spesielt at P(T > tg) > P*(to) for alle ;> 0.

[Hint til det siste spgrsmalet: Forklar fgrst hvorfor B+t >B"+ nB™'t;) og benytt s dette ]

(d) Anta at vi fir vite at et system av ngyaktig samme type som det vi har sett pa i denne oppgaven

' hadde levetid lik s. Hvordan vil du modifisere svaret i (b) pd basis av denne opplysningen?

Oppgave 4.
Det har i lengre tid vert vurdert og diskutert hvor den fremtidige hovedflyplassen for Oslo skal

ligge. Anta at A = {a,,...,.a, } er mengden av de mulige alternative beslutninger. (a; kan f.eks. vare
utbygging av Fornebu, a, kan vare bygging av nytt anlegg p& Hurum, osv.)

En gruppe eksperter blir tilkalt for & utrede konsekvensene av de ulike beslutningene. Vi antar (for
anledningen) at de blir enige om at ¢(a)) = konsekvensene av a;, j=1,...,k. P4 tross av ekspertenes
enighet, viser det seg likevel umulig 4 fi tatt en beslutning p grunnlag av disse vurderingene.

Diskuter kort hva grunnen til dette kan vzre, med basis i begrepet 'verdigrunnlag'. Gjgr spesielt
rede for hvem som er meningsberettiget i debatten.

SLUTT

Arne Bang Huseby Bent Natvig
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Lgsningsforslag for eksamen i S105 1986

Oppgave 1.
(a) X1 =1

< {(Ingen brann initieres i ui) N
[(Ingen brann initieres i up) U (Barrierene mellom wui&wuy holder)] N
[(Ingen brann initieres i u3) U (Barrierene mellom wu1&wus holder)]}
s {(M=1)nN[Ya=1)U(Z1=2,=1)U(Z =Z3=1)]N
(Ya=1)U(Z1=2y=1)U(Zy = Z5 = 1)]}

Dvs.

X, = YW ](Z:12:) [1(2:123)][Ys [ [(2122) [ [(Z223)]
= Yi[l—(1-Y2)(1 = Z122)(1 — Z1Z3)][1 = (1 = Y3)(1 — Z1Z5)(1 = Z225))

De gvrige uttrykkene blir:

Xy = Vo[l — (1= V) (1 = Z:23)(1 — Z1Za)][1 — (1 — Ya) (1 — Z:2Z5)(1 — Zos)]
X3 =Ys[1— (1 =Y)(1 = Z125)(1 — Z9Z3)][1 — (1 = Ya)(1 — Z2Z3)(1 — Z1Z3)]

(b) Antagelsen om at Y;-ene er uavhengige (og uavhengige av Z;-ene) er urimelig dersom:

(i) Det er felles ytre omstendigheter som pavirker faren for branninitiering (f.eks.

lynnedslag i det elektriske anlegget o.1.).
(i) Det at det er initiert brann i en enhet fgrer til endrete forhold for de gvrige en-

hetene. (En kan f.eks. tenke seg at hele virksomheten ved fabrikken stoppes dersom
det initieres en brann i en av enhetene. En slik prosedyre vil typisk pavirke initier-
ingsmulighetene i de andre enhetene i sterk grad).

Antagelsen om at Z;-ene skal veere uavhengige er urimelig dersom f.eks.:

(iii) Brannene varierer veldig i styrke. I sa fall vil typisk informasjon om at en barriere
har sviktet indikere at vi har en kraftig brann, som igjen indikerer at det er stgrre
sannsynlighet enn normalt for at ogsa andre barrierer svikter.

X,-ene er assosierte fordi de er ikke-avtagende funksjoner av uavhengige (og dermed as-
sosierte) tilfeldige variable.

(c) S = X; + X, + X3 = Antall enheter som ikke rammes av brann i lgpet av I.
T ~Bin(3,p) P(T=t)=(})p'(1—p) " t=0,1,2,3
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1 fors=3
(d) P(S=sT=3) {O fors=0,1,2
fors=3
92 for s =2
P(§=sT'=2)= 2(1 - 06)6? for s=1
3( — 020+ (1-0)* fors=0
for s = 2,3
P(S=sT=1)= for s=1
1—92 for s =0
_ o 0 fors=1,2,3
P(S =T =0) {1 fors=0

Den ubetingede fordelingen for S er na gitt ved:

= iP(S =s|T=t)P(T =1)

Herav:
P for s =3
62 - @)p?(l —p) for s =2
P(S=s)={2(1- 9)92(3)]92(1 —p)+ 92<i’)p(1 —p)? for s =1
B(1—6)20+ (1 - 0)4(3)p*(1 — p) + (1= 6%)(})p(1 - )’
+(g)(1—p)3 for s =10

(e) Péliteligheten til de tre strukturene:
hg, (p,0) =P(S>1)=P(S=1)+P(S=2)+ P(S=3)
= 6(1— 6)6°p*(1 - p) + 36°p(1 —p)* + 36°p*(1 — p) + P’
hgy(p,0) = P(S >2) = P(S=2)+ P(S = 3)
= 36°p*(1 - p) +p°
hgs(p, 0) = p’

Oppgave 2
(a) Dersom a; = --- = a, =b/k, 1 <k <nogb>0, far vi:

6) = (37X 2 8) = I X 2 )

i=1
Dette er strukturfunksjonen for en k-av-n struktur.

(b) $1i( XNMI) = ¢(1,, X) = I(3 05X, +a: 2 D)
= I(z a; X; > b—a,)
¢ (XN = as(oz,X) =I(3 0%, 2 0)
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Dvs. (C\ {i}, d4:) og (C\ {i}, ¢_;) er ogsa terskelstrukturer.

(c) $(X) = I(é a:X; > b)
P(XP)=1-¢(1—-XP) =1~ I(: as(1 — XP) > b)

— (S a;XP > V), der ¥ = (3 a;—b),
=1 i=1

(2

1=

K2

= 3 a; XP > V"), der b = min{i a;T; i a;x; > b'}.
=1 z 1 =1

Dvs. (C,¢”) er ogsé en terskel-struktur.

(d) Komponent 7 er i parallell med resten av systemet

<o, X)=1 for alle (+;, X)
& ¢(1;,0) =1
Sa+y a;-0=a>b
J#i g.e.d.

Komponent i er i serie med resten av systemet

< ¢(0;,X)=0 for alle (-;, X)
< ¢(0;,1) =0

¢>ai~0+2aj-1:z:aj<b
J# J#

(e) Antar til slutt at:
C=1{1,2,3,4} ai=i, i=1,234 b=5 PXi=1)=p, i=1,...4

samt at komponenttilstandene er uavhengige. Dvs. ¢(X) = I(X; +2Xo+3X35+4X, > 5)

Min. stimengder:
P1={1,4} P2={2,4} P3:{3,4} P4:{2,3}
Min. kuttmengder:

Ky ={2,4} K,={3,4} K;=1{1,2,3}
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Ved utmultipliseringsmetoden finner vi:

3
= H H )(z = (XQ + X4 — X2X4)(X3 + X4 — X3X4)
j=1lieK;

(X1 4+ Xo+ X3 — X1Xo — X1 X3 — Xo X3 + X1 X0 X5)

= (Xo X3+ X3Xy — XoX3Xu + Xo Xy + Xy — Xo Xy
—XoX3X, — X3 X4+ Xo X3 X)) (X1 + Xo+ X3 — X1.X
— X1 X5 — Xo X5+ X1 X5X3)

= X1 XoX3 + X1 Xy — X1 Xo X5 Xy + Xo X3+ Xo Xy — XoX3Xy
+ X0 X5 + X3 Xy — Xo X3 Xy — X1 X0 X3 — X1 X0 Xy
+ X1 X0 X0 Xy — X1 X0 X3 — X5 X3 Xy + X1 XoX3Xy
—Xo X5 — Xo X3 X, + Xo X3 X, + X1 X0 X5+ X1 X0 X3Xy
— X1 X X3X4

= X X4+ Xo X+ Xo X3+ X3 Xy — 2X0X3X,
— X1 X3X4 — X1 Xo Xy + X1 X0 X5X)y

Paliteligheten til systemet er da:

h(p) = E¢(X) = p1ps + pabs + p2p3 + D3Da
—2poP3Ps — P1P3Pa — P1P2P4 + P1P2P3P4

Oppgave 4
(a) Gitt 6 er Ti-ene uavhengige. Vi har dermed:

P(T > t0|9 ﬂ T > tow) H P(T‘z > t0|(9>

=1 =1

P(T > talf) = [ 67 expl(—g)dt = [(—exp(—5))| = exp(=)

Herav: .
P(T > tol0) = Hexp = exp(—%).
(b) O~ m(0) = g0 exp(—=5/0), >0, a,5>0.
P(T;>t0) = [ P(T>tolo)n(6)d6
0
76 (at1) B+ to
- a 0
O/F(a)e exp( 7 )d



- @ fc;o)a / (5+t0)a9_(a+1) exp(‘ﬁ-i_to)d@
0

['(«) g
— (e
B+ to

P(T > ty) = (%)a finnes pa samme mate ved i regningen over a erstatte ¢y med nto.

n
(c) P*(to) = ,HIP(Ti > 1)

1=
Dersom man beregner P(T > to) til & veere P*(ty), har man oversett at T%,...,T, er

avhengige nar 0 ikke er kjent.
Skal vise at: P(T > to) > P*(to) for alle ¢, > 0.
Lemma: (8 +t)" > (" +nf" 'ty) n=2,3,...

Beuis:
n n n—1 n n—242 n n—1 n
(B+t)" = B"+nB" to+ <2>ﬁ o+ + (n_l)ﬁto +tg
> B4+ np" siden [(,tp >0
og n > 2.
Vi har na:
P(T > ty) > P*(to)
)
ﬂ 6% /B no
( ) > )
,6 + nto ,8 + to
T
g B\
> ( )
ﬁ + nto ﬁ + to
)
(B+to)" > (B"+nB" 'ty) som holder ved Lemma.
(d) Gitt levetid for et system av samme type = s. A priorifordelingen for 6 oppdateres
da til: gen
f|s) = =20~ exp(—3, /6
w(0)9) = 0™ exp(—1/6)
der
a1 = o+ {Antall komponenter som feilet i det andre systemet}
= a+1
B = [+ {Total testtid for de n komponentene i det andre systemet}
= [+ns
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Svarene i (b) modifiseres da til:

_ /61 a1 ﬁ—i—ns a+1
_ /81 @1 ﬁ_*—ns a+1
PIT>t) = (ﬁl—l-nto) B 5+n(3+t0>) ’

Oppgave 4.
Det viktigste a fa med her er:

(1) De ulike ekspertene har forskjellig verdigrunnlag. Dvs. deres subjektive vurdering
av de ulike konsekvensene er forskjellige.
(2) Alle som er bergrt av beslutningen er meningsberettiget.

Neermere detaljer er gitt i Natvig (1987), s. 14-15.
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