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Boligpensjon utstedes av en bank og utbetales som en kombinasjon av en-
gangsbeløp ved pensjonering og livsvarige utbetalinger. Pensjonsutbetalingene
kan betraktes som et l̊an - mot sikkerhet i en bolig - som skal betales tilbake ved
å trekke den akkumulerte l̊anesaldoen fra boligens verdi, n̊ar pensjonisten dør.
Dersom den akkumulerte l̊anesaldoen overstiger boligens verdi, må banken dekke
tapet. Vi skal i denne oppgaven studere risikomessige aspekter ved boligpensjon
fra bankens st̊asted. Alle beregninger gjøres vha kontinuerlig tids matematikk,
om ikke annet er spesifisert.

Vt = boligens verdi p̊a tid t

Lt = l̊anesaldo uten margin p̊a tid t

Lt,m = l̊anesaldo med margin p̊a tid t

Gt = bankens neddiskonterte gevinst ved død p̊a tid t

g = prisvekst per år p̊a boligen

a = engangsutbetaling m̊alt i V0

u = årlig utbetalingsintensitet

i = l̊anerente uten margin (bankens innl̊ansrente)

m = margin (bankens utl̊ansrente i+m)

Merk: Den faktiske engangsutbetalingen blir aV0. Et annet navn for parameteren
a kan være initiell bel̊aningsgrad.

aV0
u
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a) Vis at l̊anesaldo uten margin kan skrives p̊a formen

Lt = k1 · (1 + i)t − k2 (1)

k2 =
u

log(1 + i)

k1 = a · V0 + k2
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Bankens neddiskonterte gevinst ved avgang p̊a tid t er

Gt =

½
(1 + i)−t · (Lt,m − Lt) , Vt > Lt,m
(1 + i)−t · (Vt − Lt) , Vt ≤ Lt,m

(2)

Anta avtalen om boligpensjon er inng̊att av en x−̊aring. Pensjonen utbetales
helt til pensjonisten dør, dvs. med varighet Tx. Sannsynlighetstettheten for
gjenst̊aende utbetalingstid er

f(τ) = µx+τ · τpx (3)

Før vi g̊ar i gang med boligpensjon, m̊a vi ha et oppdatert dødelighetsgrunnlag.
Vi skal finne maksimum likelihood (ML) estimater til parametre β og c i inten-
siteten

µx+t = βcx+t (4)

basert p̊a SSB-dataene ’Befolkningsdødlighet2004.txt’. I denne filen tar vi ut-
gangspunkt i en bestand p̊a 100 tusen nyfødte personer og ser p̊a hvor mange
som dør fra denne bestanden hvert år og hvor mange som er igjen:

Kolonne Forklaring
1 Alder
2 Antall menn som fortsatt er i live i denne alderen
3 Antall kvinner som fortsatt er i live i denne alderen
4 Antall menn som dør i denne alderen
5 Antall kvinner som dør i denne alderen

For enkelthets skyld antar vi de som dør det første året blir 0.5 år gamle osv.
Anta vi har n observasjoner av realisasjoner av Tx.

b) Vis at log−likelihood funksjonen til en x−̊aring kan skrives p̊a formen

l(β, c) = n log(β) + log(c)

nx+
nX
j=1

tj

− βcx

log(c)

 nX
j=1

ctj − n

 (5)

c) Vis at

∂

∂β
l = 0⇐⇒ β(c) =

n log(c)

cx(
Pn

j=1 c
tj − n)

(6)

∂2

∂β2
l = − n

β2
< 0
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Siden boligpensjon er et produkt som er rettet mot eldre mennesker, vil vi
tilpasse dødelighetsgrunnlaget til aldersgruppen fra 60 år og oppover.

d) Anta x = 60 og lag et plott av l(β(c), c) som viser at funksjonen maksimeres
for c = 1.120 for menn og c = 1.141 for kvinner, n̊ar c ∈ (1.10, 1.16).

e) Lag et plott som viser dataene og den tilpassete sannsynlighetstettheten med
ML-parametre.

Videre i oppgaven skal vi ta for oss en mann med dødsintensitet gitt av (β, c) =
(8.15581 · 10−6, 1.12). Bankens forventete neddiskonterte gevinst er

EGT =

Z ∞
0

Gτ · f(τ) dτ (7)

For den numeriske integrasjonen kan det være lurt å dele opp integralet i to
deler, en før og en etter bruddpunktet til Gt. Banken ønsker å legge antagelsene
om økonomisk utvikling til den sikre siden og bruker parametrene

g = 0.03

i = 0.05

m = 0.02

Vi antar dessuten at

V0 = 3000000

x = 67

f) Finn hvilken u avrundet til hele 1000 kr som maksimerer EGT , n̊ar a = 0.

g) Finn hvilken a avrundet til hele prosent som maksimerer EGT , n̊ar u = 0.

h) Anta a = 0 og u = 100000. Hva blir Pr{VT < LT,m} og Pr{GT < 0}?
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i) Anta a = 0 og u = 130000. Bruk stokastiske trekninger av levetider Tj til å
regne ut Pr{Pn

j=1GTj < 0}, dersom n ∈ {1, 2, ..., 10} menn inng̊ar avtale om
boligpensjon. Kommenter.

Hittil har vi ikke tatt hensyn til finansiell usikkerhet i v̊are beregninger. I resten
av oppgaven g̊ar vi over til diskret tids matematikk og bruker simulering som
verktøy. Anta a utbetales p̊a tid 0, mens u utbetales årlig etterskuddsvis. Vi
bruker Vasiceks modell for bankrenten uten margin rt :

rt = rt−1 + γ(ξ − rt−1) + σεt, εt ∼ N(0, 1)

ξ = 0.05

γ = 0.10

σ = 0.01

r0 = 0.02

Lt = Lt−1 · (1 + rt) + u, L0 = a · V0

j) Lag en graf som viser 5 simulerte baner for rt, t ∈ {0, 1, 2, ..., 30}.

k) Hva er sannsynligheten for negativ rente i løpet av en 30-̊ars periode? Er
rentemodellen rimelig?

l) Hva er sannsynligheten for at renteniv̊aet er over 7% sammenhengende i en
5-̊ars periode eller mer?

m) Anta a·V0 = 100000 og u = 70000. Plott den simulerte sannsylighetsfordelin-
gen til L30. Hva er tapssannynligheten for banken Pr{V30 < L30}?

n) Gjenta m) med ξ = 0.06.
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Filen Befolkningsdødlighet2004.txt for aldre fom 60 år.
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