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Oppgavesettet er pd 7 sider.
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Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Eksamenssettet inneholder 10 deloppgaver, og alle deloppgaver teller like
mye.

Oppgave 1 Fourierrekker
Vi lar f veere funksjonen med periode T' definert ved
f(t) = cos(4nt/T) + sin(107t /T + 7/2).

Skriv opp den komplekse Fourierrekka av orden N = 2 (d.v.s. fa(t)). Finn
ogsa en M slik at fy(t) = f(t) for alle N > M.
Lgsningsforslag: Det er her ikke ngdvendig & regne ut Fourierintegralene
% fOT f(t)e= 2™/ T dt (selv om heller ikke dette gir mye regning), siden
cos(4dnt/T) + sin(107t/T + 7/2)
= cos(4nt/T) 4 cos(107t/T)

1 . . 1 . .
— §(e2m2t/T + e—27r12t/T) + §(€Q7T25t/T + 6—27rz5t/T).

Siden Fourierrekka til f har formen fx(t) = 27]:7:_]\[ yne2™/T g3 ser vi at
Yo = Y5 = Y—2 = y_5 = 1/2, og at alle andre y,, er 0. Dette betyr spesielt at

Folt) = 162m'2t/T i 16—2m'2t/T

2 2 ’
og at fn(t) = f(t) for alle N > 5.
Oppgave 2 DFT
Vi definerer vektorene 1 € RY 0og Ty € RY ved
@ = (1,1,1,1,...,1,1) @ =(1,-1,1,-1,..,1,-1)

(1 er altsd vektoren der alle komponenter er 1, o er vektoren med
komponenter (—1)¥). Du kan anta at N er et partall. Regn ut DFTyx;

(Fortsettes pa side 2.)
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og DFTnxo.
Lgsningsforslag: Vi har at vektorene kan skrives ; = vV N¢y, og &2 =
\/NQSN/Q. Siden Fn(¢n) = e, for alle n, s& har vi at

DFTN:IZ1 = \/NFNwl = \/NFN(\/N(ZX)) = Neo

DFTnzs = VNFyzs = VNFN(VN¢y/) = Neyjo.

Oppgave 3 Filtre

La S veere filteret med kompakt filternotasjon %(1, 4,6,4,1).

3a

Skriv ned en 8 x 8 sirkulant Toeplitz matrise som svarer til & anvende S
pa vektorer som er periodiske med periode 8. Regn ogsa ut og plott (den
kontinuerlige) frekvensresponsen. Er filteret et lavpass- eller hgypassfilter?
Lgsningsforslag: Matrisen blir

6 4100014
46 410001
146 41000
110146 4100
1610 01 46 4 10
0001 46 41
1 00 01 46 4
4100 01 46
Frekvensresponsen blir
1 .. . . .
)\S(W) — E(eQuu L 4™ £ 64 de” W 4 €—2zw)
1 . . 4
= <2(e“"/2 + e_""/Q)) = cos’(w/2),

der vi kjente igjen verdiene fra Pascals trekant, og det er klart at dette er et
lavpassfilter (evt. regn ut Ag(0) =1, Ag(m) = 0).

3b

Regn ut Sz og Sxo, der x1, x2 er vektorene fra oppgave 2.
Lgsningsforslag: Siden Fourierbasisvektorene er egenvektorer for filtre
s har vi at Sey = Ago®1 og STz = Agn/e®2. S er her et lavpassfilter
slik at Ag(m) = 0, og det er lett & sjekke at Ag(0) = 1. Dermed far vi
As(0) = Aso =1 og Ag nj2 = As(2m(N/2)/N = Ag(m) = 0, og dermed blir

Sml = I S$2 =0.

(Fortsettes pa side 3.)
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Oppgave 4 Tensorprodukter og wavelets

4a

Vi definerer 256 x 256-matrisen X ved at X;; = 255 nar (—1)"7 =1, og 0
ellers (0 < 4,7 < 255), det vil si

255 0 2556 0

0 255 0 255
255 0 2556 0

xX=1| 0 25 0 255
255 0 255 0

0 255 0 255

Vi definer ogsa filtrene S; = {1,—1} og S = {1,1}. Regn ut (51 ® S2)X
(S1 ® Sy er her tensorproduktet av de to linezere transformasjonene S; og
S2).

Lgsningsforslag: Vi har lert at (S ® S2)X = 51X (S9)7, slik at vi kan
starte med a anvende S7 pa alle sgylene i X. S7 kan regnes ut ved hjelp av
formelen

Zn = Tp+l — Tn.

Vi far da
—255 255 —255 255
2556 =255 --- 255  —255
51X = : : : : )
—255 255 —255 255
255 =255 - 255 —255

der alle naboelementene har motsatt fortegn. Sa anvender vi Se pa radene i
S1X ved hjelp av formelen

Zn = Tp + Tp—1,

og vi far da bare nuller pa grunn av alternerende fortegn, slik at (S;®S52)X =
S1.X (SQ)T blir nullmatrisen.

4b

Forklar algoritmen for & regne ut en DWT med Haar-waveleten, og
regn ut DWT over ett nivad for vektorene (255,0,255,0,...,255,0) og
(0,255,0,255, ...,0,255), der begge vektorene har lengde 256.
Lgsningsforslag: En DWT over ett niva splitter vektoren opp i
lavresolusjonskoordinater og detaljkkoordinater ved hjelp av formlene

Con = E(CLQn + ¢1.2n+1)

1

w = —=|(C —C .
0,n \@( 1,2n 1,2n+1)

For begge vektorene vil dermed lavresolusjonskoordinatene bli

co = (255/V2,...,255/V/2).

128

(Fortsettes pa side 4.)
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Detaljkoordinatene blir

wy = +(255/V2, ..., 255/v/2),

128

der plusstegnet velges for den fgrste vektoren, minustegnet for den andre.
Dermed far vi

DWT((255,0,255,0, ...,255,0)) = (255/V2, ..., 255 /v/2)

DWT((0,255,0, 255, ..., 0,255)) = (255/V/2, ..., 255/v/2, —=255/V/2, ..., =255 /V/2).

128 128

4c

Forklar algoritmen for & regne ut en 2-dimensjonal DWT med Haar-
waveleten, og regn ut to-dimensjonal DWT over ett niva for matrisen X
fra a). Hvis du viser frem resultatet som et bilde, hva vil du da se i de fire
hjgrnene?

Lgsningsforslag: Algoritmen for 2-dimensjonal DWT sier at vi skal
kjgore DWT pa rader, deretter pa sgyler. Fra b) har vi at DWT av
sgylene med partallsindeks er (255/v/2, ..., 255/+v/2), og DWT av sgylene med
oddetallsindeks er

(255/V/2, ..., 255/V/2, —255/V/2, ..., =255 /V/2).

128 128

Dermed blir fgrste halvpart av radene pa formen (255/v/2, ...,255/v/2), og
kjgrer vi en DW'T pa disse far vi

(255, ...,255,0, ..., 0).
N———r
128 128

Andre halvpart av radene blir pa formen
(255/v/2, —255/V/2...,255//2, —255//2).
og kjerer vi en DWT pa disse far vi

(0,...,0,255, ..., 255).
S—— ——
128 128

Dette betyr at alle elementene i gvre hgyre og nedre venstre hjgrne blir
0 (hvitt), og alle elementene i gvre venstre og nedre hgyre hjgrne blir 255
(svart). Spesielt er det ikke ngdvendig & korrigere for eventuelle pikselverdier
som ligger utenfor [0, 255].

Her kunne du ogsé bruke filtertolkningen av wavelets: Hvis Hg og H;
er filtrene i Haar waveleten si skal du anvende disse pa rader og sgyler péa
alle mulige mater. Det er klart vi far S; og Sy fra a) ved & gange Hy og
H; med \@, slik at man i a) faktisk verifiserer at nedre venstre hjgrne blir
nullmatrisen.

(Fortsettes pa side 5.)
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Oppgave 5 Konveksitet

Anta at fi(x), fa(x),...,fr(x) er konvekse funksjoner definert pa R™. Vis
forst at
f(x) = max(fi(), f2(), ..., fr(z))

er en konveks funksjon. Vis deretter at funksjonen som summerer de r stgrste
komponentene i & € R™ er konveks (Hvis denne kalles g, s& defineres g dermed
som g(x) = x, + Tiy + ... + x;,, der x;; > x;, > ... > x;, gir komponentene
i x i avtagende rekkefolge).

Hint: Prov a finne funksjoner fi,...,fx slik at g kan skrives som et maksimum
av disse. Andre del av denne oppgaven vil i sa fall fglge fra fgrste del.
Lgsningsforslag: Siden alle f; er konvekse sa har vi at

fill(M =Nz + Ay) < (1 =N filz) + Afi(y) < (1= A)f(x) + Af(y)-

Siden dette gjelder for alle 7 har vi ogsa at det gjelder for maksimum over
alle 7, slik at

F((L =Nz +Ay) < (1— N f(z) + Af(y),

slik at f er konveks. For andre del av oppgaven sa kan vi velge r indekser
(S$1y.0y8p) fra 1, ,n der s; < s9 < ... < s, pad k = (l:f) forskjellige méater.
For hvert slikt valg kan vi definere funksjonen.

9s1,....,sr — Tsy + T sy + ...+ Ts,,

og det er klart at g(x) = maxs <sy<..<s, gs1,....5,- Oiden hver gg, o er
konveks fglger det fra forste del av oppgaven at g er konveks.

Oppgave 6 Ikkelineser optimering

6a

Finn minimum for funksjonen

2 2
—24 YL E
under betingelsene x +y+ 2z =1, x > 0, y > 0, z > 0. Du skal bruke
Lagranges metode/sette opp KKT-betingelsene.
Lgsningsforslag: KKT-betingelsene er

2z 1 -1 0 0
Sl A1)+ | O ) +p2| -1 | +us| 0] =0,
z 1 0 0 -1

samt v +y+ 2z =1, uy; > 0, og pj = 0 nar tilhgrende ulikhet ikke er
aktiv. Hvis ingen ulikheter er aktive s& ma p; = p2 = us = 0, og det er
da klart at 2x = % = %, slik at y = 4z, z = 9x. Setter vi dette inn i
likhetsbetingelsen far vi at 14z = 1, slik at = 1/14. Dette gir kandidaten
(z,y,2) = (1/14,2/7,9/14).

Det er klart at likhetsbetingelsen ikke er oppfylt nar alle tre ulikhetene er

(Fortsettes péa side 6.)
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aktive.

Vi kan derfor anta at en av betingelsene ikke er aktiv, og at en er aktiv.
Hvis ulikhet k ikke er aktiv sa ma up = 0, og det folger da fra rad
k i gradientlikningen at A < 0. Hvis ulikhet r er aktiv sier da rad r i
gradientlikningen at pu, = A < 0, som ikke er tillatt. Derfor far vi ikke
flere kandidater ved a lgse gradientlikningen.

Den eneste maten a lage en lineser avhengighet mellom de fire gradientene er
a inkludere alle fire, og dette skjer bare hvis alle ulikhetene er aktive. Siden
dette var umulig s er alle punkter reguleere, og (1/14,2/7,9/14) er dermed
eneste kandidat til minimum (siden dette optimeringsproblemet er pa en
lukket, begrenset mengde, s er det klart at vi faktisk méa ha et minimum

0gsa).

6b

Studer folgende Matlabkode
A=T[111];
x0=[0.1; 0.2; 0.7];
mu=1;
r = 3;
alpha=0.1;
epsilon=10~(-3);
x = x0;

while (r*mu>epsilon)
for numit=1:20
dphi = -[1/x(1); 1/x(2); 1/x(3)];
d2phi = [1/x(1)"2 0 0; 0 1/x(2)"2 0; 0 0 1/x(3)"2];
df = [2xx(1); x(2)/2; 2*x(3)/9] + muxdphi;
d2f = [200; 01/20; 0 0 2/9] + mu*d2phi;
matr=[d2f A’; A 0];
vect=[-df; 0];
solvedvals=matr\vect;

d = solvedvals(1:3);
X =x +d;
end
mu=alpha*mu;
X
end

eller felgende Pythonkode:

from numpy import *

A=11, 1, 1]

x0 = [0.1, 0.2, 0.7]
mu = 1.

r=3

alpha = 0.1
epsilon=1E-3

x = x0

while (r*mu>epsilon):

(Fortsettes pa side 7.)
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for numit in range(20):
dphi = -array([1/x[0], 1/x[1], 1/x[2]11)
d2phi = matrix([[1/x[0]**2, O, O], \
[0, 1/x[1]**x2, 0], \
[0, 0, 1/x[2]**2]])
df = array([2*x[0], x[1]1/2, 2*x[2]/9]) + muxdphi
d2f = matrix([[2., O, 0], [0, 1/2., 0], [0, 0, 2/9.11) \
+ muxd2phi
matr = zeros((4,4))
matr[0:3, 0:3] = d2f
matr[0:3, 3]=A
matr([3, 0:3]=A
vect = zeros(4)
vect[0:3] = -df
solvedvals = linalg.solve(matr, vect)
d = solvedvals[0:3]
x=x+d
mu = alpha*mu
print x

(legg merke til at Matlabkoden er litt enklere & forsta nar det gjelder hvordan
vi lager matrisen matr). Kommenter koden linje for linje. Spesielt skal du
kommentere

1. hvilken algoritme som blir kjgrt

2. hva x-verdiene som blir skrevet ut pa skjermen konvergerer mot
3. Hvilket resultat som blir brukt pa linjen while (r*mu>epsilon).
4. Hva parametrene r, mu, x0, og alpha representerer.

Kan du nevne en svakhet ved koden over?

Lgsningsforslag: Koden kjgrer indrepunkts-barriermetoden for & finne
minimum til f, slik denne ble definert i a). Barrierfunksjonen her er
¢(z,y,2) = —plnx — plny — plnz, og barrierproblemet er & minimere
flx,y,2) —plnz—plny — pln z under betingelsen h(z,y,2) = z4+y+2z =1,
Denne har gradient (2x,y/2,22/9) — u(1/x,1/y,1/z) og Hesse-matrise

2 0 0 —1/22 0 0
0 1/2 0 | —pu 0 —1/y? 0 ,
0 0 2/9 0 0 —1/2?

og begge disse blir regnet ut i den innerste for-lpkka, der Newtons
metode blir kjgrt pa barrierproblemet. En svakhet ved koden er at
den ikke betrakter steglengden for Newtons metode, og den Kkjgrer et
fiksert antall iterasjoner av denne, uten bruk av noen stoppbetingelse.
r representerer antall ulikhetsbetingelser. Et resultat fra boka garanterer
at verdien vi far fra barrierproblemet skiller seg med mindre enn ru fra
lgsningen pa det opprinnelige problemet. mu er barrier-parameteren, alpha
er reduksjonsfaktoren for mu for hver iterasjon, og x0 er startpunktet.

SLUTT



