Forventningsverdi

MATOL00V S lighetsfordeli il ilfeldi
Sannsvnlighetsreanina o annsynlighetsfordelingen til en tilfeldig
Kon?binator?kk 909 variabel X gir sannsynligheten for de ulike
verdiene X kan anta

Vi gnsker i tillegg et summarisk mal som forteller

Forventning, varians og standardavvik . P
oss hvor fordelingen er «plassert» pa tallinja

Tilngerming av binomiske sannsynligheter
Konfidensintervall og hypotesetesting Forventningsverdien er et slikt summarisk mél

Vi vil bruke rulett
@rnulf Borgan som motivasjon

Matematisk institutt (avsnitt 8. ]_)
Universitetet i Oslo

Spillerne setter
sin innsats pa
grupper av felt
(det er ikke lov &
satse pa 0)

Ruletthjulet har 37 felt som
er nummerert fra O til 36

Nar ruletthjulet snurrer

slippes en liten kule oppi
Hvis en spiller

Kula blir liggende pé ett av satser et belgp pa

de 37 nummererte feltene k felt og kula

nar hjulet stopper stopper pa et av
dem, vinner

Feltene 1 - 36 er rade eller spilleren og hun far
utbetalt 36/k

sorte , mens O er grant _
ganger innsatsen .




Vi ser pa en «forsiktig» spiller som satser Sannsynlighetsfordelingen til Y :
10 euro pa 18 felt (f. eks. de rade) ;
_ . _ _ P(Y =-30) = (19) =0.135 (taper 3 ganger)
Spilleren far 20 euro hvis hun vinner og 37
ingenting hvis hun taper. Uansett beholder
kasinoet innsatsen pa 10 euro _ _ 8419\ _ (vinner 1 gang og
P(y =-10) =302 f1°) =0.385 (/71 oo
Spillerens nettogevinst i en spilleomgang er
10 euro hvis hun vinner, og den er -10 euro

. P(Y :10) = 3[(]18)2 Elg =0.36 (vinner 2 ganger
hvis hun taper 37 7 =0.365 og taper 1 gang)

Kvinnen spiller tre omganger pa denne maten

3
) ] P(Y = 30) = (18) =0.115 (vinner 3 ganger )
LaY veere hennes samlede nettogevinst i de 37
tre omgangene . )
Anta at kvinnen kveld etter kveld spiller tre Rulettek let moti definisi _
omganger rulett uletteksempelet motiverer definisjonen:
Etter N kvelder er hennes gjennomsnittlig En tilfeldig variabel X har mulige verdier
nettogevinst: X:, X, ..., X, . Da er forventningsverdien
< E(X) = X=X)+...+ X =
-300, (-30)- 107, (10)+ 107, @o) 3QF, Go (X) =% P(X =x) X P (X =X,)
Relative frekvenser av de mulige verdiene av nettogevinsten Vi sier ofte forventning i stedet for forventningsverdi

Den greske bokstaven 4 («my») brukes for &

Nar N gker vil gijennomsnittet vil neerme seg betegne forventningsverdi

-30P(Y =-30)-1QP ¥ =- 10)
+100P {Y = 10+ 3QP Y = 30=-0.81 Forventningen er «tyngdepunktet» i fordelingen

Dette er forventningsverdien E(Y) 7 8




Store talls lov

Ruletteksemplet motiverer ogsa store talls lov:

Vi har et forsgk med en tilfeldig variabel X.
Hvis vi gjentar forsgket mange ganger, vil
gjennomsnittet av verdiene til X neerme seg
forventningsverdien E(X)

Store talls lov er blant annet grunnlaget for
kasinodrift og forsikringsvirksomhet

To resultater om forventning

Hvis X er binomisk fordelt, er E(X) = np

E(a+bX) = a + b E(X)

10

Varians

Forventningsverdien til en tilfeldig variabel X
forteller oss hva gjennomsnittlig X-verdi vil bli
I det lange lgp

Vi gnsker oss ogsa et summarisk mal som
sier noe om hvor mye verdien til en tilfeldig
variabel vil variere fra forsgk til forsgk

Variansen er et slikt mal

Vi bruker igjen rulett som motivasjon
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Vi ser pa den «forsiktige» spilleren som
tre ganger satser 10 euro pa 18 felt og pa
en annen litt «dristigere» spiller som tre
ganger satser 10 euro pa 6 felt

Figuren viser fordelingen for nettogevinsten
for de to spillerne:

«Forsiktig» spiller (Y)
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;' «Dristig» spiller (2)




Nettogevinsten Y for den «forsiktige» spilleren og
nettogevinsten Z for den «dristige» spilleren har
begge forventningsverdi ¢ =-30/37=- 0.8

Men fordelingen til Z er mer «spredt ut» enn
fordelingen til Y

For & fa et mal pa hvor mye fordelingen til
Y er «spredt ut» tar vi utgangspunkt i
kvadratavvikene mellom Y-verdiene og
forventningsverdien

Hvis Y far verdien -30 er kvadratavviket

(-30- ) = (-30+ 30/37§= 852.
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Kvinnen spiller kveld etter kveld tre omganger rulett.
Etter N kvelder er det giennomsnittlige kvadratavviket

(=30 )" Oy (-30)+ (-10- 4 ¥ O (20)+ (10-p 0, o)+ (36-p j, 6o,

I I 1 I

Relative frekvenser av de mulige verdiene av nettogevinsten

Nar N gker, naermer dette seg
(-30- Y P =-300+ C10-u P Y =- 10
+(10- Y P (Y =10)+ (30~ FP ¥ = 30)=300

Denne summen kaller vi variansen til Y
Den skriver vi Var(Y). Altsa Var(Y)=300

For den «dristige » spilleren far vi tilsvarende at
Var(Z)=1467 "

Ruletteksempelet motiverer definisjonen:

En tilfeldig variabel X har mulige verdier
X;y Xy, .oy X, 0g forventningsverdi U/

Da er variansen
Var(X)
= (¢~ PX=x)+..+ K, ~-uFPX=x,)

Ofte bruker en ¢” for & betegne varians
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Eksempel 9.1: Vi kaster to terninger, og lar X
vaere summen av antall gyne

Vi har funnet E(X)=7

Variansen blir:
Var(X) = (2- 7¢ L + (3- 7f Do+ (4 705
12 L+ (12 7

_ 210 _ 35

36 6 16




Standardavvik

Nettogevinsten til den «forsiktige» spilleren
har varians 300

Benevningen for variansen er «kvadrateuro»

Et mal for spredning som har «riktig»
benevning er standardavvik:

Standardavviket til en tilfeldig variabel X er gitt

ved SD(X)=./Var(X)

Ofte bruker en O for & betegne standardavvik

Nettogevinsten til den «forsiktige»
spilleren har standardavvik 17.30 euro v

Varians for binomisk fordeling

Eksempel 9.2: | en sgskenflokk er det fire barn

X = «antall gutter i sgskenflokken» er

binomisk fordelt med n=4 og p=0.514

Har fra far at
P(X =0)=0.056 P K= 1F 0.23
P(X=2)=0.374 PK= 3F 0264P X= 4 0.0
u=E(X)=2.06

Variansen blir

Var(X) = (0- ¢¥ [0.056+ (+x §00.236 (2 >3 0.37
+(3-uY[D0.264 (4 ¢ 300.07G=1.00
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| eksemplet fant vi (avrundet) Var(X) = 1.00
Merk at 4 - 0.514 - (1 - 0.514) = 1.00 (avrundet)

Kan vise at vi har generelt:

Hvis X er binomisk fordelt, er Var(X) = np(1-p)

Eksempel 9.3. En bestemt type frg spirer med
70% sannsynlighet. Vi sar 20 frg

Variansen til antall frg som spirer er
20-0.70-0.30 =4.20

A LTy
<A Y IR T
& L
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Variansen til a+ bX

La X veere en tilfeldig variabel med
forventningsverdi Ly

Y = a + bX har forventningsverdi
M, =a+bp,
Kvadratavviket for Y blir
(Y - 14,)?= (@+bX —{a+bud) 2 =b*(X = 4 )?

Det motiverer resultatet:

Var(a+bX) = b? Var(X)
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Eksempel 9.4: Vi ser pa den «forsiktige» rulett-
spilleren som tre ganger satser 10 euro pa 18 felt

La X veere antall ganger hun vinner

X er binomisk fordelt med n =3 og p = 18/37
_ 18 19 _ C
Var(X) =30 0 = 0.74¢

Samlet nettogevinst: Y =-30+ 20X

Dermed:
Var(Y) = Var(-30+ 20X )=20*Var(X)
=40000D.749= 30! 21

Tilnaerming av binomiske sannsynligheter

Tidligere var det vanskelig é (www.york.ac.uk/depts/maths/histstat)
bruke formelen for binomisk
fordeling til & regne ut

sannsynligheter nar n er stor

Alt i 1733 viste Abraham de
Moivre hvordan en kan finne
tilneermingsverdier for binomiske
sannsynligheter

Selv om det na er enklere &
bestemme binomiske
sannsynligheter, er denne
tilnaermelsen fortsatt viktig

Binomisk fordeling for p = 0.25 og n =10, 25, 50, 100

o0 0.20
=
010 0.20
2
o
&w

o0

0 &5 10 15 20 25 30 35 40 ¢ &5 10 15 20 25 30 35 40

020
=
I

020

.10
010

0.0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 ¢ 5 10 15 20 25 30 35 40

Fordelingen forskyves mot hgyre og blir

mer «spredt ut» nar n gker »s

For & finne en tilnaerming «forskyvers vi
fordelingene slik at de far "tyngdepunktet” i
origo, og vi «skalerer» dem slik at de far
samme spredning

Vi ser derfor pa den standardiserte variabelen

_X-E(X) _ X-np

D(X)  {np(-p)

Viharat E(Z) =0 og SD(Z2) =1

k-np
Jnp(1-p)

Vi far derfor fordelingen til Z av fordelingen til X

Vi merker oss at hvis X =k saer Z =

24




Stolpediagram for fordelingen til Z Vil bruke de Moivres tilngerming til a finne
X . P(X <£33) narn =100 0og p =0.25
; Vi merker oss at
- 5 Arealet av en
5 5 33-1000.25
. . i < =P|Zs —— | = <
° 40 20 4.0 00 10 20 30 ° 40 20 10 00 10 20 30 Sto'pe Sv'a.rer tII P(X - 33) ( 100:025:073 P(Z _1.85)
sannsynligheten
for at Z far den p
aktuelle verdien o
; ; Summen av arealene
o
5 3 = av szylene er omtrent
° 40 20 4.0 00 10 20 30 ¢ A0 20 40 00 10 20 30 ; Iike Stor Som arealet
_ = under f(x) til venstre
Stolpediagrammene naermer seg standard- o "i{“-“ e e for 1.85
. . 1 e
normalfordellngsfunkSJonen f (X) - me g Vi skal egentlig summere arealene
25 av alle sgylene til venstre for 1.85 26
Arealet under standardnormalfordelings- S o . . T
funksjonen til venstre for 1.85 finner v?av Vil sa bruke de Moivres tilnaerming til a finne
H i . > 3 = =
tabellen bak i kompendiet; P(X219) narn=1000gp=0.25
Siste desimal i =z VI mel’ker 0SS a.t
z [i] 1 2 3 4 5 6 T 8 9
_ 19-1000.25 | _
0.0 | 0.5000 L5040 05080 0.4120 0 05160 |05199 ) 05235 0.5279  0.5319  0.5459 P(X 2 19) - P Z 2 1000.250 73 - P(Z 2 _139]
0.1 | 0.5398 05438 05478 0.5517  0.6557 | 0.55496 | 05646 05675 05714 0.5753 ' '
0.2 | 0.5793 (L5832 0L5ETL 0.5910 05948 | 05987 | 0.6026  0.6064  0.6103  0.6141
0.3 | 0.6179 L6217 006255 0.6293  0.6331 | 0.63658 | 0.6406  0.6443  0.6480  0.6517 §
0.4 l].f;.ﬁﬁ-'l ['I.(;TJF_FI U.iifi‘_:hf U.t';(jfi-l [].(;TUU U.HTZ;H l].f;??; ﬂ.[;*f[]ﬁ (.64 U.ii.‘:?{! @
e _ _ o Summen av arealene
1.5 | 0.9332 09345 09357 09370 09382 | 009394 0.9406  0.9418  0.9429  0.9441 o
1.6 | 0.8452 0.0463 0.9474 0.9484 09495 | 0.0505| 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 e av Sﬂylene er omtrent
1.7 ] 0.9554  0.9564  0.9573  0.9582 049591 | 009599 0.9608  0.9616  0.9625  0.9633 - .
Il.H l]..‘_H;--II [}.‘.!H-:*.! 0.9656 U.F_H;h'-l [l.!HJi?l 0.067H l]..‘)(;Hfi H..‘Ih‘F_FZ; [LfJE;!H; U.F}T)ﬂfi S Ilke Stor som arealet
LOT087IE 09719 009726 09732 049735 0074 0.9750 09756 0.9761  0.9767 2 | under f(X) t|| hﬂyre for
. . . . 40 20 40 00 10 20 30 -1.39
De Moivres tilnaerming gir at \ v / ;
— ~ | Vi skal egentlig summere arealene
< = < ~
P(X - 33) P(Z - 1'85) 0.96: 27 av alle sgylene til hgyre for -1.39 28




Arealet under standardnormalfordelings-
funksjonen til venstre for -1.39 finner vi av
tabellen bak i kompendiet:

Siste desimal i z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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0.0013 0.0010 0.0007 0.0005 0.0003 0.0002 0.0002 0.0001 0.0000 |0.0000

0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 ]0.0681

-1.3

0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 [0.0823

—1.2
—1.1
-1.0

01151 0.1151 0.11T12 0.1093  0.1075 0.I006  0.1035  0.1020 0.1003  0.0985
0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

Arealet til hgyre for -1.39 er lik én minus arealet
til venstre for -1.39

Derfor
P(X=219)=P(Z=>=-1.39= + 0.082 0.91 2

Eksempel 10.3: Vi tenker oss at Arbeiderpartiet pa
et tidspunkt har oppslutning av 32.0% av velgerne

Et meningsmalingsinstitutt spar et tilfeldig utvalg
pa 1000 personer over 18 ar hvilket parti de ville
stemt pa hvis det hadde veert valg

Hva er sannsynligheten for at mellom 300 og
340 av dem ville ha stemt pa Arbeiderpartiet?

Med andre ord: hva er sannsynligheten for at
Arbeiderpartiets oppslutning pa menings-
malingen vil bli mellom 30.0% og 34.0% ?

30

La X veere antallet av de spurte som ville ha
stemt pa Arbeiderpartiet

Siden det trekkes uten tilbakelegging, er
strengt tatt X hypergeometrisk fordelt

Men da antallet som trekkes ut er lite i
forhold til antall over 18 ar i hele
befolkningen, kan vi regne som om X er
binomisk fordelt med n = 1000 og p = 0.32
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N4a har vi at

P(300< X < 340
_ ( 300-10000.32_ -, _

340 100D 0.392
¢

/10000.3210.68 / 10a00.82 0.

=P(-1.36<Z< 1.3

Arealet under standard-
normalfordeligsfunksjonen
mellom -1.36 og 1.36 er lik
arealet til venstre for 1.36 minus
arealet til venstre for -1.36
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Siste desimal i z

sl 0 0 2 s a4 s [e] 7 s Sannsynlighetsregning og statistikk

-3 [0.0013 0.0010 0.0007 0.0005 0.0003 0.0002 [ 0.0002] 0.0001 0.0000 0.0000 _ . ) _

—1.4]0.0808 00793 00778 0.0764 0.0749 0.0735 | 0.0721] 0.0708 0.0694 0.0681 Vi har sett pa tilfeldige variabler og deres

—1.3 | 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 | 0.0869] 0.0853 0.0838 0.0823 sannsynIighetsfordelinger. Det er en del av

—1.2 [ 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 | 0.1038| 0.1020 0.1003 0.0985 . .

—1.1] 01357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 01251 | 0.1230[ 0.1210 0.1190 0.1170 sannsynllghetsregnlngen

~1.0 | 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 | 0.1446| 0.1423 0.1401 0.1379

1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 | 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 Vi vil na se pEol hvordan sannsynlighetsregningen
1.1]0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 | 0.8770| 0.8790 0.8810 0.8830 ot

1.2 | 0.8849 o.s;ég 0.8888  0.8907 0.8925 0.8944 [ 0.8962| 0.8980 0.8997 0.9015 danner grunnlaget for statistiske metoder

|1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 ] 0.9131] 0.9147 0.9162 0.9177
L4 10.9192 09207 09222 09236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

Vi ngyer oss med & se pa binomiske situasjoner

De Moivres tilngerming gir at | sannsynlighetsregningen kjenner vi verdien til p
P(300< X < 340)%= P(— 13&27Z< 1_3)3 | statistikken gjar vi ikke det. Der er poenget
_ nettopp a kunne si noe om verdien til p nar vi
=0.913 0.08~= 0.82 " har observert X w
Estimering og konfidensintervall Generelt ser vi pa en stor populasjon der en

: : - o : . ukjent andel p har et bestemt "kjennetegn"
Vi er ofte interessert i a ansla («estimere») verdien J P J 9

av p ut fra resultatet av et forsgk, og ogsa & si noe | eksemplet er populasjonen alle over 18 ar
om hvor presist anslaget er som ville ha stemt hvis det var valg, og
kijennetegnet er at en person ville stemt pa Ap

Eksempel 11.1: Av 1001 Partibarometer g Vi trekker et tilfeldig utvalg pa n individer fra
personer som ble s e : o
intervjuet, ville 411 ha SPRMAR g et o s i populasjonen. Stgrrelsen av utvalget er liten |
stemt pa Arbeiderpartiet = forhold til stgrrelsen av hele populasjonen

hvis det hadde veert val M ,

g 2 La X veere antall i utvalget som har

Arbeiderpartiets 0w kjennetegnet

oppslutning er N E . . .
411/1001=0.411, Goenr Vi kan regne som om Xer blno_mlsk ford_elt
dvs 41.1%. Hvor sikkert 5 A AAYY LT med p lik den ukjente andelen i populasjonen
er dette anslaget? i~ e e som har kjennetegnet 3%

Ap_ | Hoyre| Fp | Sp | KrF |venstre] SV | MDG' | Rodt |Andre”
e 308 (268 (163 | 55 (56 |52 |41 | 28 | 11 |18




Til & ansla («estimere») p bruker vi andelen i
utvalget som har kjennetegnet, dvs.
X

p="—
n

Merk at P («p hatt») er en tilfeldig variabel
| eksempelet fikk P verdien 0.411

For & kunne si noe om hvor presist et anslag
er, m& vi ta hensyn til hvor mye verdien av P
vil variere fra undersgkelse til undersgkelse
bare pa grunn av tilfeldige variasjoner

37

Av de Moivres resultat finner vi at

Pl -1.96< 2P 51.9632 0.9
( Jrp@=p)
2.5% 95% 2.5%

N& er X~ _ PP
Jnp(1-p) \/p(lp)

n

Dermed

Pl -1.96<_ PP <196= 0.9

p(-p)
n

Kan vise at vi kan erstatte p med P i nevneren:

Pl -1.96<_ PP <1096= 09
p(1-p)

n

Ulikhetene kan omformes slik at vi far p
alene i midten:

P(@—l.g p(ln‘p) <ps<p+ 1.9@/'5(1;?’))= 0.9
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Det er altsa tilneermet 95% sannsynlig
at undersgkelsen vil gi et resultat som
er slik at p blir liggende i intervallet

I:ﬁ_llg BB H+1.9 ﬁ(l—ﬁ)}
n

n

Dette intervallet kaller vi et (tilneermet)
95% konfidensintervall for p
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Partibarometer e
E ks e I I I p e I 11 2 " VI se r Barometeret er basert pa 1001 telefoninterviver. Feltarbeids
. - 9-11. februar 2015. Felgende sparsmal ble stilt: «Dersom det

igjen pa meningsmalingen '

feilmarginer som varierer mellom 2 0g 3 prosentpoeng.

Endring i forhold til januar 2015

<

1

'

1.1

Vart estimat for Aps o

oppslutning er 2
A _ 411 .,

P= 1001~ 0.411 i AL AV Y

IR JE IR

Ap | Hoyre| Fm | Sp | KiF* |Venstrel SV | MDG'| Rodt |Andre™

95% konfidens- e el
intervall:

[0.411— 1.9q0411C 0411 o.411+1.c\;/6@1]
1001 1001

Dvs.: [ 0.381, 0.44] (dette gir en «feilmargin»)
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