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Kombinatorikk
For a bruke en uniform sannsynlighetsmodell ma vi
finne antall mulige og antall gunstig utfall

| enkle situasjoner som kast med to terninger kan vi
skrive opp alle mulige utfall og alle utfall som er
gunstige for den hendelsen vi er interessert i

&

"Sum sju gyne

| Lotto er det over 5 millioner
mulige vinnerrekker

Vi ma veere veldig talmodige
for a skrive opp alle disse!

Vi ma derfor kunne beregne antall mulige
vinnerrekker uten & skrive dem opp

Kombinatorikk er navnet pa den delen av
matematikken som gir oss lgsningen pa dette
og liknende problemer

Multiplikasjonssetningen

Hbeuetttar:
Eksempel 6.1: Baktmkiei flote
o Gimiitidaks
Pa en meny er det: Biskéabperousse
Brdetifiie
= 4 fOI’I’etter Réfamellpudding
Svi teik
- 10 hovedretter Lammesteik
Kyllingbr
- 5 desserter vl
Pekingand

Pa hvor mange mater kan vi sette sammen et maltid
med én forrett, én hovedrett og én dessert?

Maltidet kan settes sammen pa 4[10[b= 20( mater
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Valget av de tre rettene er en valgprosess i tre trinn:
(i) valg av forrett

\ Eksempel 6.2:
(") valg av hovedrett Et bilnummer bestar av to
(iif) valg av dessert bokstaver og 5 siffer DK72792
Generelt har vi multiplikasjonssetningen: Hvor mange bilnummer 24{ \}b}g
En valgprosess har r trinn. kan vi lage? 9 valg
| fgrste trinn er det n; valgmuligheter,
I andre trinn er det n, valgmuligheter, ... Vi kan lage
| siste trinn er det n, valgmuligheter.
n, Ln, LI, forskjellige bilnummer
valgmuligheter
5
Ulike typer utvalg Ordnet utvalg Ordnet utvalg
med tilbakelegging uten tilbakelegging

Eksempel 6.3: Vi skriver bokstavene i alfabetet pa

hver sin lapp og legger de 29 lappene i en eske @ @@ @@ @@@
Vi trekker sa fire lapper, én etter én ‘@Q @@ @‘ ‘E ©@ @‘

Vi sier at vi trekker et utvalg pa fire bokstaver
o U B [ E O 1 [ @

Uordnet utvalg
d tilbakeleggi

Hvis vi legger en lapp tilbake far vi trekker den
neste, trekker vi med tilbakelegging

Hvis vi ikke legger lappen tilbake, trekker vi
uten tilbakelegging

Uordnet utvalg

uten tilbakelegging
Hvis rekkefalgen bokstavene trekkes i har
betydning, trekker vi et ordnet utvalg

5O K8
‘@ AL @‘
:I(\)/:Z r::t(tiz:gen ikke har betydning, trekker vi et ] %% %@©




Ordnet utvalg med tilbakelegging
Se pa bokstaveksempelet
Hver gang vi trekker er det 29 bokstaver a velge mellom
Vi kan velge de fire bokstavene pa
29[R929129%= 7072¢

forskjellige mater nar vi tar hensyn til rekkefalgen

Generelt har vi en mengde med n elementer, og vi
velger r elementer fra mengden med tilbakelegging

Da kan vilage n[h [N = n" ordnede utvalg
Hf_—/

r ganger

Eksempel 6.4:
Pa en tippekupong er det
gitt 12 kamper

For hver kamp skal en
tippe H, U eller B

Hvor mange forskjellige
tipperekker kan vi lage?

Vi kan lage

3:-3--:3=312=531441

forskjellige tipperekker

1.Roa - Team Strommen
|| 2 Liverpool - West Bromwich

3. Sunderland - Portsmouth

4, Hull - Bolton
5.West Ham - Everton
6. Reading - Derby

.
} L
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8. Nottingham F - Birmingham
9. Queens PR - Cardiff

7. Wolverhampton - Burley || H |

|
lellie

x|

EEEEEEEE

=|
c |

10. Norwich - Preston
11, Bamsley - Seffeld U
|12 Southampton - Bristl €

|= |l=

@=||=
L b
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Oppgave 54 1 tipping skal en for hver av 12 fotballkamper gjette om det blir
hjemmesecier (H), uavgjort (U) eller borteseier (B). En rekke bestar av ett tips
for hver av de 12 kampene.

a) Nar du fyller ut tippeckupongen, kan du hel- eller halvgardere en kamp ved
at du gir mer enn ett tippetegn for denne. Du leverer en tippekupong med
tre hel- og to halvgarderinger. Hvor mange rekker har du tippet?

1.Roa-Team Stroammen | [11][ul[2 ]
|| 2.Liverpool - West Bromwich | [ 1] [u][& |
3. Sunderland - Portsmouth || H|[u][8
4, Hull - Bolton Hjlu]|B .
M | Antall rekker:
6. Reading - Derby HllU||B — — (
7. Wolverhampton - Burniey l‘: E E _ 2 QEBEB[B— 2 Dg - 101
8.Notingham F - Binningham |11 U] [ §
9. Queens PR - Carditf l[iﬂ{ij [s]
10.Norwich - Preston [1][u][s
11, Bamsley - SheffieldU | +1][u][&]
|12 Soutampton - Bristol ¢ [ 11][ ][
Ll [ § u

Vi kan velge de fire bokstavene pa

Ordnet utvalg uten tilbakelegging

Se igjen pa bokstaveksempelet

* Fgrste gang er det 29 bokstaver & velge mellom

« Andre gang er det 29-1 bokstaver & velge mellom
» Tredje gang er det 29-2 bokstaver a velge mellom
« Fjerde gang er det 29-3 bokstaver a velge mellom

291129~ 1)(29- 2J1(29 3F 5700:

forskjellige mater nar vi tar hensyn til rekkefglgen
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Generelt har vi en mengde med n elementer, og vi
velger r elementer fra mengden uten tilbakelegging

Da kan vi lage

P =nln-1){n-2)0Mn-r+1)

r faktorer

ordnede utvalg
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Eksempel 6.5:
Landslagstreneren i langrenn
for menn har sju lgpere &
velge mellom til en World Cup
stafett over 4x10 km

Pa hvor mange mater kan han sette opp stafett-laget
nar vi tar hensyn til hvem som skal ga de ulike
etappene?

Treneren kan sette opp stafettlaget pa
,P, = 7BBHA= 84(

mater u

Vi har fortsatt en mengde med n elementer, og vi
velger r elementer fra mengden uten tilbakelegging

Nar r = n velger vi alle elementene.

Da svarer et ordnet utvalg til en bestemt rekkefglge
(eller permutasjon) av de n elementene

Det er
n'=_P, =12 [BOM{n — 1)Ch

slike rekkefglger

Merk at vi setter Ql=1
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Eksempel 6.6:

Vi ser pa eksempel 6.5. Treneren har bestemt
seg for hvilke fire lapere som skal ga stafetten

Hvor mange lagoppstillinger kan han da velge
mellom?

Treneren kan velge mellom
41=1[P[B[A= 24
lagoppstillinger
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Oppgave 50 Treneren for en skiklubb kan velge mellom 5 lgpere til NM-stafetten
for kvinner over 3 X 5 km.

a) Hvor mange mater kan hun sette opp stafettlaget pa? (Du skal ta hensyn
til hvem som gar hver av de tre etappene.)

b) Anta at hun har bestemt seg for hvilke tre lopere som skal ga stafetten, men
ikke hvilke etapper hver av dem skal ga. Hvor mange mulige lagoppstillinger
kan hun velge mellom?

a) Antall mulige stafettlag:

P, =5[2B= 60

b) Antall mulige lagoppstillinger:
3!=1[2[B= 6
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GeoGebra

Vi kan bruke GeoGebra til & bestemme P og n!

lllustrasjon for P, og 4!

Fil Rediger Vis Innstilinger Verkiay Vindu Hjelp

=] O]

» CAS =l

=]l

&

18
3-5

1

=~ 840

nPr{7, 4]

)| - 24

41
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Uordnet utvalg uten tilbakelegging
Eksempel 6.7: Vi ser igjen pa stafetteksempelet

Pa hvor mange mater kan treneren velge ut de 4
som skal ga stafetten (blant de 7) nar vi ikke bryr
oss om hvem som skal ga de ulike etappene?

La x veere antall mater han kan gjare det pa

Merk at x er antall uordnede utvalg av 4 Igpere
blant 7 nar utvelgingen skjer uten tilbakelegging

Vi vil bestemme x ved & finne antall ordnede
utvalg pa to mater
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Fra eksempel 6.5 har vi at antall ordnede utvalg
av 4 lgpere blant 7 Igpere er P, =7[6[b 4= 84(

Fra ett uordnet utvalg kan lage 4!=1[2[8 4= 2«
ordnede utvalg (jf eksempel 6.6)

Vi kan derfor lage X[4! ordnede utvalg

Dermed er Xx[4!=_P,

_ 7Py _ 70EA _
4 T aoEa
Treneren kan velge ut de som skal ga

stafetten pa 35 mater nar vi ikke bryr oss om
hvem som skal ga de ulike etappene

Dette gir 35
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Generelt har vi en mengde med n
elementer, og vi velger r elementer fra
mengden uten tilbakelegging

Da kan vi lage
C = B _nln-1)0n-2)0n-r +1)

Tl 12O — 1)CE
uordnede utvalg

NB! For uordnet utvalg spiller det ingen

Eksempel 6.8:
En klasse har 25 elever :
Fire elever skal velges til en festkomité

Hvor mange mater kan det gjares pa?

De 4 elevene kan velges pa

_ 25[24P3122
25C4 -
12034

=1265C

rolle om vi velger ett element om gangen, mater
eller om vi velger alle pa en gang . .
Oppgave 55 1 en klasse er det 25 elever. De skal velge to medlemmer til el- GeoGebra

veradet. Hvor mange mater kan de gjore det pa?

Antall mater de to medlemmene kan velges pa er:

25024
C,=——=300
T

Oppgave 56 Et lokallag til et politisk parti har 40 medlemmer. Lokallaget skal
velge tre delegater til partiets landsmgte. Hvor mange mater kan de velge dele-
gatene pa?

Antall mater de tre delegatene kan velges pa er:

_ 40[BIBS

C
403 12(B

=9880
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Vi kan bruke GeoGebra til & bestemme ,C,

lllustrasjon for ,sC, 0g 4C;

|
Fil Rediger Vis Innstilinger Verktay Vind

=[l= Il ol
» CAS
1 | nCri25, 2]
| 5| - 300

5 | nCri40, 3]
| o ~ 9880
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Eksempel 6.9:

Nar du tipper én lottorekke,
krysser du av sju tall fra 1 til 34

Hvor mange lottorekker fins det?

ELOTTO g

Hva er sannsynligheten for & vinne
farstepremie hvis du tipper én rekke?

Antall mulige lottorekker:
_ 34[B3BZ2131130128 2
34C

Oppgave 61 I Lotto kan du tippe system ved a krysse av mer enn sju tall pa
kupongen.

a) Hvor mange rekker tipper du hvis du krysser av ni tall?

b) Hvor mange rekker tipper du hvis du krysser av ti tall?

a) Antall rekker hvis du krysser av ni tall:

_ 9BV HM4I3 9]8_36
77T BHMEIE]7 12

= =537961¢
! 123 A BB/ b) Antall rekker hvis du krysser av ti tall:
Sannsynligheten for & vinne farstepremie:
. o _ LOBIEE14. 101918 .,
P(farstepremiex ———— = 0.000000: YT RBMEIE]7 D213
( P ¥ 5379616 25 26

Eksempel 6.10: | I "

En pokerspiller far <4 Pascals talltrekant

delt ut fem kort Kinesi :

1 inesisk Versjon
Hva er sannsynligheten for 1 1 fra 1300-tallet
at Spi”eren bare fér hjerter? 1 \42/ 1 (www.york.ac.uk/depts/maths/'histstat)
N TN

Antall mulige mater a dele ut fem kort pa:

_ 52[6160714914¢_
£,Cc = S 2598 96(
Antall av disse som gir bare hjerter:
_ 1321
13Cs = 1203 AE =1287

1287
2598960

P(bare hjerter = =0.000% 27

1\ /3\ /3\ /1
1\ /4\ /6\ /4\ /1
1 5 10 10 5 1
Talltrekanten kalles
Pascals trekant, men den

var kjent lenge fogr Pascal
skrev om den
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Vi har at:

(a+b)?2 = a2 + 2ab + b?
=1a?+ 2ab + 1b?

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b3
=1ad+ 3a%h + 3ab?+ 1b3

(at+b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab3 + b*
= l-a*+ 4-a%b + 6-a%b? + 4-ab3 + 1-b*

Generelt finner vi koeffisientene i uttrykket for
(a+b)" i n-te linje i Pascals trekant
(nar vi begynner nummereringen med linje 0) 2

Uttrykket a+b kalles et
binom

Formelen for & regne ut
(a+b)" kalles
binomialformelen

Derfor kalles tallene i ( 8)
Pascals trekant for 1 1
binomialkoeffisienter ( 0) ( 1)

Vi skriver tall nummer r i (g) ( i) ( ;)

linje nummer n i Pascals
trekant som (?) (3) (3) (3) ( 3)

(nummereringen starter med
linje og plass 0)
30

Binomialkoeffisientene er generelt gitt ved

) = oy

Formelen gjelder ogsad forr=0o0gr=n
sidenviharQ! =1

n| _( n

r n-—r

SRR

Vi har uten videre at

Kan vise at

Hva er sammenhengen mellom binomial-
koeffisientene de kombinatoriske tallene C, ?

nCr :nPr :nprmn_r)!
r! r' (n—r)!
_nn-1)0I{n-r +DH{n—-r){n—r - IR
- r'(n-r)!

- =)

Binomialkoeffisientene og de kombinatoriske
tallene er de samme!

Vil bruke skrivematen for binomialkoeffisientene

32




Flere eksempler

Eksempel 6.11: | en kartong er det 12 sikringer

Fire av dem er defekte, resten er i orden
Vi trekker tilfeldig tre sikringer
Hva er sannsynligheten for at én er defekt?

_ 12\ _ 120011010
Antall mulige utvalg ( 3) T B

Antall gunstige utvalg (‘11) Eég) =4[P8= 112

Eksempel 6.12:
| en klasse er det 11 jenter og 14 gutter

Fire elever velges ved loddtrekning til en
festkomité

Hva er sannsynligheten for at det blir to gutter
0g to jenter i komiteen?

Antall mulige utvalg: (245) =1265C

Antall gunstige utvalg: [124) [ﬁlzlj =91[65= 500t
5005 _

, o 112 .
P(en defekt sikringy Z-> = 0.50 P(to gutter og to jente 0.3¢
( 9 220 . (tog g tojenten) - 650 .
Oppgave 68 Se pa eksempel 6.12. Hva er sannsynligheten for at det a) bare blir
jenter _i .f(,\.s‘tk(,)m_it(,‘(,‘n: b) bare blir gutter i1 festkomiteen; ¢) blir én gutt og tre
jenter 1 festkomiteen? C) Her er antall gunstige utvalg
Antall mulige utvalg er M= (245) =1265( a1
T TR——
a) Her er antall gunstige utvalg g = (141) =330
Derfor er: Det gir at
| g _ 330 _
P(bare jenterr=—=——-= 0.02
m 12650 , | g _ 2310
P(én gutt og tre jente —=——= 0.1
b) Tilsvarende finner vi: m 12650
)
4 1001
P(bare gutter = = 0.07
(bare guttery: (25) 12650
4 35 36




Eksempel 6.13:

En pokerspiller far delt ut
fem tilfeldig valgte kort

Hva er sannsynligheten
for at spilleren far to par?

Antall mulige utvalg: (552j = 2598 96(
Antall gunstige utvalg:

valg av to valgieyr todigraigtekett kort |
forste vesdides verdje verdi

123552
P(to par)—%25 98960 0.04¢
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