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Betinget sannsynlighet

Vi repeterer farst et eksempel fra samlingen for
sist uke

Eksempel 4.1: Vi legger fire rgde kort og to svarte
kort i en bunke

Trekker tilfeldig ett kort og sa ett kort til

Ser pa hendelsene:
A = «fgrste kort rgdt» B = «andre kort svart»

Vi har at P(A) = 4/6 = 2/3
Hvis A har inntruffet er sannsynligheten for B lik 2/5
Dette er den betingede sannsynligheten for B gitt A
Vi skriver P(B|A)=2/5

| eksempel 4.1 er det intuitivt klart hva betinget
sannsynlighet er

Det er ikke alltid like enkelt:

» Hva er den betingede sannsynligheten for at begge
kortene er rgde gitt at minst ett av dem er rgdt?

» Hva er den betingede sannsynligheten for at det
farste kortet er rgdt gitt at det andre er svart?

Vi trenger en definisjon av betinget
sannsynlighet!

Svarene pa spgrsmalene er gitt i oppgave 27 (nedenfor)
og eksempel 4.5 (jf. samlingen)




Vi kom pa samlingen sist uke fram til falgende
definisjon av betinget sannsynlighet:

P(An B)

PBIA=—C s

Ved & bytte om «rollene» til A og B

P(An B)

P(A|B)= 56

Eksempel 4.4:
Bunke med fire rade og to svarte kort

Trekker tilfeldig ett kort og sa ett kort til

A = «fgrste kort rgdt» B = «andre kort svart»

Vil bestemme P(B | A) ut fra definisjonen
(det gir en «sjekk» pa at definisjonen er rimelig)

Vi kan trekke to kort pa 6 - 5 = 30 mater

Vi kan trekke farst et radt og sa et svart kort pa
4 -2 = 8 mater

Vi kan trekke det farste kort radt pa 4 - 5 = 20 mater

Det gir
_ 8 _ 20
Dermed er
P(B|A) = P(An B) _ 8/30 _ 8 :_2
P(A) 20/30 20 &

(selvfalgelig!)

Oppgave 27 Fra en kortstokk velger vi fire rade kort (ruter, hjerter) og to svarte
kort (klgver, spar) og legger i en bunke. Vi trekker sa tilfeldig et kort fra bunken
og ser hvilken farge det har. Uten a legge kortet tilbake trekker vi et kort til.

a) Hva er sannsynligheten for at begge kortene er rgde?

Hva er sannsynligheten for at minst ett kort er rodt?

)
b) Hva er sannsynligheten for at begge kortene er svarte?
c)

)

Bruk resultatene i a og c til a finne den betingede sannsynligheten for at
begge kortene er rgde gitt at minst ett av dem er rgdt.

d

e) Forklar hvordan vi kan tolke den betingede sannsynligheten i d som en
relativ frekvens.

Lgsning :
4383 12 6 2
a) P(begogergde — =""=_—"=°F
) (begg el§6[5 30 15 8




20 2 1
b) P(beqgge svarte — =—=—
) (begg e§6[5 30 15

c) P (minst ett radt kori=1- P (begge svarte :1—i5 _14

15

_ P(begge rgden  minst ett rgdt ko

d) P (begge rgde| minst ett radt ke :
P(minst ett rgdt kort)

5/ o

_ P(begge rade) 6
P(minst ett redt kort ~ 14 " 14
15

3
7

e) Hvis vi om og om igjen trekker to kort fra bunken og bare teller
med de trekningene der minst ett kort er radt, sa vil vi i det lange
lzp i disse trekningene fa to rade kort i omtrent 3/7 av trekningene.

Produktsetningen

Definisjon av betinget sannsynlighet:
P(An B)

PBIA=—1 0

Denne gir produktsetningen:

P(An B)=P(A) P(B|A)

Tilsvarende:

P(An B)=P(B)P(A|B)
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Eksempel 4.6:

En klasse med 11 jenter og 14 gutter skal velge
medlem og varamedlem til elevradet

Ingen vil stille, s& det trekkes lodd
Hva er sannsynligheten for at to gutter blir valgt?

A = «gutt blir medlem» B = «gultt blir varamedlem>»

_ 14 _13
P(A) = P(B|A)=2;
P(to gutter blir valgt=P An B

=P(A)[P(B|A) = ;‘;Dg: 0.303

Merk at vi ogsa kan lgse oppgaven ved & se pa hvor
mange mater vi kan trekke to elever og pa hvor mange

mater vi kan trekke to gutter (eksempel 3.2) H

Produktsetningen for tre hendelser:
P(AnBnC)

= P(An B)[P(C|An B)
= P(A)[P(B| A)[P(C |An B)

Produktsetningen gjelder pa tilsvarende
mate for fire og flere hendelser
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Eksempel 4.7:
Etter offentlig statistikk er sannsynligheten:

* 95% for at 65 ar gammel kvinne skal bli minst 70 ar
* 92% for at 70 ar gammel kvinne skal bli minst 75 ar
* 87% for at 75 ar gammel kvinne skal bli minst 80 ar

Hva er sannsynligheten for at 65 ar gammel kvinne
skal bli minst 80 ar?
Tar for oss 65 ar gammel kvinne:

A = «kvinnen blir minst 70 ar»

B = «kvinnen blir minst 75 ar»

C = «kvinnen blir minst 80 ar»
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Opplysningene gir:
* P(A)=0.95
*P(B|A)=0.92
«P(C|ANB)=0.87

Hvis kvinnen blir minst 80 ar, blir hun ogsa
minst 70 ar og minst 75 ar

Derforer AnBnC=C
P(minst80 arFP C =P(AnBnC)
=P(AP(B|A)IP(C|AnB)
=0.95[10.9210.8& 0.7 14

Oppgave 30 Etter offentlig statistikk er sannsynligheten

e 93% for at en 65 ar gammel mann skal bli minst 70 ar
e 89% for at en 70 ar gammel mann skal bli minst 75 ar
e 81% for at en 75 ar gammel mann skal bli minst 80 ar

Hva er sannsynligheten for at en 65 ar gammel mann

a) skal bli minst 80 ar

b) vil oppleve sin 75-arsdag, men ikke sin 80-arsdag

Lgsning:
a) P (minst 80 &1=0.93(0.8910.8 =0.67

b) P (bli 75 ar, men ikke 80 ¢ =0.93(0.891(+ 0.81 =0.16
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Avhengige og uavhengige hendelser

« Hvis P(A|B)=P(A) er A og B uavhengige hendelser
» Hvis P(A | B) # P(A) er A og B avhengige hendelser

Enkelte ganger kan en undersgke ved regning om
hendelser er uavhengige

Vanligvis er uavhengighet en modellantagelse
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Hvis A og B er uavhengige hendelser:

P(An B) = P(A) (P(B)

For tre uavhengige hendelser A, B og C:

P(An B n C) = P(A) [P(B) [P(C)

Tilsvarende resultat gjelder for fire og flere
uavhengige hendelser
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Eksempel 4.8: | en sgskenflokk er det tre barn som
ikke er tvillinger eller trillinger
Antar at barnas kjgnn er uavhengig av hverandre

Produktsetningen gir:
P(eldste gutt, to andre jente
=0.514(10.48610.48=0.121
P(miderste gutt, to andre jente
=0.48610.51410.486 0.1.

P(yngste gutt, to andre jente
=0.486010.48610.514 0.1.

Addisjonssetningen for disjunkte hendelser gir:
P(en gutt og to jente =3[0.121= 0.36 18

Oppgave (ikke i oppgaveheftet)

Vi kaster én terning tre ganger.
a) Hva er sannsynligheten for at du far ingen seksere?
b) Hva er sannsynligheten for at du far minst én sekser?

c) Hva er sannsynligheten for at du far ngyaktig en sekser?

Lgsning :
3
a) P (ingen sekser :§B§£ _[> =0.579
6 6 6 6

b) P (minst én sekse =1-P(ingen sekserc =1-0.579= 0.42
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Al

c) P (énsekse =P(sekser i fgrste kast, fem eller mindde andre;
+ P(sekser i andre kast, fem eller mindigeiandre
+ P(sekser i tredje kast, fem eller mindmde andre

e Jp N L PLI FLEL
666 6 6 6 ¢

6 6
43

=0.347
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Eksempel 4.9: Kast en terning til vi far sekser og
registrer hvor mange kast vi ma gjgre

Sett P(k) = P(farste sekser i k-te kast)

For a fa farste sekser i k-te kast ma vi ikke fa sekser i
de k — 1 fgrste kastene og sa fa sekser

Siden resultatene av kastene er uavhengige far vi

Pl =220 5! - @H

k — 1 ganger

o
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Total sannsynlighet

Vi kan skrive en hendelse B som en disjunkt
unionav An B og An B

A/X

Dette og produktsetningen gir setningen om total
sannsynlighet

P(B)=P(An B)+P(An B)
= P(A)[P(B|A)+P(A)P(B|A)
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Eksempel 5.10:
En bedrift produserer varer pa to maskiner

Maskin | produserer 40% av varene
Maskin Il produserer 60% av varene

4% av varene fra maskin | er defekte
2% av varene fra maskin Il er defekte

En vare velges tilfeldig fra lageret

Hva er sannsynligheten for at varen er defekt?
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A = «varen kommer fra maskin I»
B = «varen er defekt»

Opplysningene gir:
P(A) =0.40 P(A) =0.60
P(B|A)=0.04 P(B|A)=0.02

Setningen om total sannsynlighet gir:

P(B) = P(A)[P(B|A)+P(A)[P(B|A)
= 0.40010.04+ 0.6010.0
=0.028
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Oppgave 40 I en eske er det fem hvite og tre grenne kuler. Du trekker en kule
fra esken og ser hvilken farge den har. Uten a legge kula tilbake trekker du en
kule til og ser hvilken farge denne har. Hva er sannsynligheten for at

a) begge kulene er grgnne

b) ferste kule er hvit og andre grgnn

¢) andre kule er gronn

Lgsning :
a) P (begge kulene grgnr = 3 _6_3
8 7 56 28
b) P (farste kule hvit, andre kule grgi= g[.l;’ :é_z

c) P(andre kule grgni

= P(begge kulene granneP (farste kule haridre kule granr

:E 1_5_31__3_03712 -
56 56 56 8

Eksempel 5.11:

Vi legger

 fire rgde kort og to svarte korti bunke |
» to rgde kort og fire svarte kort i bunke Il

Vi velger tilfeldig én bunke og trekker to kort fra
denne

Hva er sannsynligheten for at vi far to
rgde kort?
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A ="vi trekker fra bunke I"
B = "vi trekker to rgde kort"

Opplysningene gir:
P(A)=P(A) =

P(B|A)—i—£

1
2 PBIA)=Z=1

15

Setningen om total sannsynlighet gir

P(B) =0+

Nl e

1_ 7
0= ?—O 233
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Bayes' setning

Definisjon av betinget sannsynlighet:
P(An B)
P(B)

Vi bruker produktsetningen for telleren og total
sannsynlighet for nevneren:

P(A|B)=

P(A)[P(B|A)
P(A)[P(B|A)+P(A)P(B|A)

P(A|B)=

Dette er Bayes' setning
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Eksempel 5.12 Eksempel 5.13:

Ser pa eksempel 5.10. Vi ser pa eksempel 5.11
Hvis varen er defekt, hva er da sannsynligheten for at Hvis begge kortene er rade, hva er
den kommer fra den fgrste maskinen? sannsynligheten for at vi trakk fra bunke | ?
A = "varen kommer fra maskin I" A = «vi trekker fra bunke I»
B = "varen er defekt" B = «vi trekker to rgde kort»
P(A) =0.40 P(A) =0.60 P(A)=P(A)=.  P(B|A)=_ P(BIA)= ¢

P(B|A)=0.04 P(B|A)=0.02 Bayes setning gir
Bayes setning gir:

1_6
(AlB)= 218 =O
0.400D.04 P = ==
P(A|B)= = 0.57 16,11
(AIB)= 5 400,04 0.600.02 2 295 s
Oppgave (ikke i oppgavesamlingen) I en eske er det to mynter. Den ene er
normal, mens den andre har krone pa begge sider. Du trekker tilfeldig én mynt Setningen om total san nsynlighet glr at:
og kaster den to ganger. )
a) Hva er sannsynligheten for at du far krone i begge kastene? P(KK)=P(N)[P(KK|N)+ P(N) [P(KK | N)
b) Du fikk krone i begge kastene. Hva er sannsynligheten for at du kastet med
den normale mynten? 1 1 1 5
= — + — =
Lgsning : 2 4 2 8
Se pa hendelsene: | b) Bayes' setning gir at;
N = «normal mynt» KK = «krone i begge kastene» 1 Bl
a) Vi har at: P(N|KK):P(N)DP(KK|N) 25 4 _1
— 1 P(KK 5 5
P(N) = P(N) =2 o E

1
PIKKIN)=2 P(KK |[N)=1 "

noH=

Nl




Eksempel 5.14:
En kvinne tar en mamografiundersgkelse

Se pa begivenhetene:

S = "kvinnen har brystkreft"
M = "mammogrammet viser tegn pa kreft"

Fra erfaringer med mammografi har vi

P(M|S)=0.95 P(M |S)=0.035

Viantarat P(S)=0.007
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Anta at mammogrammet viser tegn pa kreft

Hva er da sannsynligheten for at kvinnen
virkelig har kreft?

Bayes setning gir:

P(S|M) = P(S)[P(M |S)
P(S)P(M |S)+P(S)(P(M |S)
0.007000.95

~ 0.00700.95+ 0.998 0.03

=0.16

Selv om mammogrammet viser tegn pa
kreft, er det bare 16% sannsynlig at hun
virkelig har det
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