Kombinatorikk

MATO100V
Sannsynlighetsregning og For a bruke en uniform sannsynlighetsmodell ma vi

kombinatorikk finne antall mulige og antall gunstig utfall

| enkle situasjoner som kast med to terninger kan vi
Kombinatorikk skrive opp alle mulige utfall og alle utfall som er

Ordnede utvalg med og uten tilbakelegging gunstige for den hendelsen vi er interessert i
Uordnede utvalg uten tilbakelegging 0

Pascals talltrekant og binomialkoeffisientene

&

"Sum sju gyne"

@rnulf Borgan
Matematisk institutt
Universitetet i Oslo

Multiplikasjonssetningen
| Lotto er det over 5 millioner

mulige vinnerrekker Forreter:
Eksempel 6.1 Rekecocktai
o . G_ravet laks
Vi ma veere veldig tdlmodige 3 Joxeh Paen meny er det: Fsosuppe
for & skrive opp alle disse! - 4 forretter
- 10 hovedretter
Vi mé derfor kunne beregne antall mulige - 5 desserter

vinnerrekker uten & skrive dem opp
Pa hvor mange mater kan vi sette sammen et maltid

Kombinatorikk er navnet pa den delen av med én forrett, én hovedrett og én dessert?
matematikken som gir oss lgsningen pa dette
og liknende problemer Maltidet kan settes sammen pa 4[10(b= 20( mater
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Valget av de tre rettene er en valgprosess i tre trinn:

(i) valg av forrett
(i) valg av hovedrett
(i) valg av dessert

Generelt har vi multiplikasjonssetningen:

En valgprosess har r trinn.

| fgrste trinn er det n; valgmuligheter,

I andre trinn er det n, valgmuligheter, ...
| siste trinn er det n, valgmuligheter.

Da er det til sammen

n, Lh, M,

valgmuligheter

Eksempel 6.2:
Et bilnummer bestar av to
bokstaver og 5 siffer

Hvor mange bilnummer
kan vi lage?

Vi kan lage

DR16578
RN\

20 valg 10 valg

9 valg

20:20-9-10-10-10-10 =36 000 000

forskjellige bilnummer

Ulike typer utvalg

Eksempel 6.3: Vi skriver bokstavene i alfabetet pa
hver sin lapp og legger de 29 lappene i en eske

Vi trekker sa fire lapper, én etter én
Vi sier at vi trekker et utvalg pa fire bokstaver

Hvis vi legger en lapp tilbake far vi trekker den
neste, trekker vi med tilbakelegging

Hvis vi ikke legger lappen tilbake, trekker vi
uten tilbakelegging

Hvis rekkefalgen bokstavene trekkes i har
betydning, trekker vi et ordnet utvalg

Hvis rekkefalgen ikke har betydning, trekker vi et
uordnet utvalg

Ordnet utvalg
med tilbakelegging
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Ordnet utvalg med tilbakelegging

Se pa bokstaveksemplet

Hver gang vi trekker er det 29 bokstaver a velge mellom
Vi kan velge de fire bokstavene pa

29[RP9P912%= 29=70728]
forskjellige mater nar vi tar hensyn til rekkefalgen

Generelt har vi en mengde med n elementer, og vi
velger r elementer fra mengden med tilbakelegging

Da kan vi lage N[ = n" ordnede utvalg
Hf_—/

r ganger

Nord-Irland — Norge (1]

Eksempel 64 SanMarino — Tsjekkia o
Pa en tippekupong er det e g
gitt 12 kamper Ce——— P
Romania — Danmar K @

For hver kamp skal en —— ©
tlppe H, U e”er B Malta — Slovakia @
Skottland — Slovenia (1]

Hvor mange forskjellige st — thasac )
tipperekker kan vi lage? e —— g

Vi kan lage
3-3:--3=3" =531441
forskjellige tipperekker
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Oppgave 54 1 tipping skal en for hver av 12 fotballkamper gjette om det blir
hjemmesecier (H), uavgjort (U) eller borteseier (B). En rekke bestar av ett tips
for hver av de 12 kampene.

a) Nar du fyller ut tippeckupongen, kan du hel- eller halvgardere en kamp ved
at du gir mer enn ett tippetegn for denne. Du leverer en tippekupong med
tre hel- og to halvgarderinger. Hvor mange rekker har du tippet?

Nord-Irland — Norge

Antall rekker
2[2[B[BA

=2°[B
=108

San Marino — Tsjekkia
Aserbajdsjan — Tyskland
Armenia — Kasakhstan
Montenegro — Polen
Romania — Danmark
England — Litauen
Malta — Slovakia
Skottland — Slovenia
Mirandes — Huesca

CF Reus Deportiu — Ucam Murcia CF

eeceeceeccococ0oc0000
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Elche — Real Zarageza

Ordnet utvalg uten tilbakelegging

Se igjen pa bokstaveksemplet

* Fgrste gang er det 29 bokstaver & velge mellom

« Andre gang er det 29-1 bokstaver & velge mellom
» Tredje gang er det 29-2 bokstaver a velge mellom
« Fjerde gang er det 29-3 bokstaver a velge mellom

Vi kan velge de fire bokstavene pa
29[(29- 1)1(29- 2)1(29 z=57002<

forskjellige mater nar vi tar hensyn til rekkefglgen

) §
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Generelt har vi en mengde med n elementer, og vi
velger r elementer fra mengden uten tilbakelegging

Da kan vi lage

P =nln-1){n-2)0Mn-r+1)
Egrer

ordnede utvalg
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Eksempel 6.5:
Landslagstreneren i langrenn
for menn har sju lgpere &
velge mellom til en World Cup
stafett over 4x10 km

Pa hvor mange mater kan han sette opp stafett-laget
nar vi tar hensyn til hvem som skal ga de ulike
etappene?

Treneren kan sette opp stafettlaget pa
,P, = 70664 =840

mater
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Vi har fortsatt en mengde med n elementer, og vi
velger r elementer fra mengden uten tilbakelegging

Nar r = n velger vi alle elementene.

Da svarer et ordnet utvalg til en bestemt rekkefglge
(eller permutasjon) av de n elementene

Det er
n'=_P, =12 [BOM{n — 1)Ch

slike rekkefglger

Merk at vi setter Ql=1
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Eksempel 6.6:

Vi ser pa eksempel 6.5. Treneren har bestemt
seg for hvilke fire lapere som skal ga stafetten

Hvor mange lagoppstillinger kan han da velge
mellom?

Treneren kan velge mellom
41=1[P[B[A= 24
lagoppstillinger

16




Oppgave 50 Treneren for en skiklubb kan velge mellom 5 lgpere til NM-stafetten
for kvinner over 3 X 5 km.

a) Hvor mange mater kan hun sette opp stafettlaget pa? (Du skal ta hensyn
til hvem som gar hver av de tre etappene.)

b) Anta at hun har bestemt seg for hvilke tre lopere som skal ga stafetten, men
ikke hvilke etapper hver av dem skal ga. Hvor mange mulige lagoppstillinger
kan hun velge mellom?

a) Antall mulige stafettlag:
5P =5[4[8 =60

b) Antall mulige lagoppstillinger:
3! =1[2[B =6
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GeoGebra

Vi kan bruke GeoGebra til & bestemme P og n!

lllustrasjon for P, og 4!

Fil Rediger Vis Innstilinger Verkiay Vindu Hjelp

=] O]

» CAS =l

=]l

&

18
3-5

1

=~ 840

nPr{7, 4]

)| - 24

41
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Uordnet utvalg uten tilbakelegging
Eksempel 6.7: Vi ser igjen pa stafetteksempelet

Pa hvor mange mater kan treneren velge ut de 4
som skal ga stafetten (blant de 7) nar vi ikke bryr
oss om hvem som skal ga de ulike etappene?

La x veere antall mater han kan gjare det pa

Merk at x er antall uordnede utvalg av 4 Igpere
blant 7 nar utvelgingen skjer uten tilbakelegging

Vi vil bestemme x ved & finne antall ordnede
utvalg pa to mater
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Fra eksempel 6.5 har vi at antall ordnede utvalg
av 4 lgpere blant 7 Igpere er P, =7[6[b 4= 84(

Fra ett uordnet utvalg kan lage 4!=1[2[8 4= 2«
ordnede utvalg (jf eksempel 6.6)

Vi kan derfor lage X[4! ordnede utvalg

Dermed er Xx[4!=_P,

_ 7Py _ 70EA _
4 T aoEa
Treneren kan velge ut de som skal ga

stafetten pa 35 mater nar vi ikke bryr oss om
hvem som skal ga de ulike etappene

Dette gir 35
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Generelt har vi en mengde med n
elementer, og vi velger r elementer fra
mengden uten tilbakelegging

Da kan vi lage
C = B _nln-1)0n-2)0n-r +1)

Tl 12O — 1)CE
uordnede utvalg

Eksempel 6.8:
En klasse har 25 elever

Fire elever skal velges til en festkomité

Hvor mange mater kan det gjares pa?

De 4 elevene kan velges pa

_ P, _ 25[P4 3122

NB! For uordnet utvalg spiller det ingen 41 12034

rolle om vi velger ett element om gangen, mater

eller om vi velger alle pa en gang . .
Oppgave 55 1 en klasse er det 25 elever. De skal velge to medlemmer til el- GeoGebra

veradet. Hvor mange mater kan de gjore det pa?

Antall mater de to medlemmene kan velges pa er:

C =— =300
2572 1

Oppgave 56 Et lokallag til et politisk parti har 40 medlemmer. Lokallaget skal
velge tre delegater til partiets landsmgte. Hvor mange mater kan de velge dele-
gatene pa?

Antall mater de tre delegatene kan velges pa er:

_ 40[BI B8

C, = =9880
403 1208
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Vi kan bruke GeoGebra til & bestemme ,C,

lllustrasjon for ,sC, 0g 4C;

|
Fil Rediger Vis Innstilinger Verktay Vind

=[l= Il ol
» CAS
1 | nCri25, 2]
| 5| - 300

5 | nCri40, 3]
| o ~ 9880
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Eksempel 6.9:

Nar du tipper én lottorekke,
krysser du av sju tall fra 1 til 34

Hvor mange lottorekker fins det?

Hva er sannsynligheten for & vinne
farstepremie hvis du tipper én rekke?

Antall mulige lottorekker:

ELOTTO

lllustrasjon av vinnersjansen i Lotto

Jernbanestrekningen fra Stavanger
til Bodg er omtrent 1900 km

Narvik
.

Bode
.

Tenk deg at det et sted pa strekningen er

== plassert en basketkurv (diameter 45 cm)
Du reiser Stavanger — Bodg og slipper pa et
tilfeldig valgt sted en klinkekule ut av vinduet

TROND:IEIM

C. — 3433 B2131130128 2 Tk Sannsynligheten for at du treffer kurven er
s vi-n - AR A 0.45
BERGEN :I-:.:‘:'::;m — = 0.00000023
Sannsynligheten for & vinne farstepremie: v L. 190011000
: 1 T #TE Det er omtrent det samme som sannsynligheten
P(farstepremiex ————— = 0.000000: for & Vi o
) - Kot or a vinne fgrstepremie i Lotto
5379616 & orsiep i
Oppgave 61 I Lotto kan du tippe system ved a krysse av mer enn sju tall pa
kupongen. Eksempel 6.10: 4 =
a) Hvor mange rekker tipper du hvis du krysser av ni tall? En pokerspi”er fé_r 63‘ "

b) Hvor mange rekker tipper du hvis du krysser av ti tall?

a) Antall rekker hvis du krysser av ni tall:

_9BIYHHMI: _ 9B

97~ - =36
1[20BLAHIdT7  1[2

b) Antall rekker hvis du krysser av ti tall:

_lome8UMI61314 100908

C. = = =
077 1rpBUHIE]7 10208 120
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delt ut fem kort

Hva er sannsynligheten for
at spilleren bare far hjerter?

Antall mulige mater a dele ut fem kort pa:

_ 52[6160714914¢_
,Ce = DB UE 2 598 96(
Antall av disse som gir bare hjerter:
_13n2111a¢
13Cs = 1203 AE =1287

1287

P(bare hjerter = E98960

=0.000% 28




Pascals talltrekant

1
1\ /1
1\ /2\ /1
1\ /3\ /3\ /1
l\ /4\ /6\ /4\ /1
1 5 10 10 5
Talltrekanten kalles
Pascals trekant, men den

var kjent lenge fgr Pascal
skrev om den

1

Kinesisk versjon
fra 1300-tallet

(www.york.ac.uk/depts/maths/histstat)

"B 2 & X & <
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Vi har at;

(a+b)? = a2 + 2ab + b?
=1a%+ 2ab + 1b?

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b3
=1a3+3a%b + 3ab?+ 1b3

(at+b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab3 + b*
= l-a* + 4-a%b + 6-a%b? + 4-ab3 + 1-b*

Generelt finner vi koeffisientene i uttrykket for
(a+b)" i n-te linje i Pascals trekant
(nar vi begynner nummereringen med linje 0)
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Uttrykket a+b kalles et
binom

Formelen for & regne ut
(a+b)" kalles
binomialformelen

Derfor kalles tallene i
Pascals trekant for
binomialkoeffisienter

Vi skriver tall nummerr |
linje nummer n i Pascals
trekant som (?)

(nummereringen starter med
linje og plass 0)
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Binomialkoeffisientene er generelt gitt ved

(?) T (rr:!—r)!

Formelen gjelder ogsa forr=00gr=n
sidenviharQ! =1

n n

r n-—r

Rt

Vi har uten videre at

Kan vise at
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Hva er sammenhengen mellom binomial-
koeffisientene de kombinatoriske tallene C, ?

nCr :nPr :nprmn_r)!

r! r'(n—-r)!
_nn-1)0I{n-r +DHn—r)[(n—r —-1) 21
- rt(n—r)!

~roen =)

Binomialkoeffisientene og de kombinatoriske
tallene er de samme!

Vil bruke skrivematen for binomialkoeffisientene

33




