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Hypergeometrisk fordeling
Vi har fglgende situasjon:
* Vi har en mengde med N elementer

* Elementene i mengden kan deles inn i to
delmengder D og D
Det er m elementer i D og N — m elementeri D

» Vi trekker tilfeldig n elementer fra mengden uten
tilbakelegging

La X veere antall elementer vi trekker fra D

p(xzk):w

() :

Binomisk fordeling

Vi har fglgende situasjon:

* Vi gjer n forsgk

* | hvert forsgk er det to muligheter:
Enten inntreffer en bestemt begivenhet S
ellers sa gjor den ikke det

* | hvert forsgk er sannsynligheten lik p for at S
skal inntreffe

* Forsgkene er uavhengige

X er antall ganger S inntreffer i de n forsgkene

P(X =1k) = () p*(1—p)n*

w

Oppgave 85 I en urne er det tre rgde kuler og to hvite kuler. To kuler trekkes
tilfeldig ut, henholdsvis uten og med tilbakelegging. La X angi antall rgde kuler
vi trekker.

a) Hva gir binomisk fordeling for X, trekking med eller uten tilbakelegging?

b) Beregn P(X = z) for = 0,1,2 bade for trekning med og uten tilbake-
legging.

a) Trekning uten tilbakelegging: hypergeometrisk
Trekning med tilbakelegging: binomisk

2 () (:24)

Uten tilbakelegging: P(X =k) = (5)
2

3 k 2 2—k
Med tilbakelegging:  P(X = k) = (i) <§> <§>

k 0 1 2
Uten P(X=k) 0.10 0.60 0.30
Med P(X=k) 0.16 0.48 0.36




Anta sa at det er 300 rode kuler og 200 hvite kuler i urnen. Vi lar fortsatt X angi
antall rode kuler i to trekninger.

¢) Beregn ogsa na P(X = x) for z = 0,1, 2 for trekning med og uten tilbake-
legging. Sammenlign med det du fant i punkt a.

300 200
) Uten tilbakelegging: P(X = k) = ( k ()50(02)— k)
2

k 2—-k
Med tilbakelegging: P(X =k) = (2) <300> <200)

k/\500 500
Uten(b) | P(X=k) 0.10 0.60 0.30
Uten(c) | P(X=k)| 0.1595 | 0.4810 0.3595
Med P(X=k) 0.16 0.48 0.36 s

Resultatet 1 punkt ¢ illustrerer at hvis vi trekker et (relativt sett) lite utvalg fra
en (relativt sett) stor populasjon, sa er det ubetydelig forskjell pa trekning med
og uten tilbakelegging.

Ved en meningsmaling om holdningen til norsk EU-medlemskap trekkes det
tilfeldig (og uten tilbakelegging) et utvalg pa 1000 av befolkningen over 18 ar. La
X vaere antallet i utvalget som er mot norsk EU-medlemskap.

d) Hvorfor er det rimelig a anta at X er binomisk fordelt med n = 1000 og
p lik (den ukjente) andelen av den voksne befolkningen som er mot norsk
EU-medlemskap?

d) Utvalget vi trekker er lite i forhold til hele populasjonen.
Derfor er det rimelig & anta at X er binomisk fordelt.

Oppgave 86 Et politisk parti har ved et bestemt tidspunkt stotte av 25% av
befolkningen. Tjue personer blir trukket ut tilfeldig. La X angi hvor mange av
de uttrukne som stotter partiet.

a) Forklar hvorfor vi kan regne som om X er binomisk fordelt med n = 20 og
p = 0.25.

b) Skriv opp en formel for sannsynlighetsfordelingen til X.

¢) Bruk formelen til a finne sannsynligheten for at (i) akkurat 3 stgtter partiet;
(ii) akkurat 4 stetter partiet; (iii) akkurat 5 stetter partiet.

a) Jf. forrige oppgave.

20
k

) P(X=3)= (230) £0.253 - 0.7520-3

b) PX =k =( )-0.25" - 0.7520k

= 1140 - 0.253 - 0.7517 = 0.134
P(X = 4) = 0.190

P(X =5) = 0.202 !

En tilfeldig variabel X har mulige verdier
X1, X5 4.4, X, . Da er forventningsverdien

I[J:E(X)lel:lp(x:xl)+ ..... +Xm|:P(X:Xm)

En tilfeldig variabel X har mulige verdier
Xy, X5, ...y X, 0g forventningsverdi U
Da er variansen

o’=Var(X)

= () PX=x)+ ..+ K, -ufPX=x,)

Standardavviket til en tilfeldig variabel X er gitt ved

o =3D(X) =,/ Var(X)




Oppgave 90 En rekke personer forsikrer sine sykler i et forsikringsselskap. Vi
antar for enkelhets skyld at en person bare kan fa erstatning av selskapet av
to grunner: (i) sykkelen blir stjalet og dukker ikke opp igjen, eller (i) den blir
stjalet, men kommer senere til rette delvis ramponert. I det forste tilfellet far den
forsikrede en erstatning pa 3500 kroner (etter at egenandel er trukket fra), mens
han i det andre tilfellet far 1000 kroner. Vi antar at sannsynligheten for (i) er
2%, mens sannsynligheten for (ii) er 5%.

Oppgave 101 Se pa oppgave 90. Finn variansen og standardavviket til den er-
statningen en forsikret sykkeleier vil fa fra selskapet i lgpet av ett ar. Hvilken
benevning har variansen og standardavviket?
X er erstatning for en tilfeldig valgt sykkeleier
E(X) =0-0.93+ 1000-0.05 + 3500 - 0.02 = 120 kroner
Var(X)
= (0 — 120)2- 0.93 + (1000 — 120)2 - 0.05 + (3500 — 120)2 - 0.02

= 280600 kroner?
SD(X) = V280600 = 529.72 kroner 0

Tilnaerming av binomiske sannsynligheter

Tidligere var det vanskelig &
bruke formelen for binomisk
fordeling til & regne ut

sannsynligheter nar n er stor

Alt i 1733 viste Abraham de
Moivre hvordan en kan finne
tilneermingsverdier for binomiske
sannsynligheter

Selv om det na er enklere &
bestemme binomiske
sannsynligheter, er denne
tilnaermelsen fortsatt viktig

(www.york.ac.uk/depts/maths/histstat)
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Binomisk fordeling for p = 0.25 og n =10, 25, 50, 100
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Fordelingen forskyves mot hgyre og blir
mer «spredt ut» nar n gker 1

For a finne en tilnaerming «forskyver» vi
fordelingene slik at de far « tyngdepunktet» i
origo, og vi «skalerer» dem slik at de far
samme spredning

Vi ser derfor pa den standardiserte variabelen
_X-E(X) _ X-np

D(X)  np-p)

Viharat E(Z)=0 ogSD(2) =1

. . ° — k-np
Vi merker oss at hvis X =ksaer Z=
Jnp(1-p)

Vi far derfor fordelingen til Z av fordelingen til X
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Stolpediagram for fordelingen til Z

: :

. Arealet av en

g 40 20 40 00 10 20 30 z 40 20 40 00 10 20 30 St0|pe Svarer til
sannsynligheten

. . for at Z far den

l ‘““II aktuelle verdien

° 30 20 40 00 10 20 30 ¢ A0 20 10 00 10 20 20

Stolpediagrammene neermer seg standard-

normalfordelingsfunksjonen f(x) = U;_ﬂe—lez
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Vil bruke de Moivres tilnaerming til & finne
P(X <£33) narn =100 0og p = 0.25

Vi merker oss at

_ X -1000.25 33 1000.25 _
P(X<33)=P J100]).2£o.7ss J 1000.25 0.7)5 =P(2<1.85)

° Summen av arealene
L]
= av szylene er omtrent
s like stor som arealet
= under f(x) til venstre
A0 20 40 0% 10 20 30
w Y] for 1.85
v
Vi skal egentlig summere arealene
av alle sgylene til venstre for 1.85 14

Arealet under standardnormalfordelings-
funksjonen til venstre for 1.85 finner vi av
tabellen bak i kompendiet:

Siste desimal i =
[i] 1 2 3 4 5] i1 7 b 9

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
1.5
1.6
1.7

0.5000  0.5040 05080 0.5120 05160 |0.5199 | 0.5239 0.5279  0.5319  0.5359
05398 0.54358 05478 (0LA517 0.5557 | 0.5396 | 0.5636  0.5675  0.5714  0.5753
0.5793 05832 05871 0.5910  0.5945 |0.5957 | 0.6026  0.6064  0.6103  0.6141
0.6179  0.6217 06255 0.6293  0.6331 | 0.6368 | 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.6554  0.6591 06628 06664  0.6700 |0.6736 | 0.6772  0.6805 0.6844  0.6579

0.9332  0.9345 09357 0.9370 09382 | 0.9394] 0.9406 09415 0.9420  0.9441
0.9452 09463 09474 09484 0.9495 | 0.9505 | 0.9515  0.9525 09535 0.9545
0.9554  0.9564  0.9573  0.95582  0.9551 | 0.9599] 0.9608 09616  0.9625 0.9633

[18

0.9641  0.9649  0.9656  0.9664 09671 | 0.9678| 0.9656 0.9693  0.96499  0.9706

1.8

08713 048719 089726 0.9732 09735 0874 09750 09756 09761 0.9767
De Moivres tilneerming gir at
P(X <33)=P(Z <1.85~ 0.96:
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Oppgave 111 Ved Stortingsvalget i 2013 stemte 30.8% av velgerne pa Arbeider-
partiet. Tenk deg at du var med pa a gjennomfore en valgdagsmaling det aret, der
et tilfeldig utvalg pa 5000 velgere ble spurt om hvilket parti de nettopp stemte pa.
Hva er sannsynligheten for at a) hgyst 1500 av dem hadde stemt Arbeiderpartiet;
b) minst 1600 av dem hadde stemt Arbeiderpartiet?

La X veere antall som ville ha stemt pa Ap

X er binomisk fordelt med n = 5000 og p = 0.308

a) Ved de Moivres tilneerming finner vi at
P(X <1500)= P( X -50000.308 1500 5000 0.303

,/500000.30810.692 ,/ 5000 0.308 0.69:

=P(Z2<-1.23 =0.109

b) P(X 21600) = P( X-50000.308 _ 1608 500D 0.303
,/500000.30810.692 ,/ 50@D 0.308 0.69:

=P(Z21.84) =1-0.967= 0.03;




Estimering og konfidensintervall

Vi er interessert i & ansla («estimere») verdien av p ut fra
resultatet av et forsgk, og ogsa a si noe om hvor presist
anslaget er

Vi ser pa en stor populasjon der en ukjent andel p
har et bestemt «kjennetegn»

Vi trekker et tilfeldig utvalg pa n individer fra
populasjonen. Stgrrelsen av utvalget er liten i forhold
til starrelsen av hele populasjonen

La X veere antall i utvalget som har kjennetegnet

Vi kan regne som om X er binomisk fordelt med p
lik den ukjente andelen i populasjonen som har
kjennetegnet

Til & ansla («estimere») p bruker vi andelen i utvalget
som har kjennetegnet, dvs. p=X/n

Av de Moivres resultat finner vi at

2.5% 95% 2.5%

X-np ~
P| —1.96< <1.96/= 0.9
( Jnp(@-p) j

o X-np p-p
N& er =
2 e Jnpa-p) \/ p(1-p)

n

Det folger at

Pl -1.96< PP <1.06= 0.9

} p(1-p)
n 18

Kan vise at vi kan erstatte p med P i nevneren:

Pl -1.96<_ PP <196= 009
p(1-p)

n

Ulikhetene kan omformes slik at vi far p alene i midten:

P(f)—l.g PP < p<p+ 1.9§/f’(1n‘f’)): 0.9

Det er altsa tilneermet 95% sannsynlig at undersgkelsen
vil gi et resultat som er slik at p blir liggende i
konfidensintervallet:

a p(1-p) & p(1-p)
[p 1.9 = p+1.9 — }

19

Oppgave 114 En frgprodusent gnsker a bestemme spireprosenten av en bestemt
type Kornblomstfrg. For dette formalet vil han sa 500 fro og registrere hvor mange
av dem som spirer.

a) Gjor deg noen tanker om hvordan frgprodusenten ber velge ut de 500 frgene.

b) Anta at 337 av freene spirer. Gi estimatet for spireprosenten og bestem et
95% konfidensintervall for denne.

a) Hvis det produseres frag pa flere jorder, bar produsenten
velge frg fra tilfeldige steder pa alle jordene og blande dem
godt fagr de 500 frgene velges ut

b) Vi har n =500 og p=337/500= 0.67
Et 95% konfidensintervall for spireevnen er

[0.674— 1.9g00TCE 08T 0,674 1_%/@10-6%?
500 500

dvs. [ 0.633, 0.71§
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Oppgave 116 1 2010 var det i Norge 60608 fgdsler hvorav 1002 resulterte i
flerfgdsler (tvillinger, trillinger, osv.). De tilsvarende tallene for 1987 var (ca.)
53500 og 599. Bestem (tilnsermete) 95% konfidensintervall for sannsynligheten
for at et svangerskap skal resultere i en flerfodsel for hver av disse to arene. Er
det noen grunn til a tro at det har veert en reell endring i sannsynligheten for at
et svangerskap skal resultere i en flerfodsel fra 1987 til 20107

2010: Vi har n = 60608 og |5:1002/60608: 0.01¢
Et 95% konfidensintervall er

|:0.0165— 1.9@5, 0.0165 1,#6@351
60608 60608

dvs. [ 0.0155, 0.017%
1987: Vihar n=53500 09 P=599/53500-= 0.011

[ 00111 1.94°0LI090 00134 1 %(5@89}
' ' 53500 ' 53500

dvs. [0.0103, 0.012}
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Oppgave 119 Pa British Museum i London fins det mange gamle terninger,
blant annet en marmorterning fra romertiden. Tidsskriftet Biometrika ga i 1955
resultatet av 204 kast med denne marmorterningen. Av de 204 kastene ga 54 av
kastene en sekser. Er det grunn til a tro at sannsynligheten for a fa sekser med
marmorterningen avviker fra 1/6?7

Vi lager et 95% konfidensintervall for sannsynligheten
for sekser

Viharn=204 09 p=54/204= 0.26"

Et 95% konfidensintervall er

[ 0.265- 1 gg/o.zesto.735 0.0165 1 %/60.265 0.735}
' ) 204 ’ ' ’ 204

dvs. [ 0.204, 0.32§
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